Komplex fliggvénytan ZH, 2020. december 07.
Megoldasok

1. Legyen |a| = 3. Hany gyoke lehet (multiplicitassal szamolva) a 2% + 23 4+ az — 1
polinomnak az 1 < |z| < 2 tartoméanyon?

Megoldas: A nagy kéron |22 + az — 1| < 37 < |2, a kis koron |24 + 23 — 1| <
3 = |az| (egyenlSség nem lehet, mert 2%, 22 és —1 iranya nem lehet ugyanaz), tehat a
két korvonalon nincs gyok, és a Rouché-tétel miatt a polinomnak a nagy és a kis kéron
beliil ugyanannyi gyoke van, mint a z*, illetve az az fiiggvénynek, vagyis 4, illetve 1.
A két kor kozotti tartoményban a gyokok széma 4 — 1 = 3.

2. Legyenek F ; G tartoményok, és f : F' — G olyan konform megfeleltetés, amelyre
f(a) = a. Bizonyitsd be, hogy |f'(a)| > 1.

Megoldas: Legyen ¢ : D — G olyan konform leképezés, amelyre ¢(0) = a. Ekkor a
g=¢ tofltogleképezés D — D holomorf fiiggvény, ami nem sziirjektiv, és g(0) = 0,
fgy a Schwarz lemma miatt |¢'(0)| < 1. Ebbdl kovetkezik, hogy |(f~1) (a)] = |¢'(0)] <
1, azaz |f'(a)] > 1.
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Megoldas: Az integrandusnak elsérendd polusa van az 1 +

, 2
R > 2 sugart felss félkoron integralva, ahol [e*™#] < 1,
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Megoldas: Elsadason lattuk, hogy ha f(z) raciondlis tort, és deg f < —2, akkor
T

e f(z) fuggvény reziduumainak osszege 0. Az f(z) = o vélasztassal az

egész helyeken
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A fliggvénynek ezeken kiviil a 4i-ben is polusa van, és ott
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5. Legyen f(z) az a konform leképezés, amely a —1 < Rez < 1, =1 < Imz < 1
négyzetet megfelelteti az egységkornek ugy, hogy f(0) =0 és f(1) = 1. Mutasd meg,
hogy a fliggvény kiterjeszthets az egész stkon meromorf fliggvénnyé. Mi a kiterjesztett
tiiggvény értéke a 3 + 3¢ pontban?

Megoldas: (a) Ha t(z) tiikrozés a négyzet valamelyik oldalegyenesére, akkor a
tiikrozési elv szerint az f(z) = 1/(f(t(2)) kiterjeszti a fliggvényt a négyzet t sze-
rinti tiikkorképére. A 0 tiikorképe a fiiggvénynek polusa. A tiikrozést ismételgetve a
fiiggbleges oldalakra, a fiiggvényt kiterjesztjiik a —1 < Imz < 1 savra ugy, hogy a
két hataregyenesen a fliggvény egységnyi; utana a vizszintes egyenesekre tiikrozgetve
kiterjesztjiik az egész sikra. (Az unicitastétel miatt a kiterjesztés egyértelmii. )

(b) A 3 + 3i pontot a —1 — 4 pontbol két tiikrozéssel érhetjitk el: (—1 — i) —
(3 —1) — 3+ 3i), ezért

1

3+ 3) = — = f(—1—1).

B +8) = s = S
El6bb meghatarozzuk az oldalfelezépontok képét. legyen g(z2) = —if 1(if(2)); ez
konform automorfizmusa a négyzetnek, g(0) = 0 és ¢'(0) = ¢/'(0), igy g az identitas:
g(z) = z. Atrendezve f(iz) = if(z), amib6l a z = 1,4, —1 valasztassal f(i) = if(1) =
i, f(=1) =if(i) = =1 és f(—i) = if(—1) = —i. Az f fixen hagyja az oldalfelezs

pontokat.
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Legyen t(z) a (0, 1+14) egyenesre valo tiikrozés (a konjugaltja holomorf) és h = f~ 1o
to fot. Ez konform automorfizusa a négyzetnek, fixen hagyja az oldalfelezGpontokat,
tehat ez is az identitas; atrendezve fot =to f. A —1 —1 pont a t-nek fixpontja, ezért
f(=1—=i) = f(t(—1—13)) = t(f(—1—1)); tehat az f(—1—1i) pont a szimmetriatengelyen
van. Ugyanakkor f(—1 — 1) az egységkorvonalon van, a —1 és a —i kozott, ezért csak
a == lehet.
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Megoldas: Rogzitsiik a-t, és legyen b = f(a). Csinaljunk ebbdl egy olyan D —
D leképezést, ami a 0-t fixen hagyja, majd alkalmazzuk a Schwarz-lemmat. Legyen

b
5(z) = fga‘z illetve 1(z) = fjgz. Ekkor ¢/(0) = 1 — |al2, illetve (1Y(b) =

6. Igazold, hogy ha f : D — D holomorf, és a € D, akkor

w’tO) =1 I =1 Fa)P Innen a Schwarz-lemmét alkalmazva a "' o fo ¢ :
D — D leképezésre pont a bizonyitando allitast kapjuk:

1> |~ fo) 0)] = [0 )| @) 6'0)| = T @]-(1—lef) = %-(1—

7. Legyen a valos szam, |a| < 1.
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Megoldas: Az integral lényegében a Poisson-formula az u(z) = 2log |2 + z| har-
monikus fiiggvényre.

Az egységkdrvonalon log( + 4 cost) = log ((2+ €")(2 + ™)) = log |2 + €"]* =
u(e).



A Poisson-formula szerint
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/” log(b + 4 cost) 4 — 2 u(a) = 47 - log(2 + a).
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