
Komplex függvénytan ZH, 2020. december 07.
Megoldások

1. Legyen |a| = 3. Hány gyöke lehet (multiplicitással számolva) a z4 + z3 + az − 1
polinomnak az 1 < |z| < 2 tartományon?

Megoldás: A nagy körön |z3 + az − 1| ≤ 37 < |z4|, a kis körön |z4 + z3 − 1| <
3 = |az| (egyenlőség nem lehet, mert z4, z3 és −1 iránya nem lehet ugyanaz), tehát a
két körvonalon nincs gyök, és a Rouché-tétel miatt a polinomnak a nagy és a kis körön
belül ugyanannyi gyöke van, mint a z4, illetve az az függvénynek, vagyis 4, illetve 1.
A két kör közötti tartományban a gyökök száma 4− 1 = 3.

2. Legyenek F $ G tartományok, és f : F → G olyan konform megfeleltetés, amelyre
f(a) = a. Bizonyítsd be, hogy |f ′(a)| > 1.

Megoldás: Legyen φ : D→ G olyan konform leképezés, amelyre φ(0) = a. Ekkor a
g = φ−1◦f−1◦φ leképezés D→ D holomorf függvény, ami nem szürjektív, és g(0) = 0,
így a Schwarz lemma miatt |g′(0)| < 1. Ebből következik, hogy |(f−1)′(a)| = |g′(0)| <
1, azaz |f ′(a)| > 1.

3. ∫ ∞
−∞

cos(2πx)

1− x+ x2
dx =?

Megoldás: Az integrandusnak elsőrendű pólusa van az 1
2 ±

√
3
2 i pontokban. Az

R > 2 sugarú felső félkörön integrálva, ahol |e2πiz| ≤ 1,∫ R

−R

cos(2πx)

1− x+ x2
dx = Re

∫ R

−R

e2πiz

1− z + z2
dz = Re

(∫
e2πiz

1− z + z2
dz +O(1/R)

)
=

= Re

(
2πi · Res

z= 1
2+

√
3
2 i

e2πiz

1− z + z2
+O(1/R)

)
= Re

(
2πi · e2πi(

1
2+

√
3
2 i)

−1 + 2(12 +
√
3
2 i)

+O(1/R)

)
=

= Re

(
2π√
3
· e−

√
3π+πi +O(1/R)

)
= − 2π√

3
e−
√
3π +O(1/R).

Tehát, ∫ ∞
−∞

cos(2πx)

1− x+ x2
dx = −2e

−
√
3ππ√
3

.

4. ∞∑
k=1

(−1)k−1

k2 + 1
=

1

12 + 1
− 1

22 + 1
+

1

32 + 1
− 1

42 + 1
+− . . . =?
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Megoldás: Előadáson láttuk, hogy ha f(z) racionális tört, és deg f ≤ −2, akkor
a

π

sin(πz)
· f(z) függvény reziduumainak összege 0. Az f(z) =

1

z2 + 1
választással az

egész helyeken

Res
z=k

(
π

sin(πz)
· 1

z2 + 1

)
=

(−1)k

z2 + 1
.

A függvénynek ezeken kívül a ±i-ben is pólusa van, és ott

Res
z=±i

(
π

sin(πz)
· 1

z2 + 1

)
=

π

sin(±πi)
· 1

±2i
=

−π
eπ − e−π

.

Az összes reziduum összege

0 =
∑

Res

(
π

sin(πz)
· 1

z2 + 1

)
= Res

0
+
∑
k>0

(
Res
k

+Res
−k

)
+Res

i
+Res
−i

=

= 1− 2
∞∑
k=1

(−1)k−1

k2 + 1
+ 2 · −π

eπ − e−π
,

tehát ∞∑
k=1

(−1)k−1

k2 + 1
=

1

2
− π

eπ − e−π
.

5. Legyen f(z) az a konform leképezés, amely a −1 < Re z < 1, −1 < Im z < 1
négyzetet megfelelteti az egységkörnek úgy, hogy f(0) = 0 és f(1) = 1. Mutasd meg,
hogy a függvény kiterjeszthető az egész síkon meromorf függvénnyé. Mi a kiterjesztett
függvény értéke a 3 + 3i pontban?

Megoldás: (a) Ha t(z) tükrözés a négyzet valamelyik oldalegyenesére, akkor a
tükrözési elv szerint az f(z) = 1/(f(t(z)) kiterjeszti a függvényt a négyzet t sze-
rinti tükörképére. A 0 tükörképe a függvénynek pólusa. A tükrözést ismételgetve a
függőleges oldalakra, a függvényt kiterjesztjük a −1 < Im z < 1 sávra úgy, hogy a
két határegyenesen a függvény egységnyi; utána a vízszintes egyenesekre tükrözgetve
kiterjesztjük az egész síkra. (Az unicitástétel miatt a kiterjesztés egyértelmű.)

(b) A 3 + 3i pontot a −1 − i pontból két tükrözéssel érhetjük el: (−1 − i) 7→
(3− i) 7→ 3 + 3i), ezért

f(3 + 3i) =
1

f(3− i)
= f(−1− i).

Előbb meghatározzuk az oldalfelezőpontok képét. legyen g(z) = −if−1(if(z)); ez
konform automorfizmusa a négyzetnek, g(0) = 0 és g′(0) = g′(0), így g az identitás:
g(z) = z. Átrendezve f(iz) = if(z), amiből a z = 1, i,−1 választással f(i) = if(1) =
i, f(−1) = if(i) = −1 és f(−i) = if(−1) = −i. Az f fixen hagyja az oldalfelező
pontokat.
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Legyen t(z) a (0, 1+i) egyenesre való tükrözés (a konjugáltja holomorf) és h = f−1◦
t ◦ f ◦ t. Ez konform automorfizusa a négyzetnek, fixen hagyja az oldalfelezőpontokat,
tehát ez is az identitás; átrendezve f ◦ t = t◦ f . A −1− i pont a t-nek fixpontja, ezért
f(−1−i) = f(t(−1−i)) = t(f(−1−i)); tehát az f(−1−i) pont a szimmetriatengelyen
van. Ugyanakkor f(−1− i) az egységkörvonalon van, a −1 és a −i között, ezért csak
a −1−i√

2
lehet.

Tehát,

f(3 + 3i) =
−1− i√

2
.

6. Igazold, hogy ha f : D→ D holomorf, és a ∈ D, akkor
|f ′(a)|

1− |f(a)|2
≤ 1

1− |a|2
.

Megoldás: Rögzítsük a-t, és legyen b = f(a). Csináljunk ebből egy olyan D →
D leképezést, ami a 0-t fixen hagyja, majd alkalmazzuk a Schwarz-lemmát. Legyen

φ(z) =
z + a

1 + az
, illetve ψ(z) =

z + b

1 + bz
. Ekkor φ′(0) = 1 − |a|2, illetve (ψ−1)′(b) =

1
ψ′(0) =

1

1− |b|2
=

1

1− |f(a)|2
. Innen a Schwarz-lemmát alkalmazva a ψ−1 ◦ f ◦ φ :

D→ D leképezésre pont a bizonyítandó állítást kapjuk:

1 ≥
∣∣(ψ−1◦f◦φ)′(0)∣∣ = ∣∣ψ−1(b)∣∣·∣∣f ′(a)∣∣·∣∣φ′(0)∣∣ = 1

1− |b|2
·
∣∣f ′(a)∣∣·(1−|a|2) = ∣∣f ′(a)∣∣

1− |f(a)|2
·
(
1−|a|2

)
.

7. Legyen a valós szám, |a| < 1.∫ π

−π

log(5 + 4 cos t)

1− 2a cos t+ a2
dt =?

Megoldás: Az integrál lényegében a Poisson-formula az u(z) = 2 log |2 + z| har-
monikus függvényre.

Az egységkörvonalon log(5 + 4 cos t) = log
(
(2 + eit)(2 + e−it)

)
= log |2 + eit|2 =

u(eit).
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A Poisson-formula szerint

u(a) =

∫ π

−π
u(eit)

1− |a|2

2π(1− 2a cos t+ a2)
dt =

1− a2

2π

∫ π

−π

log(5 + 4 cos t)

1− 2a cos t+ a2
dt;∫ π

−π

log(5 + 4 cos t)

1− 2a cos t+ a2
dt =

2π

1− a2
· u(a) = 4π · log(2 + a)

1− a2
.
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