11. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2020. december 11.
Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthato) feladatok, feltolthets dec. 18-ig
PM 6.1. Legyen n pozitiv egész szam, és ¢ egészfliggvény. Tetszbleges X > 0 valos szam esetén

legyen
1 p(s) - X°

T =50 inr SG=D6 -2 5=n)

) Igazoljuk, hogy f(X) polinom.

) Milyen integralok allitjak el f derivaltjait?

) Mutassuk meg, hogy ha ¢ polinom, és degyp = k < n, akkor f(1) = f'(1) = f"(1) = ... =
(1) =0 és f"R(1) # 0, vagyis az f-nek az 1 pontosan (n — k)-szoros gydke.
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PM 7.1. A reziduumtétel segitségével igazoljuk, hogy ha K nemnegativ egész, és aq, ..., a, kilon-
b6z6 komplex szamok, akkor

Z H Z alfl'--aﬁ".
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(A baloldalon 4ll6 szam a 2% fiiggvény osztott differenciaja az ay, ..., a, alappontokon.)

PM 7.2. (Pistike és az implicitfliggvény-tétel)

Legyen F(z,w) kétvaltozos komplex fliggvény, amely az (a,b) pont egy kornyezetében folytonos,
és mindkét valtozo szerint parcialisan holomorf. Az F(z,w) = 0 lesz a paraméteres egyenletiink: z a
paraméter, w az ismeretlen.

Tegyiik fel, hogy az a,b komplex szamokkal F'(a,b) = 0 (vagyis a z = a paraméterértékre w = b
megoldas), tovabba 0y F'(a, b) # 0. Bizonyitsuk be, hogy

(a) Léteznek olyan § > 0 és € > 0 szamok és ezekhez egy egyértelmii g : B(a,d) — B(b, ¢) fiiggvény,
amelyre F'(z,g(z)) = 0, vagyis a F(z,w) = 0 paraméteres egyenlet lokélisan egyértelmien
megoldhato;

(b) A g(z) fiiggvény holomorf;

(©) (0 =~

PM 7.3. A karakterisztikus fliggvények gyokeinek vizsgalataval bizonyitsuk be, hogy tetszéleges
X, Y fiiggetlen, azonos eloszlasu, legfeljebb 5 abszolut értéki valoszintiségi valtozokhoz létezik olyan
t € (0,1}, amire

|IP(X +Y <t)—t] > 107"

(Schweitzer-verseny alapjan)

PM 8.1. Legyen P(x) olyan nemkonstans valés polinom, amelyre P(cost)?+ P(sint)* = 1. Mutasd
meg, hogy P(x) = T} (z) valamilyen péaratlan pozitiv egész k-val.

PM 8.2. Azonositsuk az egységkorlemezt a Poincaré-féle kormodellel. Legyenn > 2, aq,...,a, € D,

és .
. Z — Qg
k=1
Bizonyitsuk be, hogy az ay, ..., a, pontoknak a kérmodellben vett konvex burka tartalmazza f’(z)-

nek az egységkorbe esé gyokeit.



PM 9.1. Bontsuk fel a Poincaré-féle kormodelt olyan egybevagd haromszogekre, amelyeknek két 45
és egy 60 fokos szoge van, és szinezziik ezeket felvaltva feketére és fehérre. (Lasd M. C. Escher Cirlce
Limit IV — Heaven and Hell c. fametszetét). Létezik-e olyan, az egységkorben meromorf fiigvény,
aminek minden fekete haromszogben (denevér) pontosan egy, egyszeres gyoke van, és nincs polusa,
tovabba minden fehér haromszogben (

PM 9.2. Legyen A C D olyan halmaz, amelyre Y., (1—|a|) = oo, éslegyen fi, fa, ... a D egység-
korben értelmezett, holomorf fiiggvényekbdl allo, egyenletesen korlatos fiiggvénysorozat. Mutassuk
meg, hogy ha minden a € A pontra az f,(a) sorozat konvergens, akkor az (f,) fiiggvénysorozat
lokalisan egyenletesen konvergal egy holomorf fliggvényhez.

PM 10.1. Az egyenlit§ kozében a Csendes-6cean feneke kilyukadt, amikor belefiréodott a Kazinc-
barcika torpedéromboléd. Az elfoly6 viz miatt a felszinen stabil, nem 6rvényld viztolesér keletkezett.
Milyen f(r) fiiggvény irhatja le a viztolesér mélységét a tengelytsl r tavolsagban?

(A Kazincbarcika torpedérombolorol Moldova Gyorgy A Lakinger Béla zsebcirkdld c. novellajaban olvashattok bgveb-
ben.)

PM11.1. /2
/ log sinx dx =7
0

PM11.2. (a) Legyen f(z) holomorf a D egyszeresen sszefiiggs tartomanyon. Bizonyitsd be, hogy
van olyan polinomsorozat, amely D-n lokédlisan egyenletesen tart f-hez.
(b) Igaz marad-e az allitas, ha D nem egyszeresen Osszefliggs?

PM11.3. Legyen a € B(0, 1) rogzitett komplex szam. Legfeljebb mekkora lehet |u(a)|, ha u harmo-

nikus az egységkor belsejében, és u?(z)|dz|* = 77
|z]<1
PM11.4. Legyen D, az abran a kiilsg, sététebben satirozott tarto-
méany, Dy pedig a kiilsd és a belss rész egytitt.
Bizonyitsd be, hogy tetszéleges f : D1 — C holomorf fiiggvényre a
kovetkezo allitasok ekvivalensek:

(a) f analitikusan folytathato Do-re;

(b) f-nek létezik akarhanyszoros primitiv fiiggvénye;

(c) Barmely g : Dy — C holomorf fiiggvényre az fg fiiggvénynek
létezik primitiv fiiggvénye Di-en.




