
11. Komplex függvénytan gyakorlat, 2020. december 11.

Szorgalmi (Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladatok, feltölthető dec. 18-ig

PM 6.1. Legyen n pozitív egész szám, és ϕ egészfüggvény. Tetszőleges X > 0 valós szám esetén
legyen

f(X) =
1

2πi

∫
|s|=n+1

ϕ(s) ·Xs

s(s− 1)(s− 2) · . . . · (s− n)
ds.

(a) Igazoljuk, hogy f(X) polinom.
(b) Milyen integrálok állítják elő f deriváltjait?
(c) Mutassuk meg, hogy ha ϕ polinom, és degϕ = k < n, akkor f(1) = f ′(1) = f ′′(1) = . . . =

f (n−k−1)(1) = 0 és f (n−k)(1) 6= 0, vagyis az f -nek az 1 pontosan (n− k)-szoros gyöke.

PM 7.1. A reziduumtétel segítségével igazoljuk, hogy ha K nemnegatív egész, és a1, . . . , an külön-
böző komplex számok, akkor

n∑
j=1

aKj∏
1≤k≤n
k 6=j

(aj − ak)
=

∑
k1,...,kn≥0

k1+...+kn=K−n+1

ak11 · · · aknn .

(A baloldalon álló szám a zK függvény osztott differenciája az a1, . . . , an alappontokon.)

PM 7.2. (Pistike és az implicitfüggvény-tétel)
Legyen F (z, w) kétváltozós komplex függvény, amely az (a, b) pont egy környezetében folytonos,

és mindkét változó szerint parciálisan holomorf. Az F (z, w) = 0 lesz a paraméteres egyenletünk: z a
paraméter, w az ismeretlen.

Tegyük fel, hogy az a, b komplex számokkal F (a, b) = 0 (vagyis a z = a paraméterértékre w = b
megoldás), továbbá ∂2F (a, b) 6= 0. Bizonyítsuk be, hogy

(a) Léteznek olyan δ > 0 és ε > 0 számok és ezekhez egy egyértelmű g : B(a, δ)→ B(b, ε) függvény,
amelyre F (z, g(z)) = 0, vagyis a F (z, w) = 0 paraméteres egyenlet lokálisan egyértelműen
megoldható;

(b) A g(z) függvény holomorf;

(c) g′(a) = −∂1F (a, b)
∂2F (a, b)

.

PM 7.3. A karakterisztikus függvények gyökeinek vizsgálatával bizonyítsuk be, hogy tetszőleges
X, Y független, azonos eloszlású, legfeljebb 5 abszolút értékű valószínűségi változókhoz létezik olyan
t ∈ [0, 1], amire

|P (X + Y < t)− t| > 10−10.

(Schweitzer-verseny alapján)

PM 8.1. Legyen P (x) olyan nemkonstans valós polinom, amelyre P (cos t)2+P (sin t)2 = 1. Mutasd
meg, hogy P (x) = ±Tk(x) valamilyen páratlan pozitív egész k-val.

PM 8.2. Azonosítsuk az egységkörlemezt a Poincaré-féle körmodellel. Legyen n ≥ 2, a1, . . . , an ∈ D,
és

f(z) =
n∏
k=1

z − ak
1− akz

.

Bizonyítsuk be, hogy az a1, . . . , an pontoknak a körmodellben vett konvex burka tartalmazza f ′(z)-
nek az egységkörbe eső gyökeit.

1



PM 9.1. Bontsuk fel a Poincaré-féle körmodelt olyan egybevágó háromszögekre, amelyeknek két 45
és egy 60 fokos szöge van, és színezzük ezeket felváltva feketére és fehérre. (Lásd M. C. Escher Cirlce
Limit IV — Heaven and Hell c. fametszetét). Létezik-e olyan, az egységkörben meromorf fügvény,
aminek minden fekete háromszögben (denevér) pontosan egy, egyszeres gyöke van, és nincs pólusa,
továbbá minden fehér háromszögben (angyal) pontosan egy, elsőrendű pólusa van, és nincs gyöke?

PM 9.2. Legyen A ⊂ D olyan halmaz, amelyre
∑

a∈A
(
1−|a|

)
=∞, és legyen f1, f2, . . . a D egység-

körben értelmezett, holomorf függvényekből álló, egyenletesen korlátos függvénysorozat. Mutassuk
meg, hogy ha minden a ∈ A pontra az fn(a) sorozat konvergens, akkor az (fn) függvénysorozat
lokálisan egyenletesen konvergál egy holomorf függvényhez.

PM 10.1. Az egyenlítő közében a Csendes-óceán feneke kilyukadt, amikor belefúródott a Kazinc-
barcika torpedóromboló. Az elfolyó víz miatt a felszínen stabil, nem örvénylő víztölcsér keletkezett.
Milyen f(r) függvény írhatja le a víztölcsér mélységét a tengelytől r távolságban?
(A Kazincbarcika torpedórombolóról Moldova György A Lakinger Béla zsebcirkáló c. novellájában olvashattok bőveb-
ben.)

PM11.1. ∫ π/2

0

log sinx dx =?

PM11.2. (a) Legyen f(z) holomorf a D egyszeresen összefüggő tartományon. Bizonyítsd be, hogy
van olyan polinomsorozat, amely D-n lokálisan egyenletesen tart f -hez.

(b) Igaz marad-e az állítás, ha D nem egyszeresen összefüggő?

PM11.3. Legyen a ∈ B(0, 1) rögzített komplex szám. Legfeljebb mekkora lehet |u(a)|, ha u harmo-

nikus az egységkör belsejében, és
∫
|z|<1

u2(z) |dz|2 = π?

PM11.4. Legyen D1 az ábrán a külső, sötétebben satírozott tarto-
mány, D2 pedig a külső és a belső rész együtt.

Bizonyítsd be, hogy tetszőleges f : D1 → C holomorf függvényre a
következő állítások ekvivalensek:

(a) f analitikusan folytatható D2-re;
(b) f -nek létezik akárhányszoros primitív függvénye;
(c) Bármely g : D2 → C holomorf függvényre az fg függvénynek

létezik primitív függvénye D1-en.
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