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Komplex szamok

@ i2=-1, C=R()

@ Algebraialak: z=x+y, x,yeR; x=Rez, y=Imz

@ Jeldlés: x, y helyett inkabb z, idénként z, w, ¢, &, w stb.

@ Z=x—vyi, |z|=+/x2+y? |zP=2zZ

@ Trigonometrikus alak: 0 # r(cosp +isiny), r=1z|, p=argz

@ Az argumentum csak modulo 27 egyértelml; argz € (R,+)/27Z

@ A trigonometrikus alakkal szép a szorzas, az osztas, az egész kitevds hatvanyozas és a
gyokvonas, mert  |z1zp| = |z¢1] - |z2| €és arg(z1z) = argzy + arg zp

@ A komplex szamokat azonosithatjuk a sik (R?) pontjaival

@ A topoldgia a szokasos, ugyanaz, mint R?-ben:

e kornyezetek, nyilt és zart halmazok, 6sszefliggéség

szamsorozatok és sorok konvergencéja

fliggvények hatarértéke, folytonossag, egyenletes folytonossag

fliggvénysorozatok és -sorok pontonkénti €s egyenletes konvergencaja, konvergenciakritériumok
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Hasonldsagi transzformaciok

[

. z+b
Z+— z + b: eltolas a b vektorral ¢
z — Z: tikrozés a valds tengelyre
z — —z kdzéppontos tikrdzés a 0-ra
z — a- z forgatva nyuijtas a 0 koérdl;
aranya |a|, szége arg a.
@ ezek kombinacioi:

@ a- z+ b (iranyitastarto)

@ a-Zz+ b (iranyitasvalté)
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irjuk fel képlettel a képzetes tengelyre valé tilkrozést.
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irjuk fel képlettel a képzetes tengelyre valé tilkrozést.

1. megoldas: A képzetes tengelyt a valos tengelyre forgatjuk, tiikrozlink, visszaforgatunk:
J

o? & (=i2)

—1Z

zZ = —iz = —i-z = i (-i-2)=-Z
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irjuk fel képlettel a képzetes tengelyre valé tilkrozést.

1. megoldas: A képzetes tengelyt a valos tengelyre forgatjuk, tiikrozlink, visszaforgatunk:
J

o? & (=i2)

—1Z

zZ = —iz = —i-z = i (-i-2)=-Z

2. megoldas: A képletet f(z) = az + b alakban keressuk. Két pont képe meghatarozza a, b-t.
Pl. f(0) =0, f(1) = —1. Megoldva a= —1, b= 0, tehat f(z) = —Z.
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Két fontos fliggvény: 1/Zés 1/z

: tikrozott inverzid

1
arg ~ =argz
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A sikot 1 db, co nevill ponttal kompaktifikaljuk. Nincs minden iranyhoz kiilén végtelen, 6sszesen
csak egy végtelen van. z — oo és |z| — oo ugyanazt jelenti.
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Elnevezések

@ “tartomany”: nemdres, 6sszefliggd, nyilt része C-nek
"egységkdr:D={zeC:|z|] < 1}

"zart egységkoér: D= {zc C:|z| < 1}

"egységkoérvonal”: {ze C: |z| =1}

"(egyvaltozés) komplex fliggvény”: C egy részhalmazarol képez C-be
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Komplex differencialhatosag

Definicio
Tth. f komplex fuggvény, B(a, ry) C D(f).

|
~

Az f differencialhat6 a-ban, ha Z"L“a f(z ) a( ) létezik és véges; a jele f'(a).
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Komplex differencialhatosag

Definicio
Tth. f komplex fuggvény, B(a, ry) C D(f).

f() f(a)
—a

|
~

Az f differencialhatd a-ban, ha lim

létezik és véges; a jele f'(a).
zZ—a

A szokasos ekvivalens atirasok:

f(z)=f(a)+f'(a)- (z—a)+o(lz—a|),
f(z)=f(a)+f(a) - (z—a)+e(z)-(z—a) vagy
f(2) = f(a) + f'(a)-(z - &) + e(2) - |z 4

(limge = 0, vagy e folytonos a-ban és (a) = 0)
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Komplex differencialhatosag

Definicio
Tth. f komplex fuggvény, B(a, ry) C D(f).

f() f(a)
—a

|
~

Az f differencialhatd a-ban, ha lim
Z—a

létezik és véges; a jele f'(a).
A szokasos ekvivalens atirasok:

f(z)=f(a)+f'(a)- (z—a)+o(lz—a|),
f(z) =f(a)+f(a)-(z—a) +e(2)-(z—a) vagy
f(z)=f(a)+f(a)-(z—a)+e(2) |z— 4

(limge = 0, vagy e folytonos a-ban és (a) = 0)

Ha f differencialhaté az a pontban, akkor f folytonos a-ban.
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Geometriai jelentés, kovetkezmények

Feltéve, hogy f'(a) # 0:

f(z)—f(a)=f(a) - (z—a)+¢e-|z— 4

forgatva nyujtas zaj

@ szOgtartd
@ iranyitastarto

@ kicsiben kortartd (kicsi kor képe kicsi
kb. kér)
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Tétel (differencialasi szabalyok)

A valos fliggvényekre tanult differencialasi szabalyok komplexben is érvényesek:
ec=02=1
@ (c-fy=c-f
° (f+g)y=rf+d
o (f-g)=Ff-g+f-¢g

o (D= fis—iea
g g
e f(9(2)) =f(9(2)) - g'(2).
A bizonyitas bet(irél betlire ugyanaz, mint valésban.
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Tétel (inverzfiiggveény differencialasi szabalya, 0. valtozat)

Tth. f(z) differencialhat6 a-ban, f(a) = b, és f'(a) # 0;
g(w) értelmes b egy kdrnyezetében, ott f(g(w)) = w, g(b) = a és g folytonos b-ben.

Ekkor g differencialhat6 b-ben, és g’(b) = @
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Tétel (inverzfiiggveény differencialasi szabalya, 0. valtozat)

Tth. f(z) differencialhat6 a-ban, f(a) = b, és f'(a) # 0;
g(w) értelmes b egy kdrnyezetében, ott f(g(w)) = w, g(b) = a és g folytonos b-ben.

Ekkor g differencialhat6 b-ben, és g’(b) = @

Biz. A z = g(w) helyettesitéssel, ha w — b, akkor z = g(w) — g(b) = a,
f(z) = f(g(w)) =w — b= f(a),

i gw) —g(b) _ _
wsb  W-—b z—af(z)—f(a) f'(a)
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Tétel (inverzfiiggveény differencialasi szabalya, 0. valtozat)

Tth. f(z) differencialhat6 a-ban, f(a) = b, és f'(a) # 0;
g(w) értelmes b egy kdrnyezetében, ott f(g(w)) = w, g(b) = a és g folytonos b-ben.

Ekkor g differencialhat6 b-ben, és g’(b) = @

Biz. A z = g(w) helyettesitéssel, ha w — b, akkor z = g(w) — g(b) = a,
f(z) = f(g(w)) =w — b= f(a),

. g(w)—g(b) . z—a 1
Im=2—b N -fa Fla)

J6 kérdés, hogy tényleg sziikség van-e g folytonossagara, vagy csak az eléadé ligyetlen.
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Hol differencialhat6 az f(z) = z figgvény?
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Hol differencialhat6 az f(z) = z figgvény?

jim {&=H8) _ o 2=—8 _,
zZ—a Z— a z—»a Z— 4a
vagy,
f(z) —f(a) _ r(cosy —isiny)

z = a+ r(cosy + isin p)-vel — = = =C0S2¢p + isin2
eSS - 2 z—a r(cos ¢ + ising) v 2

a hossza egységnyi, az iranya 2y, barmi lehet. Nincs hatarérték; Z sehol sem differencialhato.
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Hol differencialhat6 az f(z) = z figgvény?

jim {&=H8) _ o 2=—8 _,
zZ—a Z— a z—»a Z— 4a
vagy,
f(z) —f(a) _ r(cosy —isiny)

z = a+ r(cosy + isin p)-vel — = = =C0S2¢p + isin2
eSS - 2 z—a r(cos ¢ + ising) v 2

a hossza egységnyi, az iranya 2y, barmi lehet. Nincs hatarérték; Z sehol sem differencialhato.

Z nem is irdnyitastarto.
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Két tlkrozés egyltt éppen visszaforditja az iranyitast.

Hasznos trivialitas
Ha az f(z) fuggvény differencialhaté az a pontban, akkor a

g(w) = f(w

~

).

flggveény differencialhat6 az a pontban és g’(a) = f'(a
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Két tlkrozés egyltt éppen visszaforditja az iranyitast.

Hasznos trivialitas
Ha az f(z) fuggvény differencialhaté az a pontban, akkor a

g(w) = f(w)
flggveény differencialhat6 az a pontban és g'(a) = f'(a).
Biz. B _
im 9 =9@) _ i, (B)—a_ < (2) > — jim ¢ )a> — f(a)
w—a w-—a z—wa Z—a z—a Z — z—wa Z—a
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Mi a diff.hatdsag definicidja, ha a fiigggvényt kétvaltozds, R?-be képezd fliggvénynek tekintjiik?

Tétel (Cauchy-Riemann egyenletek)
Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(x, y)i (u, v valés értékiiek).
Az f akkor és csak akkor differencialhato az a + bi pontban, ha u és v valds értelemben
differencialhat6 az (a, b) pontban,
ou ov ou ov

87(3’ b) = @(aa b) és @(a, b) = 7&(37 b)

u B , C c —d\ _ cosyp —singp
avagy, az (v) leképezés Jacobi-matrixa az (a, b) pontban <d c > =R (simp COS@)

alaku. |
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Mi a diff.hatdsag definicidja, ha a fiigggvényt kétvaltozds, R?-be képezd fliggvénynek tekintjiik?

Tétel (Cauchy-Riemann egyenletek)
Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(x, y)i (u, v valés értékiiek).

Az f akkor és csak akkor differencialhato az a + bi pontban, ha u és v valds értelemben
differencialhaté az (a, b) pontban,

ou ov . ou ov
87(3’ b) - @(aa b) €s @(a, b) - 787(37 b)

u B , C c —d\ _ cosyp —singp
avagy, az (v) leképezés Jacobi-matrixa az (a, b) pontban < d ¢ > =R (simp cos >
alaka.

Biz. Elég a = b = O-ra bizonyitani. (r=+/x2+y2; c¢,d € R). Ezek ekvivalensek:
@ f(0)=c+di=R(cosp +ising)
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Mi a diff.hatdsag definicidja, ha a fiigggvényt kétvaltozds, R?-be képezd fliggvénynek tekintjiik?

Tétel (Cauchy-Riemann egyenletek)
Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(x, y)i (u, v valés értékiiek).

Az f akkor és csak akkor differencialhato az a + bi pontban, ha u és v valds értelemben
differencialhaté az (a, b) pontban,

ou ov . ou ov
87(3’ b) - @(aa b) €s @(a, b) - 787(37 b)

u B , C c —d\ _ cosyp —singp
avagy, az (v) leképezés Jacobi-matrixa az (a, b) pontban <d c > =R- (simp cos<p>

alaku.

Biz. Elég a = b = O-ra bizonyitani. (r=+/x2+y2; c¢,d € R). Ezek ekvivalensek:
@ f(0)=c+di=R(cosp +ising)
o f(x + yi) — f(0) = (c + di)(x + yi) + o(r)
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Mi a diff.hatdsag definicidja, ha a fiigggvényt kétvaltozds, R?-be képezd fliggvénynek tekintjiik?

Tétel (Cauchy-Riemann egyenletek)
Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(x, y)i (u, v valés értékiiek).

Az f akkor és csak akkor differencialhato az a + bi pontban, ha u és v valds értelemben
differencialhaté az (a, b) pontban,

ou ov . ou ov
87(3’ b) - @(aa b) €s @(a, b) - 787(37 b)

u B , C c —d\ _ cosyp —singp
avagy, az (v) leképezés Jacobi-matrixa az (a, b) pontban <d c > =R- (simp cos<p>

alaku.

Biz. Elég a = b = O-ra bizonyitani. (r=+/x2+y2; c¢,d € R). Ezek ekvivalensek:
@ f/(0) = c+ di = R(cos ¢ + isiny)
o f(x + yi) — f(0) = (c + di)(x + yi) + o(r)
@ (u(x,y)+ v(x,y)i) — (u(0,0)) + v(0,0)i) = (cx — dy) + (dx + cy)i + o(r)
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Mi a diff.hatdsag definicidja, ha a fiigggvényt kétvaltozds, R?-be képezd fliggvénynek tekintjiik?

Tétel (Cauchy-Riemann egyenletek)
Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(x, y)i (u, v valés értékiiek).

Az f akkor és csak akkor differencialhato az a + bi pontban, ha u és v valds értelemben
differencialhaté az (a, b) pontban,

ou ov . ou ov
87(3’ b) - @(aa b) €s @(a, b) - 787(37 b)

u B , C c —d\ _ cosyp —singp
avagy, az (v) leképezés Jacobi-matrixa az (a, b) pontban <d c > =R- (simp cos<p>

alaku.

Biz. Elég a = b = O-ra bizonyitani. (r=+/x2+y2; c¢,d € R). Ezek ekvivalensek:
f'(0) = c+ di = R(cos ¢ + isinyp)

f(x + yi) — £(0) = (¢ + di)(x + yi) + o(r)

(u(x,y) + v(x,y)i) — (u(0,0)) + v(0,0)i) = (cx — dy) + (dx + cy)i + o(r)
u(x,y)—u(0,0)=cx—dy+o(r) és v(x,y)—v(0,0)=dx+cy+o(r)
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Mi a diff.hatdsag definicidja, ha a fiigggvényt kétvaltozds, R?-be képezd fliggvénynek tekintjiik?

Tétel (Cauchy-Riemann egyenletek)
Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(x, y)i (u, v valés értékiiek).

Az f akkor és csak akkor differencialhato az a + bi pontban, ha u és v valds értelemben
differencialhaté az (a, b) pontban,

ou ov . ou ov
87(3’ b) - @(aa b) €s @(a, b) - 787(37 b)

u B , C c —d\ _ cosyp —singp
avagy, az (v) leképezés Jacobi-matrixa az (a, b) pontban <d c > =R- (simp cos<p>

alaku.

r=+/x2+y?% c¢,deR). Ezekekvivalensek:

)
i

Biz. Elég a = b = 0-ra bizonyitani. (
f'(0) = c+ di = R(cos ¢ + isinyp)
f(x + yi) — £(0) = (c+ di)(x + yi) + o(r
(u(x,y) + v(x,y)i) — (u(0,0)) + v(0,0)
u(x,y)—u(0,0)=cx—dy+o(r) és

C =

) = (ex —dy) + (dx + cy)i + o(r)
v(x,y)—v(0,0) =dx+cy + o(r)
%(0,0) = g‘;(0,0) és d= —25(0,0) = %(0,0)
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Definicio

@ f(z) az a pontban “holomorf”, vagy "regularis”, ha az a egy kérnyezetében differencialhato.
@ f(z) a D tartomanyon "holomorf”, vagy “regularis”, ha D minden pontjaban differencialhato.
@ f(z) "egészfliggvény”, ha az egész sikon holomorf.

@ O(D) a holomorf D — C fliggvények rendszere (vektortere).
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Kovetkezmény

Tegylik fel, hogy f holomorf a D tartomanyon.
Ha Re f vagy Im f konstans, vagy ha f' = 0, akkor f konstans.

Biz. Legyen f = u+ vi. Ha u = Re f vagy v = Im f konstans, akkor a Cauchy-Riemann egyenletek
szerint f' = uy — uyi = 0, illetve f' = vy + v = 0.

Ha ' = 0, akkor fy = f, = 0, igy minden vizszintes és fuggodleges szakaszon f konstans. A D
barmely két pontja 6sszekbthetd ilyen szakaszokkal.
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Feladat

Legyen u(x, y) = e*cos y. irjuk fel az 8sszes olyan v(x, y) fiiggvényt, amelyre
X+ yi—= u(x,y)+ v(x,y)i

egészflggveny.

v
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Feladat
Legyen u(x, y) = e*cos y. irjuk fel az 8sszes olyan v(x, y) fiiggvényt, amelyre

X+ yi— u(x,y)+v(x,y)i

egészfliggvény.
Megoldas: A Cauchy-Riemann egyeletekbdl o(z.9)
Vx = —Uuy, = €e*siny, vy = Uy = e“cosy. !
(0,0) (2,0)

1. Komplex differencialhatésag Komplex Fiiggvénytan, 1-2. eléadas 2020. szept. 7. 18/1



Feladat
Legyen u(x, y) = e*cos y. irjuk fel az 8sszes olyan v(x, y) fiiggvényt, amelyre

X+ yi—= u(x,y)+ v(x,y)i
egészflggveny.

Megoldas: A Cauchy-Riemann egyeletekbdl

Vx = —Uy = e*siny,

L]
vy = Uy = e“cosy. !
Legyen C = v(0,0).

v(x,y) = v(0,0) + (v(x,0) — v(0,0)) + (v(x,y) — v(x,0)) =
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Feladat
Legyen u(x, y) = e*cos y. irjuk fel az 8sszes olyan v(x, y) fiiggvényt, amelyre

X+ yi—= u(x,y)+ v(x,y)i
egészflggveny.

Megoldas: A Cauchy-Riemann egyeletekbdl (=.y)
Vx = —Uuy, = €e*siny,

L]
Vy = Uy = €°cosy. :
Legyen C = v(0,0).

| (0,0) (2,0)

v(x,y) = v(0,0) + (v(x,0) — v(0,0)) + (v(x,y) — v(x,0)) =

X y X y
C+/ vx(g,O)ngr/ vy(x,g)dC:CJr/ 0d§+/ e“cos¢d¢ = C+ e*siny.
0 0 0 0

1. Komplex differencialhatésag Komplex Fiiggvénytan, 1-2. eléadas 2020. szept. 7. 18/1



Feladat

Legyen u(x, y) = e*cos y. irjuk fel az 8sszes olyan v(x, y) fiiggvényt, amelyre

X+ yi— u(x,y)+v(x,y)i

egészfliggvény.
Megoldas: A Cauchy-Riemann egyeletekbdl T(Ju y)

Vx = —Uuy, = €e*siny, vy = Uy = e“cosy. i
Legyen C = v(0,0). |(0.0) (.00

v(x,y) = v(0,0) + (v(x,0) — v(0,0)) + (v(x,y) — v(x,0)) =

X y X y
:C+/ vx(g,O)ngr/ vy(x,g)dC:CJr/ 0d§+/ e“cos¢d¢ = C+ e*siny.
0 0 0 0

Ellendrizni kell, hogy tényleg teljesiiinek a Cauchy-Riemann egyenletek.
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Leképezés komplex fiigg ekkel
: \.% P L % o

1. Komplex differencialhatésag Komplex Fiiggvénytan, 1-2. eléadas 2020. szept. 7. 20/1



Leképezés komplex fliggvényekkel
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2. Hatvanysorok |
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Hatvanysorok

c koruli hatvanysor
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Hatvanysorok

c koruli hatvanysor

Példak

z" . -
o>, 7 az egész sikon konvergens
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Hatvanysorok

c koruli hatvanysor

Példak

z" . -
o>, 7 az egész sikon konvergens

@ Y, n"(z-2)"csak a z = 2 pontban konvergens
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Hatvanysorok

c koruli hatvanysor

Példak

z" . -
o>, 7 az egész sikon konvergens

@ Y, n"(z-2)"csak a z = 2 pontban konvergens
@ > 7, z" az egységkor belsejében konvergens, a kérvonalon és kivil divergens
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Hatvanysorok

c koruli hatvanysor

Példak

o>, az egész sikon konvergens

o>, n”(z —2)" csak a z = 2 pontban konvergens
@ > 7, z" az egységkor belsejében konvergens, a kérvonalon és kivil divergens

o 7z, EIY

a —1 kdzéppontl zart egységkorlemezen konvergens, kivil divergens

2. Hatvanysorok Komplex Fiiggvénytan, 1-2. eléadas 2020. szept. 7. 24/1



Hatvanysorok

c koruli hatvanysor

Példak

o>, az egész sikon konvergens

o>, n”(z —2)" csak a z = 2 pontban konvergens
@ > 7, z" az egységkor belsejében konvergens, a kérvonalon és kivil divergens

° En 1 (Z+1)

oy 1 a zart egységkorlemezen konvergens, kivéve a z = 1 pontot

a —1 kdzéppontl zart egységkorlemezen konvergens, kivil divergens
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Tétel

@ A " an(z - ¢)" hatvanysor konvergenciahalmaza egy ¢ kdzéppontu kérlemez, a sugarat
n=0
hivjuk a sor konvergenciasugaranak. A konvergenciasugar lehet 0 és ~ is.

@ A korlemez belsejében a sor abszolut konvergens, kiilsejében divergens; a hataron sokféle
eset eléfordulhat.

@ Barmilyen, kisebb sugaru kérlemezen a sor egyenletesen konvergens.

Ezt szeretjlk, mert abszolut konvergens sorokkal mindenféle machinaciét szabadon
elkévethetlink, az egyenletes konvergencia pedig jol jon, ha majd integralni akarunk.
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oA Z an(z — ¢)" hatvanysor konvergenciahalmaza egy ¢ k6zéppontu kérlemez, a sugarat

n=0
hivjuk a sor konvergenciasugaranak. A konvergenciasugar lehet 0 és o is.

@ A korlemez belsejében a sor abszolut konvergens, kiilsejében divergens; a hataron sokféle
eset eléfordulhat.
@ Barmilyen, kisebb sugaru kérlemezen a sor egyenletesen konvergens.

Ezt szeretjlk, mert abszolut konvergens sorokkal mindenféle machinaciét szabadon
elkévethetlink, az egyenletes konvergencia pedig jol jon, ha majd integralni akarunk.

Cauchy-Hadamard tétel

|

A " ay(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara

n=0 1
R=———.
lim sup /|an|

(Ha a lim sup értéke 0, akkor a konvergenciasugar végtelen.)
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Bizonyitandé: R =

1
lim sup /]an|
Biz. . Elég ¢ = O-ra.

(a) Ha z az R sugaru kérlemez kilsejében van, vagyis |z| > R, akkor
limsup {/|an| > |;—| Emiatt végtelen sok olyan nindex van, amelyre

\an| > ﬁ Az ilyen n-ekre {/|an| - |z| > 1, tehat |a,z"| > 1. Akkor
viszont a sor tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.
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Bizonyitandé: R =

1
lim sup /]an|
Biz. . Elég ¢ = O-ra.

(a) Ha z az R sugaru kérlemez kilsejében van, vagyis |z| > R, akkor
limsup {/|an| > |;—| Emiatt végtelen sok olyan nindex van, amelyre

\an| > ﬁ Az ilyen n-ekre {/|an| - |z| > 1, tehat |a,z"| > 1. Akkor
viszont a sor tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.

(b) Valasszunk most egy tetszbleges 0 < r < R sugarat, és vizsgaljuk a sort az r sugaru zart
kérlemezen. Legyen lR <m< 17
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Bizonyitandé: R =

1
lim sup /]an|
Biz. . Elég ¢ = O-ra.

(a) Ha z az R sugaru kérlemez kilsejében van, vagyis |z| > R, akkor
limsup {/|an| > ﬁ Emiatt végtelen sok olyan nindex van, amelyre
{/lan] > 3. Azilyen n-ekre {/]a| - |z| > 1, tehat [a,z"| > 1. Akkor
viszont a sor tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.

(b) Valasszunk most egy tetszbleges 0 < r < R sugarat, és vizsgaljuk a sort az r sugaru zart
korlemezen. Legyen £ < m< 1.

Mivel lim sup {/|an| = % < m, elég nagy n esetén {/|a,| < m. Akkor pedig barmely z < r-re
|anz"| < m"r" = (mr)", a hatvanysor egyenletesen majoralhat6 a > (mr)” konvergens mértani
sorral. Tehat, a Weierstrass-kritérium szerint az r sugaru zart kérlemezen a sor egyenletesen
abszolut konvergens.
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Bizonyitandé: R =

1
lim sup /]an|
Biz. . Elég ¢ = O-ra.

(a) Ha z az R sugaru kérlemez kilsejében van, vagyis |z| > R, akkor
limsup {/|an| > ﬁ Emiatt végtelen sok olyan nindex van, amelyre

{/lan] > 3. Azilyen n-ekre {/]a| - |z| > 1, tehat [a,z"| > 1. Akkor
viszont a sor tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.

(b) Valasszunk most egy tetszbleges 0 < r < R sugarat, és vizsgaljuk a sort az r sugaru zart
korlemezen. Legyen £ < m< 1.

Mivel lim sup {/|an| = % < m, elég nagy n esetén {/|a,| < m. Akkor pedig barmely z < r-re

|anz"| < m"r" = (mr)", a hatvanysor egyenletesen majoralhat6 a > (mr)” konvergens mértani
sorral. Tehat, a Weierstrass-kritérium szerint az r sugaru zart kérlemezen a sor egyenletesen
abszolut konvergens.

Ez barmely r < R esetén elmondhatd, tehat a sor a R sugaru kor belsejében abszolit konvergens.
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TegyUk fel, hogy az f(z) = ioj ap(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara R.

(a) A tagonkénti derivaltakbol all6 S~ nan,(z — ¢)"~' konvergenciasugara is R.
n=1
(b) A konvergenciakoér belsejében f differencialhato.

(c) A konvergenciakér belsejében f'(z) = io: na,(z — ¢)"~', vagyis szabad tagonként derivalni.

(S e or) - S om
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Tétel

TegyUk fel, hogy az f(z) = Y an(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara R.

N

I
S
108

N

(a) A tagonkénti derivaltakbol all6 S~ nan,(z — ¢)"~' konvergenciasugara is R.

n=1
(b) A konvergenciakoér belsejében f differencialhato.

(c) A konvergenciakér belsejében f'(z) = ioj na,(z — ¢)"~', vagyis szabad tagonként derivalni.

(S e or) - S om

Biz. ( Z nan(z — ¢)"~' konvergenciasugara ugyanaz, mint Z nan(z —c)"
n=1

n=1
konvergenmasugara, ami

1 1 1
limsup {/[nan|  limsup (@ \”/|a,,|) ~ limsup {/]an]
—1
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Biz. (b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszbleges pont a kérdn belil, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az " n|a,|r"~" sor konvergens.
Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r.
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Biz. (b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszbleges pont a kérdn belil, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az " n|a,|r"~" sor konvergens.
Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r.

f(W)_f(Z) _ . w" — 2" - n n— n—
an;a z:: w2z 4+ 2" (%)
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Biz. (b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszbleges pont a kérdn belil, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az " n|a,|r"~" sor konvergens.
Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r.

7f(w)—f(z):ia w2 i Wl w Rz 2T (%)

Az n-edik tag az a, - nz"~' szamhoz tart. J6 lenne a szummat és a tagonkénti hatarértéket
felcserélni.
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Biz. (b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszbleges pont a kérdn belil, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az " n|a,|r"~" sor konvergens.

Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r. ‘
f(W)_f(Z)_ — Wn_zn — w 1 n2 n—1
Tw_z Z Z +w zZ4+ ...+ 2Z ) (%)

n=1 n=1

Az n-edik tag az a, - nz"~' szamhoz tart. J6 lenne a szummat és a tagonkénti hatarértéket
felcserélni.

n—1

-le

Legyen ¢ > 0 tetszbleges. Ehhez van olyan N, hogy Z nlap|r
n=N+1
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Biz. (b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszbleges pont a kérdn belil, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az " n|a,|r"~" sor konvergens.
Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r. ‘

f(W)_f(Z):i Wn_zn i w 1+Wn 2 zZ+. '.+Zn71). (*)

n=1 n=1

Az n-edik tag az a, - nz"~' szamhoz tart. J6 lenne a szummat és a tagonkénti hatarértéket
felcserélni.

Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan N, hogy Y nla,|r"" < % Ezekhez van olyan
n=N+1

0<d<r—Jz|,hogy w e B(z,5)és1 < n< Nesetén

ap(w 4.+ 2" —na,,z””’ < 5y
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Biz. (b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszbleges pont a kérdn belil, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az " n|a,|r"~" sor konvergens.
Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r. ‘

f(W):f(Z):i Wn_zn i w 1+Wn 2 zZ+. '.+Zn71). (*)

n=1 n=1

Az n-edik tag az a, - nz"~' szamhoz tart. J6 lenne a szummat és a tagonkénti hatarértéket
felcserélni.

Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan N, hogy Y nla,|r"" < % Ezekhez van olyan
n=N+1

0<d<r—|z|,hogy w e B(z,6) és 1 < n< Nesetén |a,(w" " +...+2"") —na,,z””’ < 55, gy

(W f(Z Zna Zn— 1

w—2z
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Biz. (b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszbleges pont a kérdn belil, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az " n|a,|r"~" sor konvergens.
Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r. ‘

f(W)_f(Z):i Wn_zn i w 1+Wn 2 zZ+. '.+Zn71). (*)

n=1

Az n-edik tag az a, - nz"~' szamhoz tart. J6 lenne a szummat és a tagonkénti hatarértéket
felcserélni.

Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan N, hogy Y nla,|r"" < % Ezekhez van olyan
n=N+1

0<d<r—Jz|,hogy w e B(z,5)és1 < n< Nesetén

ap(w 4.+ 2" —na,,z””’ < 55, igy

<

1) 12) Z a2

( + Zn—1nzn—1)
W
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Biz. (b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszbleges pont a kérdn belil, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az " n|a,|r"~" sor konvergens.
Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r. ‘

f(W)_f(Z):i Wn_zn i w 1+Wn 2 zZ+. '.+Zn71). (*)

n=1

Az n-edik tag az a, - nz"~' szamhoz tart. J6 lenne a szummat és a tagonkénti hatarértéket
felcserélni.

Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan N, hogy Y nla,|r"" < % Ezekhez van olyan
n=N+1

0<d<r—Jz|,hogy w e B(z,5)és1 < n< Nesetén

ap(w 4.+ 2" —na,,z””’ < 55, igy

<

'f(w) Z(Z Znanz’” ( ...+z”‘1nz"“)

(o ]
an(w™ 2 - nanz”*“ + > a2t <
n=N-+1

N
<y
n=1
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Biz. (b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszbleges pont a kérdn belil, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az " n|a,|r"~" sor konvergens.

Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r. ‘
f(W)_f(Z)_ — Wn_zn — w 1 n2 n—1
“;;iTEA*Af;; 2; +w zZ4+ ...+ 2Z ). ()

Az n-edik tag az a, - nz"~' szamhoz tart. J6 lenne a szummat és a tagonkénti hatarértéket
felcserélni.

Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan N, hogy Y nla,|r"" < % Ezekhez van olyan
n=N+1
0<d<r—Jz|,hogy w e B(z,5)és1 < n< Nesetén

ap(w 4.+ 2" —na,,z””’ < 55, igy

<

( +.+ z”‘1nz"“)

'f(w) 1) Znanzn |

o0
a, (w14 . 2T —naz”f“ a)l- 20" < N. = 4 2.

N
<y
n=1
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Alternativ befejezés:
A () sort domindlja az > n|a,|r"~" konvergens sor, mert

an(w! +...+z”*‘)’ < |an| - nri1.
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Alternativ befejezés:
A () sort domindlja az > n|a,|r"~" konvergens sor, mert

an(w! +...+z”*‘)’ < |an| - nri1.

A domindlt konvergencia tétel miatt az 6sszeg és a w — z hatarérték felcserélhetd:

_ f(w)—f(z o
lim fw) = #(2) _ im ) a, (W™ +w' Pz 4. 42" =
w—2z w—2 W—>Zn:1
oo oo
_ : n—1 n—2 n—1 _ n—1
z;ml)mz(an(w +wW' Pz 4. 42z ))E;an.nz .
n= n=
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Kovetkezmények
f(z)=> an(z—c)"
n=0

@ f(z) a konvergenciakér belsejében holomorf.
@ f(z) a konvergenciakér belsejében akarhanyszor differencialhato.

f(k)(c)
Q@ ax = K
@ A hatvanysor egyértelmi: Ha io: an(z—c)"= io: bn(z — ¢)™ a ¢ pont egy kdrnyezetében,
n=0 n=0

akkor a, = b, minden n-re.
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f(z):1+z+22+z3+...:1172 (zeD)
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f(z):1+z+22+z3+...:11T2 (zeD)

Nézetre emelve:

f(z)2:(1_1—z)2:<2z”> (iz’") Z Y oz —Z(k+1

m=0 k=0 m+n=k
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Példa

~
|
N
W
|
—_

f(z)=1+z+2z"+2Z +..._E (zeD)

Nézetre emelve:
f(z)? = % = (Zz”) (Zz’") Z Y oz —Z(k—H
( —Z) — k=0 m+n=k
Derivalva:

f'(z) = (1 3P (Z z”> => (2" => nz""!

n=0 n=1

2. Hatvanysorok Komplex Fiiggvénytan, 1-2. eléadas 2020. szept. 7.

31/1



— Az analizis aprolékos elemzése valaminek, amit csak részleteibdl érthetlink meg. Valaki
nyomban a fivérem tavozasa utan belépett Helena Aldingtonhoz. Ott talalta Tom Leven kalapjat, és
leszurta a nét, tudva azt, hogy mindenki Tomot fogja gyanusitani. Errél mi a véleményed?
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— Az analizis aprolékos elemzése valaminek, amit csak részleteibdl érthetlink meg. Valaki
nyomban a fivérem tavozasa utan belépett Helena Aldingtonhoz. Ott talalta Tom Leven kalapjat, és
leszurta a nét, tudva azt, hogy mindenki Tomot fogja gyanusitani. Errél mi a véleményed?

— Szerintem az analizis olyan dolog, amit meg lehet fogni a gyilkos helyett, de nem lehet
felakasztani. Hogy én is mondjak egy analizist: kinek allt érdekében elintézni a fivéredet, és
megdlni a n6t? Talan annak az embernek, aki a nd Gtjan a fivéredtdl ellopta a talalmanyt.
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— Az analizis aprolékos elemzése valaminek, amit csak részleteibdl érthetlink meg. Valaki
nyomban a fivérem tavozasa utan belépett Helena Aldingtonhoz. Ott talalta Tom Leven kalapjat, és
leszurta a nét, tudva azt, hogy mindenki Tomot fogja gyanusitani. Errél mi a véleményed?

— Szerintem az analizis olyan dolog, amit meg lehet fogni a gyilkos helyett, de nem lehet
felakasztani. Hogy én is mondjak egy analizist: kinek allt érdekében elintézni a fivéredet, és
megdlni a n6t? Talan annak az embernek, aki a nd Gtjan a fivéredtdl ellopta a talalmanyt.

— Bravd! Ez nagyon j6 analizis. Mindenesetre, ha tudnank, hogy ki nyuijtotta be azt a hasonlé
talalmanyt, talan kdzelebb jarnank az gy megoldasahoz. Ha nem is 6 6lte meg Helena Aldingtont,
talan valaki, aki az 6 személyével dsszefligg. Mi a véleményed?
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— Az analizis aprolékos elemzése valaminek, amit csak részleteibdl érthetlink meg. Valaki
nyomban a fivérem tavozasa utan belépett Helena Aldingtonhoz. Ott talalta Tom Leven kalapjat, és
leszurta a nét, tudva azt, hogy mindenki Tomot fogja gyanusitani. Errél mi a véleményed?

— Szerintem az analizis olyan dolog, amit meg lehet fogni a gyilkos helyett, de nem lehet
felakasztani. Hogy én is mondjak egy analizist: kinek allt érdekében elintézni a fivéredet, és
megdlni a n6t? Talan annak az embernek, aki a nd Gtjan a fivéredtdl ellopta a talalmanyt.

— Bravd! Ez nagyon j6 analizis. Mindenesetre, ha tudnank, hogy ki nyuijtotta be azt a hasonlé
talalmanyt, talan kdzelebb jarnank az gy megoldasahoz. Ha nem is 6 6lte meg Helena Aldingtont,
talan valaki, aki az 6 személyével dsszefligg. Mi a véleményed?

— Hogy elég mar az analizisen ragédni, menjiink inkébb a bifébe.
(Rejtd: Elveszett cirklald)
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