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Komplex számok

Ezeket mind jól tudjuk

i2 = −1, C = R(i)
Algebrai alak: z = x + y , x , y ∈ R; x = Re z, y = Im z
Jelölés: x , y helyett inkább z, időnként z,w , ζ, ξ, ω stb.
z = x − yi , |z| =

√
x2 + y2, |z|2 = zz

Trigonometrikus alak: 0 6= r(cosϕ+ i sinϕ), r = |z|, ϕ = arg z
Az argumentum csak modulo 2π egyértelmű; arg z ∈ (R,+)/2πZ
A trigonometrikus alakkal szép a szorzás, az osztás, az egész kitevős hatványozás és a
gyökvonás, mert |z1z2| = |z1| · |z2| és arg(z1z2) = arg z1 + arg z2

A komplex számokat azonosı́thatjuk a sı́k (R2) pontjaival
A topológia a szokásos, ugyanaz, mint R2-ben:

környezetek, nyı́lt és zárt halmazok, összefüggőség
számsorozatok és sorok konvergencája
függvények határértéke, folytonosság, egyenletes folytonosság
függvénysorozatok és -sorok pontonkénti és egyenletes konvergencája, konvergenciakritériumok
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Hasonlósági transzformációk

z 7→ z + b: eltolás a b vektorral
z 7→ z: tükrözés a valós tengelyre
z 7→ −z középpontos tükrözés a 0-ra
z 7→ a · z forgatva nyújtás a 0 körül;
aránya |a|, szöge arg a.
ezek kombinációi:

a · z + b (irányı́tástartó)
a · z + b (irányı́tásváltó)
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Példa

Írjuk fel képlettel a képzetes tengelyre való tükrözést.

1. megoldás: A képzetes tengelyt a valós tengelyre forgatjuk, tükrözünk, visszaforgatunk:

z 7→ −i · z 7→ −i · z 7→ i · (−i · z) = −z.

2. megoldás: A képletet f (z) = az + b alakban keressük. Két pont képe meghatározza a,b-t.
Pl. f (0) = 0, f (1) = −1. Megoldva a = −1, b = 0, tehát f (z) = −z.
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Írjuk fel képlettel a képzetes tengelyre való tükrözést.
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Pl. f (0) = 0, f (1) = −1. Megoldva a = −1, b = 0, tehát f (z) = −z.
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Két fontos függvény: 1/z és 1/z

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1z

∣∣∣∣ = 1
|z|
, arg

1
z
= −arg z, arg

1
z
= arg z

1
z

: inverzió az egységkörvonalra

1
z

: tükrözött inverzió
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Riemann-gömb

A sı́kot 1 db,∞ nevű ponttal kompaktifikáljuk. Nincs minden irányhoz külön végtelen, összesen
csak egy végtelen van. z →∞ és |z| → ∞ ugyanazt jelenti.
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Elnevezések
”tartomány”: nemüres, összefüggő, nyı́lt része C-nek
”egységkör”: D = {z ∈ C : |z| < 1}
”zárt egységkör”: D = {z ∈ C : |z| ≤ 1}
”egységkörvonal”: {z ∈ C : |z| = 1}
”(egyváltozós) komplex függvény”: C egy részhalmazáról képez C-be
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Komplex differenciálhatóság

Definı́ció
Tfh. f komplex függvény, B(a, r0) ⊂ D(f ).

Az f differenciálható a-ban, ha lim
z→a

f (z)− f (a)
z − a

létezik és véges; a jele f ′(a).

A szokásos ekvivalens átı́rások:

f (z) = f (a) + f ′(a) · (z − a) + o
(
|z − a|

)
,

f (z) = f (a) + f ′(a) · (z − a) + ε(z) · (z − a) vagy
f (z) = f (a) + f ′(a) · (z − a) + ε(z) · |z − a|

(lima ε = 0, vagy ε folytonos a-ban és ε(a) = 0)

Triviális
Ha f differenciálható az a pontban, akkor f folytonos a-ban.
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Komplex differenciálhatóság

Definı́ció
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Geometriai jelentés, következmények

Feltéve, hogy f ′(a) 6= 0:

f (z)− f (a) = f ′(a) · (z − a)︸ ︷︷ ︸
forgatva nyújtás

+ ε · |z − a|︸ ︷︷ ︸
zaj

szögtartó
irányı́tástartó
kicsiben körtartó (kicsi kör képe kicsi
kb. kör)

1. Komplex differenciálhatóság Komplex Függvénytan, 1–2. előadás 2020. szept. 7. 10 / 1



Tétel (differenciálási szabályok)

A valós függvényekre tanult differenciálási szabályok komplexben is érvényesek:
c′ = 0, z ′ = 1
(c · f )′ = c · f ′

(f + g)′ = f ′ + g′

(f · g)′ = f ′ · g + f · g′(
f
g

)′
=

f ′ · g − f · g′

g2

f (g(z))′ = f ′(g(z)) · g′(z).
A bizonyı́tás betűről betűre ugyanaz, mint valósban.
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Tétel (inverzfüggvény differenciálási szabálya, 0. változat)

Tfh. f (z) differenciálható a-ban, f (a) = b, és f ′(a) 6= 0;
g(w) értelmes b egy környezetében, ott f (g(w)) = w , g(b) = a és g folytonos b-ben.

Ekkor g differenciálható b-ben, és g′(b) =
1

f ′(a)
.

Biz. A z = g(w) helyettesı́téssel, ha w → b, akkor z = g(w)→ g(b) = a,
f (z) = f (g(w)) = w → b = f (a),

lim
w→b

g(w)− g(b)
w − b

= lim
z→a

z − a
f (z)− f (a)

=
1

f ′(a)
.

Jó kérdés, hogy tényleg szükség van-e g folytonosságára, vagy csak az előadó ügyetlen.
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Példa
Hol differenciálható az f (z) = z függvény?

lim
z→a

f (z)− f (a)
z − a

= lim
z→a

z −−a
z − a

=?

vagy,

z = a + r(cosϕ+ i sinϕ)-vel
f (z)− f (a)

z − a
=

r(cosϕ− i sinϕ)
r(cosϕ+ i sinϕ)

= cos 2ϕ+ i sin 2ϕ

a hossza egységnyi, az iránya 2ϕ, bármi lehet. Nincs határérték; z sehol sem differenciálható.

z nem is irányı́tástartó.
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Két tükrözés együtt éppen visszafordı́tja az irányı́tást.

Hasznos trivialitás
Ha az f (z) függvény differenciálható az a pontban, akkor a

g(w) = f (w)

függvény differenciálható az a pontban és g′(a) = f ′(a).

Biz.

lim
w→a

g(w)− g(a)
w − a

= lim
z→a

f (z)− a
z − a

= lim
z→a

(
f (z)− a

z − a

)
= lim

z→a

f (z)− a
z − a

)
= f ′(a).
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Mi a diff.hatóság definı́ciója, ha a függgvényt kétváltozós, R2-be képező függvénynek tekintjük?

Tétel (Cauchy-Riemann egyenletek)

Legyen f (x + yi) = u(x , y) + v(x , y)i (u, v valós értékűek).
Az f akkor és csak akkor differenciálható az a + bi pontban, ha u és v valós értelemben
differenciálható az (a,b) pontban,

∂u
∂x

(a,b) =
∂v
∂y

(a,b) és
∂u
∂y

(a,b) = −∂v
∂x

(a,b)

avagy, az
(

u
v

)
leképezés Jacobi-mátrixa az (a,b) pontban

(
c −d
d c

)
= R ·

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
alakú.

Biz. Elég a = b = 0-ra bizonyı́tani. (r =
√

x2 + y2; c,d ∈ R). Ezek ekvivalensek:
f ′(0) = c + di = R(cosϕ+ i sinϕ)
f
(
x + yi

)
− f (0) = (c + di)(x + yi) + o(r)(

u(x , y) + v(x , y)i
)
−
(
u(0,0)

)
+ v(0,0)i

)
= (cx − dy) + (dx + cy)i + o(r)

u(x , y)− u(0,0) = cx − dy + o(r) és v(x , y)− v(0,0) = dx + cy + o(r)

u és v diffható (0,0) pontban, c =
∂u
∂x

(0,0) =
∂v
∂y

(0,0) és d = −∂u
∂y

(0,0) =
∂v
∂x

(0,0)
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Definı́ció
f (z) az a pontban ”holomorf”, vagy ”reguláris”, ha az a egy környezetében differenciálható.
f (z) a D tartományon ”holomorf”, vagy ”reguláris”, ha D minden pontjában differenciálható.
f (z) ”egészfüggvény”, ha az egész sı́kon holomorf.
O(D) a holomorf D → C függvények rendszere (vektortere).
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Következmény

Tegyük fel, hogy f holomorf a D tartományon.
Ha Re f vagy Im f konstans, vagy ha f ′ ≡ 0, akkor f konstans.

Biz. Legyen f = u + vi . Ha u = Re f vagy v = Im f konstans, akkor a Cauchy-Riemann egyenletek
szerint f ′ = ux − uy i ≡ 0, illetve f ′ = vy + vx i ≡ 0.
Ha f ′ ≡ 0, akkor fx ≡ fy ≡ 0, ı́gy minden vı́zszintes és függőleges szakaszon f konstans. A D
bármely két pontja összeköthető ilyen szakaszokkal.
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Feladat

Legyen u(x , y) = ex cos y . Írjuk fel az összes olyan v(x , y) függvényt, amelyre

x + yi 7→ u(x , y) + v(x , y)i

egészfüggvény.

Megoldás: A Cauchy-Riemann egyeletekből

vx = −uy = ex sin y , vy = ux = ex cos y .

Legyen C = v(0,0).

v(x , y) = v(0,0) +
(
v(x ,0)− v(0,0)

)
+
(
v(x , y)− v(x ,0)

)
=

= C +

∫ x

0
vx(ξ,0) dξ +

∫ y

0
vy (x , ζ) dζ = C +

∫ x

0
0 dξ +

∫ y

0
ex cos ζ dζ = C + ex sin y .

Ellenőrizni kell, hogy tényleg teljesülnek a Cauchy-Riemann egyenletek.
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Mercator-térképek
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Leképezés komplex függvényekkel
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Leképezés komplex függvényekkel
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2. Hatványsorok
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Hatványsorok

c körüli hatványsor
∞∑

n=0

an(z − c)n (c,an ∈ C; 00 = 1)

Példák∑∞
n=1

zn

nn az egész sı́kon konvergens∑∞
n=1 nn(z − 2)n csak a z = 2 pontban konvergens∑∞
n=0 zn az egységkör belsejében konvergens, a körvonalon és kı́vül divergens∑∞
n=1

(z + 1)n

n2 a −1 középpontú zárt egységkörlemezen konvergens, kı́vül divergens∑∞
n=1

zn

n
a zárt egységkörlemezen konvergens, kivéve a z = 1 pontot
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Tétel

A
∞∑

n=0

an(z − c)n hatványsor konvergenciahalmaza egy c középpontú körlemez, a sugarát

hı́vjuk a sor konvergenciasugarának. A konvergenciasugár lehet 0 és∞ is.
A körlemez belsejében a sor abszolút konvergens, külsejében divergens; a határon sokféle
eset előfordulhat.
Bármilyen, kisebb sugarú körlemezen a sor egyenletesen konvergens.

Ezt szeretjük, mert abszolút konvergens sorokkal mindenféle machinációt szabadon
elkövethetünk, az egyenletes konvergencia pedig jól jön, ha majd integrálni akarunk.

Cauchy–Hadamard tétel

A
∞∑

n=0

an(z − c)n hatványsor konvergenciasugara

R =
1

lim sup n
√
|an|

.

(Ha a lim sup értéke 0, akkor a konvergenciasugár végtelen.)
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Bizonyı́tandó: R =
1

lim sup n
√
|an|

.

Biz. . Elég c = 0-ra.

(a) Ha z az R sugarú körlemez külsejében van, vagyis |z| > R, akkor
lim sup n

√
|an| > 1

|z| . Emiatt végtelen sok olyan n index van, amelyre
n
√
|an| > 1

|z| . Az ilyen n-ekre n
√
|an| · |z| > 1, tehát |anzn| > 1. Akkor

viszont a sor tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.

(b) Válasszunk most egy tetszőleges 0 < r < R sugarat, és vizsgáljuk a sort az r sugarú zárt
körlemezen. Legyen 1

R < m < 1
r .

Mivel lim sup n
√
|an| = 1

R < m, elég nagy n esetén n
√
|an| < m. Akkor pedig bármely z ≤ r -re

|anzn| < mnrn = (mr)n, a hatványsor egyenletesen majorálható a
∑

(mr)n konvergens mértani
sorral. Tehát, a Weierstrass-kritérium szerint az r sugarú zárt körlemezen a sor egyenletesen
abszolút konvergens.
Ez bármely r < R esetén elmondható, tehát a sor a R sugarú kör belsejében abszolút konvergens.
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|anzn| < mnrn = (mr)n, a hatványsor egyenletesen majorálható a
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√
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n
√
|an| > 1
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√
|an| · |z| > 1, tehát |anzn| > 1. Akkor

viszont a sor tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.
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√
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√
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∑
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Tétel

Tegyük fel, hogy az f (z) =
∞∑

n=0
an(z − c)n hatványsor konvergenciasugara R.

(a) A tagonkénti deriváltakból álló
∞∑

n=1
nan(z − c)n−1 konvergenciasugara is R.

(b) A konvergenciakör belsejében f differenciálható.

(c) A konvergenciakör belsejében f ′(z) =
∞∑

n=1
nan(z − c)n−1, vagyis szabad tagonként deriválni.( ∞∑

n=0

an(z − c)n

)′
=
∞∑

n=1

nan(z − c)n−1.

Biz. (a):
∞∑

n=1
nan(z − c)n−1 konvergenciasugara ugyanaz, mint

∞∑
n=1

nan(z − c)n

konvergenciasugara, ami
1

lim sup n
√
|nan|

=
1

lim sup
(

n
√

n︸︷︷︸
→1

n
√
|an|
) =

1
lim sup n

√
|an|

= R.
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Biz. (b,c): Ismét c = 0; z tetszőleges pont a körön belül, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az

∑
n|an|rn−1 sor konvergens.

Csak olyan w számokat fogunk használni, amelyekre |w | < r .

f (w)− f (z)
w − z

=
∞∑

n=1

an
wn − zn

w − z
=
∞∑

n=1

an
(
wn−1 + wn−2z + . . .+ zn−1). (∗)

Az n-edik tag az an · nzn−1 számhoz tart. Jó lenne a szummát és a tagonkénti határértéket
felcserélni.

Legyen ε > 0 tetszőleges. Ehhez van olyan N, hogy
∞∑

n=N+1

n|an|rn−1 <
ε

4
. Ezekhez van olyan

0 < δ < r − |z|, hogy w ∈ B(z, δ) és 1 ≤ n ≤ N esetén
∣∣∣an
(
wn−1 + . . .+ zn−1

)
− nanzn−1

∣∣∣ < ε
2N , ı́gy∣∣∣∣∣ f (w)− f (z)

w − z
−
∞∑

n=1

nanzn−1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

an

(
wn−1 + . . .+ zn−1nzn−1

)∣∣∣∣∣ ≤
≤

N∑
n=1

∣∣∣an
(
wn−1 + . . .+ zn−1)− nanzn−1

∣∣∣+ ∞∑
n=N+1

|an| · 2nrn−1 < N · ε

2N
+ 2 · ε

4
= ε.
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Biz. (b,c): Ismét c = 0; z tetszőleges pont a körön belül, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az

∑
n|an|rn−1 sor konvergens.

Csak olyan w számokat fogunk használni, amelyekre |w | < r .
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felcserélni.
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Alternatı́v befejezés:
A (∗) sort dominálja az

∑
n|an|rn−1 konvergens sor, mert

∣∣∣an
(
wn−1 + . . .+ zn−1

)∣∣∣ ≤ |an| · nrn−1.

A dominált konvergencia tétel miatt az összeg és a w → z határérték felcserélhető:

lim
w→z

f (w)− f (z)
w − z

= lim
w→z

∞∑
n=1

an
(
wn−1 + wn−2z + . . .+ zn−1) =

=
∞∑

n=1

lim
w→z

(
an
(
wn−1 + wn−2z + . . .+ zn−1)) =

∞∑
n=1

an · nzn−1.
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Következmények

f (z) =
∞∑

n=0

an(z − c)n

f (z) a konvergenciakör belsejében holomorf.
f (z) a konvergenciakör belsejében akárhányszor differenciálható.

ak =
f (k)(c)

k !
.

A hatványsor egyértelmű: Ha
∞∑

n=0
an(z − c)n =

∞∑
n=0

bn(z − c)n a c pont egy környezetében,

akkor an = bn minden n-re.
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Példa

f (z) = 1 + z + z2 + z3 + . . . =
1

1− z
(z ∈ D)

Nézetre emelve:

f (z)2 =
1

(1− z)2 =

( ∞∑
n=0

zn

)( ∞∑
m=0

zm

)
=
∞∑

k=0

∑
m+n=k

zk =
∞∑

k=0

(k + 1)zk

Deriválva:

f ′(z) =
1

(1− z)2 =

( ∞∑
n=0

zn

)′
=
∞∑

n=0

(zn)′ =
∞∑

n=1

nzn−1
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(1− z)2 =

( ∞∑
n=0

zn

)( ∞∑
m=0

zm

)
=
∞∑

k=0

∑
m+n=k

zk =
∞∑

k=0

(k + 1)zk

Deriválva:

f ′(z) =
1

(1− z)2 =

( ∞∑
n=0

zn

)′
=
∞∑

n=0

(zn)′ =
∞∑

n=1

nzn−1
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Idézet

— Az analı́zis aprólékos elemzése valaminek, amit csak részleteiből érthetünk meg. Valaki
nyomban a fivérem távozása után belépett Helena Aldingtonhoz. Ott találta Tom Leven kalapját, és
leszúrta a nőt, tudva azt, hogy mindenki Tomot fogja gyanúsı́tani. Erről mi a véleményed?

–– Szerintem az analı́zis olyan dolog, amit meg lehet fogni a gyilkos helyett, de nem lehet
felakasztani. Hogy én is mondjak egy analı́zist: kinek állt érdekében elintézni a fivéredet, és
megölni a nőt? Talán annak az embernek, aki a nő útján a fivéredtől ellopta a találmányt.
–– Bravó! Ez nagyon jó analı́zis. Mindenesetre, ha tudnánk, hogy ki nyújtotta be azt a hasonló
találmányt, talán közelebb járnánk az ügy megoldásához. Ha nem is ő ölte meg Helena Aldingtont,
talán valaki, aki az ő személyével összefügg. Mi a véleményed?
–– Hogy elég már az analı́zisen rágódni, menjünk inkább a büfébe.

(Rejtő: Elveszett cirkláló)
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