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Elemi fliggvények definicioi

A val6s hatvanysorokat kiterjesztjiik komplexre:
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Elemi fliggvények definicioi

A val6s hatvanysorokat kiterjesztjiik komplexre:

Definicio

|
N

ce Zn 3 24 25 26
Z:expz=z:——1+z+—+—+—+—+—+
¢ i 3l 5/ ' 6l
n=0
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Elemi fliggvények definicioi

A val6s hatvanysorokat kiterjesztjiik komplexre:

o Zn Z3 24 25 ZG
e =expz= Y R R e T B s
p nz::()n_ +z+2 +3,+ +5 gt
9 Z2k 22 z4 26 28
_ 1 k 14+ _Z _Z _
cosz g( ) @R or T4 6l 8l
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Elemi fliggvények definicioi

A val6s hatvanysorokat kiterjesztjiik komplexre:

V4 oozn = e z5 z8
e=eXpZ=Z;—1+z+—+§+—+§+a+
n=0

9 2k 2 4 6 8

— k£ _ 42 422
cos z Z( 1) Bl I = o Ta

k=0

) 2k+1 3 5 7 9
inz = kK~ _,_ Z_ZzZ_ 2z _Z  _
sz_g(q)m_z CT-TR TR TR

3. Elemi fiiggvények Ki lex Fliggvénytan, 3—4. eléada 2020. szept. 14. 3/30



Elemi fliggvények definicioi

A val6s hatvanysorokat kiterjesztjiik komplexre:

Oozn Z3 74 5 Z6
eZ:expz:ZF—1+z+—+§+f—l—§+a+
n=0
€9 2k 2 4 6 8
_ S T S A
cosz=>» (-1) Bl It am—ag g
k=0
€9 2k+1 3 5 7 9
A k_Z _z 2,z Z .,
smz_;(A)m—zfaJrS! 21 g T

Ezek az egész sikon konvergensek.
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Elemi fliggvények definicioi

A val6s hatvanysorokat kiterjesztjiik komplexre:

®© _n B A 5 b
e =expz= i T T e
p nz—:o”- +z4+2 +3,+ +5tE o
ce 2k 2 4 6 8
z zz z¢ Z¢ Z
Z= 1) =1-4+ - -
cos g( ) @R or T4 6l 8l
o0 2k+1 3 5 7 9
z zs 2 z! Z
sinz=Y (-1~ =—z-Z 42 _Z 2 _
g( ek CT-TR TR T
Ezek az egész sikon konvergensek.
oz — sinz cto 7 — 982
847~ cosz’ 84~ S§inz
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

(a) (e*) =¢e* (b) € =¢e% (c) e#T"=¢% e"
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ (e?)=e% () =65 (o) eW=e e

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl.
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ (e?)=e% () =65 (o) eW=e e

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

eZ+W
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ (e?)=e% () =65 (o) eW=e e

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

o0

e&tw — Z%(Z_’_ W)n

n=0
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ (e?)=e% () =65 (o) eW=e e

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

o0 oo n
eSS (50
n=0 n=0 " \k=0
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ (e?)=e% () =65 (o) eW=e e

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

21 1 (< /n 1 [ n!
Z+w n__ Kon—k | _ o K ,,n—k
o=yt =3 5 (3 () <50 (S e
n=0 n=0 k=0 n=0 k=
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ (e?)=e% () =65 (o) eW=e e

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

> 1 1 (K (n 21 (S n!
Z+w n__ Kon—k | _ o Kyon—k | __
ey =3 (3 () <3 ()
n=0 n=0 k=0 n=0 k=
n=0 k=0 b (n—k)!
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ (e?)=e% () =65 (o) eW=e e

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

> e A g n!
Z+w n__ Kon—k | _ o Kyon—k | __
3 Ry = S (S (M) S (3 et
n=0 n=0 k=0 n=0 k=
oo n k n—k o0 0 _k n—k
z w z w
—Z 7'(n_k)|_ZZT'(n_k)[
n=0 k=0 k=0 n=k
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ (e?)=e% () =65 (o) eW=e e

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

, w o0 N o0 1 n n . o0 1 n nl .
e“t :nz_:oj(Z+W) _;_%m(k_o(k)ZkW k) _nE_:OI’N(z_:kl(n—k)lsz k) =
x© NSk wi—k 0 X Sk wi—k Sk M
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ (e?)=e% () =65 (o) eW=e e

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

orreSte =35 (S () <5 (S rere ) -
n=0 n=0 k=0 n=0 =
o n k n—k X Xk n—k xSk & m
B z w B zrw _ z w z oW
S gy e () (L) e
n=0 k=0 k=0 n=k k=0 m=0

3. Elemi fiiggvények Komplex Fiiggvénytan, 3—4. eléadas 2020. szept. 14. 4/30



Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ (e?)=e% () =65 (o) eW=e e

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

=1 1 (< /n 1 [ n!
Z+w n__ Kon—k | _ o kyg,n—k | _
e —Zm(erw) an< (k>zw )Zn! (Zk!(n—k)!zw >
n=0 n=0 k=0 n=0 k=0
o N _k n—k 0 0 _k n—k o _k > m
B z*w _ z w _ z w oz oW
Sy E e niw e (La) (D) -

Alternativ bizonyitas:
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ (e?)=e% () =65 (o) eW=e e

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

e“w‘zl(”w)"‘zm< ()7 >_Zn'<zk'(n—k)'z ") =
n=0 n=0 k=0 n=0 k=
o N _k n—k 00 0 _k n—k 0 _k % m
_ z w _ z w _ z w ;W
_Z ] (n_k)|_zz I (n_k)|_<z |> (Z m!>_e e
n=0 k=0 k=0 n=k k=0 m=0

Alternativ bizonyitas: Rogzitjilk a s = z + w szamot. Legyen f(z) = &7 - €57~
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ () =e% () &€=e; () e=e-

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

=2 l(”W)"‘Zm( (k)7 >_Zn'<zk'(n—k)'z ) =
n=0 n=0 k=0 n=0 k=
© N _k n—k . % _k n—k ok 0 m
_ z w _ z w _ z w s w
_Z ] (n_k)|_zz I (n_k)|_<z |> (Z m!>_e e
n=0 k=0 k=0 n=k k=0 m=0

Alternativ bizonyitas: Rogzitjilk a s = z + w szamot. Legyen f(z) = &7 - €57~

f/(z) — (ez . esfz)/
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ () =e% () &€=e; () e=e-

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

=2 l(”W)"‘Zm( (k)7 >_Zn'<zk'(n—k)'z ) =
n=0 n=0 k=0 n=0 k=
© N _k n—k . % _k n—k ok 0 m
_ z w _ z w _ z w s w
_Z ] (n_k)|_zz I (n_k)|_<z |> (Z m!>_e e
n=0 k=0 k=0 n=k k=0 m=0

Alternativ bizonyitas: Rogzitjilk a s = z + w szamot. Legyen f(z) = &7 - €57~

f/(Z) _ (ez . esfz)/ — (62)/ e85 % 4 7. (esfz)/
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ () =e% () &€=e; () e=e-

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

=2 l(”W)"‘Zm( (k)7 >_Zn'<zk'(n—k)'z ) =
n=0 n=0 k=0 n=0 k=
© N _k n—k . % _k n—k ok 0 m
_ z w _ z w _ z w s w
_Z ] (n_k)|_zz I (n_k)|_<z |> (Z m!>_e e
n=0 k=0 k=0 n=k k=0 m=0

Alternativ bizonyitas: Rogzitjilk a s = z + w szamot. Legyen f(z) = &7 - €57~

f/(Z) _ (ez . esfz)/ — (62)/ e85 % 4 7. (esfz)/ —e?.e5 % 4 7. (_esz)
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ () =e% () &€=e; () e=e-

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

=2 l(”W)"‘Zm( (k)7 >_Zn'<zk'(n—k)'z ) =
n=0 n=0 k=0 n=0 k=
© N _k n—k . % _k n—k ok 0 m
_ z w _ z w _ z w s w
_Z ] (n_k)|_zz I (n_k)|_<z |> (Z m!>_e e
n=0 k=0 k=0 n=k k=0 m=0

Alternativ bizonyitas: Rogzitjilk a s = z + w szamot. Legyen f(z) = &7 - €57~

f/(Z) _ (ez . esfz)/ — (62)/ e85 % 4 7. (esfz)/ —e?.e5 % 4 7. (_esz) —0.
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ () =e% () &€=e; () e=e-

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

=2 l(”W)"‘Zm( (k)7 >_Zn'<zk'(n—k)'z ) =
n=0 n=0 k=0 n=0 k=
© N _k n—k . % _k n—k ok 0 m
_ z w _ z w _ z w s w
_Z ] (n_k)|_zz I (n_k)|_<z |> (Z m!>_e e
n=0 k=0 k=0 n=k k=0 m=0

Alternativ bizonyitas: Rogzitjilk a s = z + w szamot. Legyen f(z) = &7 - €57~

f/(z) — (eZ . eSfZ)/ — (eZ)/ . eSfZ _|_ eZ . (eS*Z)/ — eZ . eSfZ _|_ eZ . (_esfz) — 0
f konstans,
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ () =e% () &€=e; () e=e-

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

=2 l(”W)"‘Zm( (k)7 >_Zn'<zk'(n—k)'z ) =
n=0 n=0 k=0 n=0 k=
© N _k n—k . % _k n—k ok 0 m
_ z w _ z w _ z w s w
_Z ] (n_k)|_zz I (n_k)|_<z |> (Z m!>_e e
n=0 k=0 k=0 n=k k=0 m=0

Alternativ bizonyitas: Rogzitjilk a s = z + w szamot. Legyen f(z) = &7 - €57~

f/(z) — (eZ . eSfZ)/ — (eZ)/ . eSfZ _|_ eZ . (eS*Z)/ — eZ . eSfZ _|_ eZ . (_esfz) — 0
f konstans, f(z) = f(0) = e°.
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Tétel (exp z tulajdonsagai)

@ () =e% () &€=e; () e=e-

Biz. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

=2 l(”W)"‘Zm( (k)7 >_Zn'<zk'(n—k)'z ) =
n=0 n=0 k=0 n=0 k=
© N _k n—k . % _k n—k ok 0 m
_ z w _ z w _ z w s w
_Z ] (n_k)|_zz I (n_k)|_<z |> (Z m!>_e e
n=0 k=0 k=0 n=k k=0 m=0

Alternativ bizonyitas: Rogzitjilk a s = z + w szamot. Legyen f(z) = &7 - €57~
f/(Z) _ (ez . esz)/ _ (eZ)/ L6577 L g% (esfz)/ =e?. 6574 6% (_esfz) =0.
f konstans, f(z) = f(0) = e°. Tehat e” - ¥ = e - 57 = e° = 71V,
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@ eZ=cosz+isinz, e Z=cosz—isinz
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@ e =cosz+isinz, e ?=cosz—isinz
@ &tV =¢X.(cosy +isiny); e #£0; |e?| = eR°?, arge? =Imz (mod 27)
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@ eZ=cosz+isinz, e Z=cosz—isinz
@ etV =¢X.(cosy +isiny); e +0; |e?| = eR¢Z, arge? =Imz (mod 27)
@ &7 periodikus 27/ szerint

3. Elemi fiiggvények Komplex Fiiggvénytan, 3—4. eléadas 2020. szept. 14. 5/30



@ eZ=cosz+isinz, e Z=cosz—isinz

@ &tV =¢X.(cosy +isiny); e +0; |€?| = eR¢?, arge? =Imz (mod 27)
@ &7 periodikus 27/ szerint

e? e " . & te eV —¢
®COSZ=—"F—] cos(x+y/):Tcosx+/Tsmx
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@ eZ=cosz+isinz, e Z=cosz—isinz

@ &tV =¢X.(cosy +isiny); e +0; |€?| = eR¢?, arge? =Imz (mod 27)
@ &7 periodikus 27/ szerint
e? e " . & te eV —¢
®COSZ=—"F—] cos(x+y/):Tcosx+/Tsmx
: iz _ gz : . ete & —e
®sinz=—7p— sm(x+y/):Tsmx+/Tcosx
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@ eZ=cosz+isinz, e Z=cosz—isinz

@ &tV =¢X.(cosy +isiny); e +0; |€?| = eR¢?, arge? =Imz (mod 27)
@ &7 periodikus 27/ szerint
eiz 4 e—/’z . e +e 7V ey —e .
®COSZ=—"F—] cos(x+y/):Tcosx+/Tsmx
. g% — e . . ete & — e
@ sinz=———-— sin(x + yi) = ————sinx + i———— cos x
2i (x+ 1) 2 L
@ cos z és sin z periodikus 27 szerint
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@ eZ=cosz+isinz, e Z=cosz—isinz

@ etV =¢X.(cosy +isiny); e +0; |e?| = eR¢Z, arge? =Imz (mod 27)
@ &7 periodikus 27/ szerint
e? e " . & te eV —¢e
®COSZ=—"F—] cos(x+y/):Tcosx+/Tsmx
. g7 — ek : . ete & — e
@sinz=——— sin(x + yi) = ————sinx +i—————cos x
2i (x+ 1) 2 L
@ cos z és sin z periodikus 27 szerint
@ (cosz) = —sinz, (sinz) =cosz
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@ e =cosz+isinz, e ?=cosz—isinz
@ &tV =¢X.(cosy +isiny); e +0; |€?| = eR¢?, arge? =Imz (mod 27)
@ &7 periodikus 27/ szerint
e? e " . & +e eV —¢e

®COSZ=—"F—] cos(x+y/):Tcosx+/Tsmx

. g% — e . . ete & — e
®sinz=—7p— sm(x+y/):Tsmx+/Tcosx
@ cos z és sin z periodikus 27 szerint
@ (cosz) = —sinz, (sinz) =cosz
@ A megszokott trigonometrikus azonossagok érvényesek

3. Elemi fiiggvények Komplex Fiiggvénytan, 3—4. eléadas 2020. szept. 14. 5/30



@ e?=cosz+isinz, e ?=cosz—isinz
@ &tV =¢X.(cosy +isiny); e +0; |€?| = eR¢?, arge? =Imz (mod 27)
@ €7 periodikus 27/ szerint
° cosz:%; cos(x+yi):#cosx+i#sinx
: e? —e . . & +eV & —eV
®sinz=—7p— sm(x+y/):Tsmx+/Tcosx
@ cos z és sin z periodikus 27 szerint
@ (cosz) = —sinz, (sinz) =cosz

@ A megszokott trigonometrikus azonossagok érvényesek

Biz.
g, (22 (2B (i) | (iz)° | (i2)® | (i2) | (i2)® | (iz)°
e“=1+iz+ ol + 30 + a1 + 5 + Bi + 7 + 8l + 91 + ...
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@ e2=cosz+isinz, e Z=cosz—isinz

@ &tV =¢X.(cosy +isiny); e +0; |€?| = eR¢?, arge? =Imz (mod 27)
@ €7 periodikus 27/ szerint
e? e " . & te eV —¢
®CoSZ=—F; cos(x+y/):Tcosx+/Tsmx
: e? —e . . & +eV & —eV
@sinz=——— sin(x + yi) = ————sinx +i—————cos x
2i (x+ 1) 2 L
@ cos z és sin z periodikus 27 szerint
@ (cosz) = —sinz, (sinz) =cosz

@ A megszokott trigonometrikus azonossagok érvényesek

Biz.

(iz)?  (iz)® N (iz)* N (iz)° N (iz)8 N (iz)” N (iz)®

e”=1+iz+ +

G

2! 3! 4! 5! 6! 7! 8!

zzZ ¢ £ 8 , z 2 Z7 AP
—(1- 4 )4z

21 " 41 Bl ' 8l 31 "B 71 9l
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@ e?=cosz+isinz, e ?=cosz—isinz
@ &tV =¢X.(cosy +isiny); e #£0; |e?| = eR°?, arge? =Imz (mod 27)
@ €7 periodikus 27/ szerint
€% +e . & +e eV —¢ |
®CoSZ=—F; cos(x+y/):Tcosx+/ sin x
. e . . €& +eV e —eV
®sinz=—7p— sm(x+y/):Tsmx+/ 5 COS X
@ cos z és sin z periodikus 27 szerint
@ (cosz) = —sinz, (sinz) =cosz
@ A megszokott trigonometrikus azonossagok érvényesek )
Biz. (i)  (i2)® (i2)* (i2)° (i2)® (i) (i2)® (iz)®

€7 =1+iz+ o T e Tttt T e T T

P AR N & PR SR [ &
:(1 §+I §+§ +...>+i<z—3|+5| 7|+9|—+...):cosz+isinz
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Példaul
COSZ-COSW —Sinz-sinw
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Példaul
COSZ-COSW —Sinz-sinw =

ezi 4 e—zi ewi + e—wi ezi _ e—zi ewi _ e—wi

2 2 2i | 2i
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Példaul
COSZ-COSW —Sinz-sinw =

ezi 4 e—zi ewi + e—wi ezi _ e—zi ewi _ e—wi

2 2 2i 2i

(ezi 4 e—zi)(ewi 4 e—wi) 4 (ezi _ e—zi)(ewi _ e—wi)
4
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Példaul
COSZ-COSW —Sinz-sinw =

2 2 2i 2i

ezi 4 e—zi ewi + e—wi ezi _ e—zi ewi _ e—wi

(ezi 4 e—zi)(ewi 4 e—wi) 4 (ezi _ e—zi)(ewi _ e—wi)

4

e(z+ w)i =+ e—(z+w)i
N 2
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Példaul
COSZ-COSW —Sinz-sinw =

2 2 2i 2i

ezi 4 e—zi ewi + e—wi ezi _ e—zi ewi _ e—wi

(ezi 4 e—zi)(ewi 4 e—wi) 4 (ezi _ e—zi)(ewi _ e—wi)

4

e(z+ w)i =+ e—(z+w)i
N 2

=cos(z + w).
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Példaul
COSZ-COSW —Sinz-sinw =

2 2 2i 2i

ezi 4 e—zi ewi + e—wi ezi _ e—zi ewi _ e—wi

(ezi 4 e—zi)(ewi 4 e—wi) 4 (ezi _ e—zi)(ewi _ e—wi)

4

e(z+ w)i =+ e—(z+w)i
N 2

=cos(z + w).

A tdbbi azonossagot ugyanigy lehetne ellenérizni.
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viszszintes egyenes képe félegyenes, fliggoleges egyenes képe kor, sav képe
szogtartomany

exp 2
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Hatarértékek, ha — +co

y — +oo

Yy — —o0

eiz

e—iz

Cos z

sinz

tgz

ctgz

vy
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Hatarértékek, ha — +co

y—+400 | Yy — —

g% =g VX 0 00

e—iz

Cos z

sinz

tgz

ctgz

vy
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Hatarértékek, ha — +co

y—+400 | Yy — —

eiz — e—y+xi 0 00

e 7= = 1 00 0

eIZ

Cos z

sinz

tgz

ctgz

vy
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Hatarértékek, ha — +co

y—+400 | Yy — —
g% =g VX 0 00
ez =gy 00 0
ek

eiz 4 e—iz
COosz = 5 oo o)
sinz
tgz
ctgz

vy
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Hatarértékek, ha — +co

y—+400 | Yy — —

g% =g VX 0 00
e Z=gr>= 1 00 0

- eiZ

eiz 4 e—iz

COS zZz = 5 o0 00
Sin 5 174 e—IZ

= 00 00

2i

tgz
ctgz

vy
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Hatarértékek, ha — +co

y—+400 | Yy — —
g% =g VX 0 00
e Z=gr>= 1 00 0
- eiZ
eiz 4 e—iz
CO0S Z = 5 o0 o0
Sin 5 (V4 e—IZ
fr— " OO w
2]
_ 2iz 1 - 1 67212
tgz =7 — F e i —I
ctgz
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Hatarértékek, ha — +co

y—>+00 | Yy — —0o0
g% =g VX 0 00
—iz —Xi 1
P - A — 00 0
eQ
eiz 4 e—iz
CO0S Z = 5 o0 o0
. (V4 ele
SInz = o o0 o0
7 21 e . .
gz = 71621'2_1_1 _ 7’1 +e—2iz / =
2 +1  14+e7% . ,
ctgz=1 = —i i

e2iz _ 1 _I1 _ p2iz

vy
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Komplex logaritmus?

Olyan log z fliggvényt szeretnénk, amelyre z = 0 esetén

7= elogz,

vagyis ’
|z| = !elogz‘ — egRelogz  ag argz = arg glogz _ elmlogz7
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Komplex logaritmus?

Olyan log z fliggvényt szeretnénk, amelyre z = 0 esetén

Z = elog z,
vagyis ’
|z| = !elogz‘ — egRelogz  ag argz = arg glogz _ elmlogz7
vagyis
Re(logz) = log |z| és Im(logz)=argz
~~
valos log
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Komplex logaritmus?

Olyan log z fliggvényt szeretnénk, amelyre z = 0 esetén

7= elogz,

vagyis ’
|z| = |elogz‘ _ gRelogz &g argz = arg glo9z — glmlogz,
vagyis
Re(logz) = log |z| és Im(logz)=argz
~—

valés log

.. 00 ... és még differencialhato is legyen (de legalabb folytonos).
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Komplex logaritmus?

Olyan log z fliggvényt szeretnénk, amelyre z = 0 esetén

Z = elog z,
vagyis ’
|z| = !elogz‘ — egRelogz  ag argz = arg glogz _ elmlogz7
vagyis
Re(logz) = log |z| és Im(logz)=argz
~~
valos log

.. 00 ... és még differencialhato is legyen (de legalabb folytonos).

Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egész C \ {0} sikon.

3. Elemi figgvények Komplex Fliggvénytan, 3—4. eléadas 2020. szept. 14.

9/30



Komplex logaritmus?

Olyan log z fliggvényt szeretnénk, amelyre z = 0 esetén

7= elogz,

vagyis ’
|z| = !elogz‘ — egRelogz  ag argz = arg glogz _ elmlogz7
vagyis
Re(logz) = log |z| és Im(logz)=argz
~—

valés log

.. 00 ... és még differencialhato is legyen (de legalabb folytonos).

Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egész C \ {0} sikon.

@ Probalkozhatunk tébbértéki fliggvénnyel, minden nemnulla szamnak végtelen sok
logaritmusa lesz
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Komplex logaritmus?

Olyan log z fliggvényt szeretnénk, amelyre z = 0 esetén

7= elogz,

vagyis ’
|z| = !elogz‘ — egRelogz  ag argz = arg glogz _ elmlogz7
vagyis
Re(logz) = log |z| és Im(logz)=argz
~—

valés log

.. 00 ... és még differencialhato is legyen (de legalabb folytonos).

Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egész C \ {0} sikon.
@ Probalkozhatunk tébbértéki fliggvénnyel, minden nemnulla szamnak végtelen sok
logaritmusa lesz
@ Vagy minden szamhoz csak egyetlen értéket valasztunk, de akkor cserébe nem minden
szamnak lesz logaritmusa.
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Milyen D tartomanyokon létezik logaritmusfiiggvény?

3. Elemi fiiggvények Komplex Fiiggvénytan, 3—4. eléadas 2020. szept. 14. 10/30



Milyen D tartomanyokon létezik logaritmusfiiggvény?

@ Szemléletesen, ha a tartomany (vagy a
tartomanyban egy zart gérbe) "megkerdli” a D
0-t, akkor nem létezik arg z-nek és
log z-nek folytonos aga D-n.
0

N

Y
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Milyen D tartomanyokon létezik logaritmusfiiggvény?

@ Szemléletesen, ha a tartomany (vagy a
tartomanyban egy zart gérbe) "megkerdli” a D
0-t, akkor nem létezik arg z-nek és
log z-nek folytonos aga D-n.

@ Ha a tartomany "nem ker(li meg” a 0-, 0
akkor létezik D-n folytonos argumentum- és \_L)/
logaritmusfliggvény.

Y
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Milyen D tartomanyokon létezik logaritmusfiiggvény?

@ Szemléletesen, ha a tartomany (vagy a
tartomanyban egy zart gérbe) "megkerdli” a D
0-t, akkor nem létezik arg z-nek és
log z-nek folytonos aga D-n.

@ Ha a tartomany "nem ker(li meg” a 0-, 0
akkor létezik D-n folytonos argumentum- és W
logaritmusfliggvény.

A j6v6 héten megvizsgaljuk precizebben. )

Y
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Milyen D tartomanyokon létezik logaritmusfiiggvény?

@ Szemléletesen, ha a tartomany (vagy a
tartomanyban egy zart gérbe) "megkerdli” a D
0-t, akkor nem létezik arg z-nek és
log z-nek folytonos aga D-n.

@ Ha a tartomany "nem keruli meg” a 0-, -
akkor létezik D-n folytonos argumentum- és \_L)/
logaritmusfliggvény.

A j6v6 héten megvizsgaljuk precizebben.

Definicio

A logaritmus "féértéke”: Nem értelmezziik a nempozitiv valds

helyeken.
arg z
logz= log |z|+i-argz, —r<argz<m
~—~ -
valés log 0
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. . . L 1
Ha a D tartomanyon létezik a log z-nek folytonos aga, akkor ez holomorf is, és (log z)’ = 7
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. . . L 1
Ha a D tartomanyon létezik a log z-nek folytonos aga, akkor ez holomorf is, és (log z)’ = 7

Biz. Legyen b € D tetszbleges és a = log b. Az inverz fliggvény differencialasi szabalya mikddik:
e? = b, log b = a, e diffhat6 és a derivaltja nem 0, tovabba log z folytonos b-ben. Tehat,

1 1 1

b (e"y| e b

w=a

(log z)
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Hatvanyozas?

Mennyi legyen a°?

& =exp(b-(loga+k-2ri)) ?
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Hatvanyozas?

Mennyi legyen a°?

a’=exp(b-(loga+k-2ri)) ?

@ Az egész kitevds hatvanyokkal nincs gond; ha b € Z, akkor log a minden értéke ugyanazt a
hatvany értéket adja.
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Hatvanyozas?

Mennyi legyen a°?

a’=exp(b-(loga+k-2ri)) ?

@ Az egész kitevds hatvanyokkal nincs gond; ha b € Z, akkor log a minden értéke ugyanazt a
hatvany értéket adja.

@ Racionalis, de nem egész kitevd esetén véges sok lehetséges érték lehet, példaul minden
komplex szamnak két négyzetgydke van;

3. Elemi fiiggvények K lex Fiiggvénytan, 3—4. eléada 2020. szept. 14.

12/30



Hatvanyozas?

Mennyi legyen a°?

a’=exp(b-(loga+k-2ri)) ?

@ Az egész kitevds hatvanyokkal nincs gond; ha b € Z, akkor log a minden értéke ugyanazt a
hatvany értéket adja.

@ Racionalis, de nem egész kitevd esetén véges sok lehetséges érték lehet, példaul minden
komplex szamnak két négyzetgyoke van; iracionalis kitevd esetén végtelen sok érték létezik.
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Hatvanyozas?

Mennyi legyen a°?

a’=exp(b-(loga+k-2ri)) ?

@ Az egész kitevds hatvanyokkal nincs gond; ha b € Z, akkor log a minden értéke ugyanazt a
hatvany értéket adja.

@ Racionalis, de nem egész kitevd esetén véges sok lehetséges érték lehet, példaul minden
komplex szamnak két négyzetgyoke van; iracionalis kitevd esetén végtelen sok érték létezik.

@ Fix alap esetén log a kiildnbdz0 értékei kiilonbdz6 a* = exp (z - log a) fliggvényeket adnak.
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Hatvanyozas?

Mennyi legyen a°?

a’=exp(b-(loga+k-2ri)) ?

@ Az egész kitevds hatvanyokkal nincs gond; ha b € Z, akkor log a minden értéke ugyanazt a
hatvany értéket adja.

@ Racionalis, de nem egész kitevd esetén véges sok lehetséges érték lehet, példaul minden
komplex szamnak két négyzetgyoke van; iracionalis kitevd esetén végtelen sok érték létezik.

@ Fix alap esetén log a kiildnbdz0 értékei kiilonbdz6 a* = exp (z - log a) fliggvényeket adnak.

@ Megallapodas: ha a fix pozitiv valds, akkor a valos értékii logaritmust vessziik, ezzel a valds
exponencialis fliggvényeket terjesztjik ki.
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Hatvanyozas?

Mennyi legyen a°?

a’=exp(b-(loga+k-2ri)) ?

@ Az egész kitevds hatvanyokkal nincs gond; ha b € Z, akkor log a minden értéke ugyanazt a
hatvany értéket adja.

@ Racionalis, de nem egész kitevd esetén véges sok lehetséges érték lehet, példaul minden
komplex szamnak két négyzetgyoke van; iracionalis kitevd esetén végtelen sok érték létezik.

@ Fix alap esetén log a kiildnbdz0 értékei kiilonbdz6 a* = exp (z - log a) fliggvényeket adnak.

@ Megallapodas: ha a fix pozitiv valds, akkor a valos értékii logaritmust vessziik, ezzel a valds
exponencialis fliggvényeket terjesztjik ki.

@ Ha egy tartomanyon létezik log f(z)-nek holomorf aga, akkor a logaritmus mindegyik agabdl
kapunk egy-egy lehetséges f(2)9(?) = exp (9(2) - log f(2)) fuggvényt, ezek kozil
valaszthatunk.
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Mercator-térkép, ujra

sztereografikus vetllet a Déli sarkbol Mercator-térkép
(szbg-, kor- és iranyitastarto)
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4. Komplex vonalintegralok ]
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Folytonos gorbék

Lényegében ugyantgy, mint R?-ben
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Folytonos gorbék

Lényegében ugyantgy, mint R?-ben

Definicio
@ Gorbe: v: [a,b] — C, t— x(t) + y(b)i, F=Xx+yi
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Folytonos gorbék

Lényegében ugyantgy, mint R?-ben

Definicio
@ Gorbe: v: [a,b] — C, t— x(t) + y(b)i, F=Xx+yi
@ Folytonos, diffhatd, folytonosan diffhaté stb., ha +(t), illetve x(t) és y(t) folytonos, diffhatd,
folytonosan diffhato stb.
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Folytonos gorbék

Lényegében ugyantgy, mint R?-ben

Definicio
@ Gorbe: v: [a,b] — C, t— x(t) + y(b)i, F=Xx+yi
@ Folytonos, diffhatd, folytonosan diffhaté stb., ha +(t), illetve x(t) és y(t) folytonos, diffhatd,
folytonosan diffhato stb.

@ A gorbe hossza a beirt toréttvonalak hosszanak szuprémuma:
() = sup { Y @) =) a=h <t <...<th= b}. A gorbe rektifikalhato, ha a
hossza véges
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Folytonos gorbék

Lényegében ugyantgy, mint R?-ben

Definicio
@ Gorbe: v: [a,b] — C, t— x(t) + y(b)i, F=Xx+yi
@ Folytonos, diffhatd, folytonosan diffhaté stb., ha +(t), illetve x(t) és y(t) folytonos, diffhatd,
folytonosan diffhato stb.

@ A gorbe hossza a beirt toréttvonalak hosszanak szuprémuma:
() = sup { Y @) =) a=h <t <...<th= b}. A gorbe rektifikalhatd, ha a
hossza véges

o Atparaméterezés: h: [c, d] — |[a, b] szig. mon. ndvd bijekcid; az Uj gbrbe v o h
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Folytonos gorbék

Lényegében ugyantgy, mint R?-ben

Definicio
@ Gorbe: v: [a,b] — C, t— x(t) + y(b)i, F=Xx+yi
@ Folytonos, diffhatd, folytonosan diffhaté stb., ha +(t), illetve x(t) és y(t) folytonos, diffhatd,
folytonosan diffhato stb.

@ A gorbe hossza a beirt toréttvonalak hosszanak szuprémuma:
() = sup { Y @) =) a=h <t <...<th= b}. A gorbe rektifikalhatd, ha a
hossza véges

o Atparaméterezés: h: [c, d] — |[a, b] szig. mon. ndvd bijekcid; az Uj gbrbe v o h

@ A gorbe megforditasa: h: [c, d] — [a, b] szig. mon. cs6kkend bijekcid; az Uj gérbe v o h
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Folytonos gorbék

Lényegében ugyantgy, mint R?-ben

Definicio
@ Gorbe: v: [a,b] — C, t— x(t) + y(b)i, F=Xx+yi
@ Folytonos, diffhatd, folytonosan diffhaté stb., ha +(t), illetve x(t) és y(t) folytonos, diffhatd,
folytonosan diffhato stb.

@ A gorbe hossza a beirt toréttvonalak hosszanak szuprémuma:
() = sup { Y @) =) a=h <t <...<th= b}. A gorbe rektifikalhatd, ha a
hossza véges

o Atparaméterezés: h: [c, d] — |[a, b] szig. mon. ndvd bijekcid; az Uj gbrbe v o h

@ A gorbe megforditasa: h: [c, d] — [a, b] szig. mon. cs6kkend bijekcid; az Uj gérbe v o h

Trivi:
@ Folytonos goérbe atparaméterezései is folytonosak.
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Folytonos gorbék

Lényegében ugyantgy, mint R?-ben

Definicio
@ Gorbe: v: [a,b] — C, t— x(t) + y(b)i, F=Xx+yi
@ Folytonos, diffhatd, folytonosan diffhaté stb., ha +(t), illetve x(t) és y(t) folytonos, diffhatd,
folytonosan diffhato stb.

@ A gorbe hossza a beirt toréttvonalak hosszanak szuprémuma:
() = sup { Y @) =) a=h <t <...<th= b}. A gorbe rektifikalhatd, ha a
hossza véges

o Atparaméterezés: h: [c, d] — |[a, b] szig. mon. ndvd bijekcid; az Uj gbrbe v o h

@ A gorbe megforditasa: h: [c, d] — [a, b] szig. mon. cs6kkend bijekcid; az Uj gérbe v o h

Trivi:
@ Folytonos goérbe atparaméterezései is folytonosak.
@ A gbrbe hossza nem fligg a paraméterezéstol.
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Komplex vonalintegral

Legyen v : [a, b] — C folytonos gorbe,és f(z) olyan komplex fuggvény, amely értelmes ~ pontjain.
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Komplex vonalintegral

Legyen v : [a, b] — C folytonos gorbe,és f(z) olyan komplex fuggvény, amely értelmes ~ pontjain.
Az f(z) fuggveény komplex vonalintegrélja a v gérbén az / € C szam, ha minden £ > 0-hoz van
olyan ¢ > 0, hogy az [a, b] paraméterintervallum barmely, 6-nal finomabb a=t <t <...<t,=b
felosztasara és 7; € [fi—1, 4] (j = 1,2, ..., n) paraméterértékekre

Zf (7)) - (V%) = (1)) — 1] <.
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Komplex vonalintegral

Legyen v : [a, b] — C folytonos gorbe,és f(z) olyan komplex fuggvény, amely értelmes ~ pontjain.
Az f(z) fuggveény komplex vonalintegrélja a v gérbén az / € C szam, ha minden £ > 0-hoz van
olyan ¢ > 0, hogy az [a, b] paraméterintervallum barmely, 6-nal finomabb a=t <t <...<t,=b
felosztasara és 7; € [fi—1, 4] (j = 1,2, ..., n) paraméterértékekre

Zf (7)) - (V%) = (1)) — 1] <.

Jele: [ f(z)dz, [ f

b=t,

a=ty t;, t

Ti

I
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(a) Ha ~ rektifikalhat6 folytonos gérbe, és f folytonos, akkor a f7 f(z) dz vonalintegral létezik.
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(a) Ha ~ rektifikalhat6 folytonos gérbe, és f folytonos, akkor a f7 f(z) dz vonalintegral létezik.

(b) Ha~ : [a, b] — C szakaszonként folytonosan differencidlhato, és f folytonos, akkor
[, (2) dz = [ f(4(8)) - 4(1) dt.
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(a) Ha ~ rektifikalhat6 folytonos gérbe, és f folytonos, akkor a f7 f(z) dz vonalintegral létezik.

(b) Ha~ : [a, b] — C szakaszonként folytonosan differencidlhato, és f folytonos, akkor
[, (2) dz = [ f(4(8)) - 4(1) dt.

Biz. Legyeny = x+ yiés f = u+ vi.
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(a) Ha ~ rektifikalhat6 folytonos gérbe, és f folytonos, akkor a f7 f(z) dz vonalintegral létezik.

(b) Ha~ : [a, b] — C szakaszonként folytonosan differencidlhato, és f folytonos, akkor
[, (2) dz = [ f(4(8)) - 4(1) dt.

Biz. Legyen v = x + yi és f = u + vi. (a) Az integrakdzelité dsszeg

> (ulrm) + v - ((x(6) = x(5-1)) + ((8) = y(5-1))i)

j=1

f(v(7) ()=~ (1)
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(a) Ha ~ rektifikalhat6 folytonos gérbe, és f folytonos, akkor a f7 f(z) dz vonalintegral létezik.

(b) Ha~ : [a, b] — C szakaszonként folytonosan differencidlhato, és f folytonos, akkor
[, (2) dz = [ f(4(8)) - 4(1) dt.

Biz. Legyen v = x + yi és f = u + vi. (a) Az integrakdzelité dsszeg

>~ (w(m) +v(rm)i) - () = x(G-) + ((8) = ¥(5-0)) i) =

j=1

f(v(7) ()=~ (1)
n

=D u(y(m) - (x(4) = x(§-1))

=1
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(a) Ha ~ rektifikalhat6 folytonos gérbe, és f folytonos, akkor a f7 f(z) dz vonalintegral létezik.

(b) Ha~ : [a, b] — C szakaszonként folytonosan differencidlhato, és f folytonos, akkor
[, (2) dz = [ f(4(8)) - 4(1) dt.

Biz. Legyen v = x + yi és f = u + vi. (a) Az integrakdzelité dsszeg

>~ (w(m) +v(rm)i) - () = x(G-) + ((8) = ¥(5-0)) i) =

j=1

f(v(7) ()=~ (1)
n

=D u(v(m) - (x(4) = x(G-1)) + 1> u(3(7)) - (Y (b) = y(ti-+1))
=

=1
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(a) Ha ~ rektifikalhat6 folytonos gérbe, és f folytonos, akkor a f7 f(z) dz vonalintegral létezik.

(b) Ha~ : [a, b] — C szakaszonként folytonosan differencidlhato, és f folytonos, akkor
[, (2) dz = [ f(4(8)) - 4(1) dt.

Biz. Legyen v = x + yi és f = u + vi. (a) Az integrakdzelité dsszeg

>~ (w(m) +v(rm)i) - () = x(G-) + ((8) = ¥(5-0)) i) =

j=1

f(v(7) ()=~ (1)

—Z : x(4-1) +IZ : = y(t-1))

+/Z (v(7)) - (x(t)) = x(t-1))
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(a) Ha ~ rektifikalhat6 folytonos gérbe, és f folytonos, akkor a f7 f(z) dz vonalintegral létezik.

(b) Ha~ : [a, b] — C szakaszonként folytonosan differencidlhato, és f folytonos, akkor
[, (2) dz = [ f(4(8)) - 4(1) dt.

Biz. Legyen v = x + yi és f = u + vi. (a) Az integrakdzelité dsszeg

>~ (w(m) +v(rm)i) - () = x(G-) + ((8) = ¥(5-0)) i) =

=1

f(v(7) ()=~ (1)

—Z : x(t-1) +IZ ' —y(ti-1))

+'Z (V7)) - (x(4) = x(ti1)) = D v(3(m) - V() = y(ti4)).

=1
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(a) Ha ~ rektifikalhat6 folytonos gérbe, és f folytonos, akkor a f7 f(z) dz vonalintegral létezik.
(b) Ha v : [a, b] — C szakaszonként folytonosan differencialhaté, és f folytonos, akkor
b .
[, f(z) dz = [ f(+(1)) - 4(¢) dt.

Biz. Legyen v = x + yi és f = u + vi. (a) Az integrakdzelité dsszeg

>~ (w(m) +v(rm)i) - () = x(G-) + ((8) = ¥(5-0)) i) =

j=1

f(v(7) ()= (t-1)

—Z : x(4-1) +IZ : = y(t-1))

+'Z (v(7)) - (<) = x(5-1)) = > _v(3(m)) - (v (5) = ¥ (1))
j=1
Ez a négy Gsszeg az fa u(y , az f (1)) dy(t), az f x(t), illetve az
f: v(v(1)) dy(t) Riemann-StleItJes mtegral egy egy kozelitd osszege.
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o=y u(y() - (x() = x(G-1) + 1Y u(x() - () = y(G-1))
J Jj=1

+iY v(() - (x() = x(t—1)) = D v(v(m) - () — y(t-1))-
j=1

4. Komplex vonalintegralok Komplex Fiiggvénytan, 3—4. eléadas 2020. szept. 14. 19/30



Z - (x(4) = x(t-1)) + 1D u(x(m) - (v(t) = ¥(t-1))
j=1

+i Z (V7)) - (x() = x(t-1) = Do v(() - (¥(8) = y(-1).
j=1
Azyo stb. mte%randusok folytonosak, a x(t), y(t) integratorok korlatos valtozasuak, tehat mind
a négy S integral létezik
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o=y u(y() - (x() = x(G-1) + 1Y u(x() - () = y(G-1))
j=1

=
n n

+i Y v(3() - (x(t) = x(tG-1) = D v(() - (V(h) = ¥(-1))-
j=1 j=1
Azyo stb. mte%randusok folytonosak, a x(t), y(t) integratorok korlatos valtozasuak, tehat mind
a négy S integral létezik

Ha a felosztas elég finom, akkor mind a négy kdzetitd 6sszeg ¢/4-nél kdzelebb lesz a megfeleld
RS integralhoz.
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Z - (x(4) = x(t-1)) + 1D u(x(m) - (v(t) = ¥(t-1))
j=1

+i Z (V7)) - (x() = x(t-1) = Do v(() - (¥(8) = y(-1).
j=1
Azyo stb. mte%randusok folytonosak, a x(t), y(t) integratorok korlatos valtozasuak, tehat mind
a négy S integral létezik

Ha a felosztas elég finom, akkor mind a négy kdzetitd 6sszeg ¢/4-nél kdzelebb lesz a megfeleld
RS integralhoz. Tehat a vonalintegral is létezik, és

b b b b
[ @z = [ uayaxt+i [ utam) ay +1 [ v adn - [ viom) ay)
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Z - (x(4) = x(t-1)) + 1D u(x(m) - (v(t) = ¥(t-1))
Jj=1

+iz (V7)) - (X&) = x(G-1)) = D v((7)) - (V) = (1))
j=1

Azyo stb. mte%randusok folytonosak, a x(t), y(t) integratorok korlatos valtozasuak, tehat mind
a négy S integral létezik

Ha a felosztas elég finom, akkor mind a négy kdzetitd 6sszeg ¢/4-nél kdzelebb lesz a megfeleld
RS integralhoz. Tehat a vonalintegral is létezik, és

b b b b
[ @z = [ uayaxt+i [ utam) ay +1 [ v adn - [ viom) ay)

(b) Ha x(t) és y(t) is szakaszonként folytonosan differencialhat6, akkor mind a négy RS integral
atirhatd Riemann-integralla, pl. [ u(~y(t)) dx(t) = [2 u(y(t))X(t) dt, és

a
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Z - (x(4) = x(t-1)) + 1D u(x(m) - (v(t) = ¥(t-1))
Jj=1

+iz (V7)) - (X&) = x(G-1)) = D v((7)) - (V) = (1))
j=1

Azyo stb. mte%randusok folytonosak, a x(t), y(t) integratorok korlatos valtozasuak, tehat mind
a négy S integral létezik

Ha a felosztas elég finom, akkor mind a négy kdzetitd 6sszeg ¢/4-nél kdzelebb lesz a megfeleld
RS integralhoz. Tehat a vonalintegral is létezik, és

b b b b
[ @z = [ uayaxt+i [ utam) ay +1 [ v adn - [ viom) ay)

(b) Ha x(t) és y(t) is szakaszonként folytonosan differencialhat6, akkor mind a négy RS integral
atirhatd Riemann-integralla, pl. [ u(~y(t)) dx(t) = [2 u(y(t))X(t) dt, és
a

b b ) b b
/ f(z) dz = / u(y(O)%(0) dt+i [ u(x(B)(t) dt + i / V(v (B)x(t) dt - / V(D) (D) dt
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Z - (x(4) = x(t-1)) + 1D u(x(m) - (v(t) = ¥(t-1))
Jj=1

+iz (V7)) - (X&) = x(G-1)) = D v((7)) - (V) = (1))
j=1

Azyo stb. mte%randusok folytonosak, a x(t), y(t) integratorok korlatos valtozasuak, tehat mind
a négy S integral létezik

Ha a felosztas elég finom, akkor mind a négy kdzetitd 6sszeg ¢/4-nél kdzelebb lesz a megfeleld
RS integralhoz. Tehat a vonalintegral is létezik, és

b b b b
[ @z = [ uayaxt+i [ utam) ay +1 [ v adn - [ viom) ay)

(b) Ha x(t) és y(t) is szakaszonként folytonosan differencialhat6, akkor mind a négy RS integral
atirhatd Riemann-integralla, pl. [ u(~y(t)) dx(t) = [2 u(y(t))X(t) dt, és

a

b b b b
/ f(z) dz = / u(y (D)X (t) dt + i / u(y(B)7(t) dt + i / V(v (B)x(t) dt - / V() (1) dt =

- / ’ (w0 + vOD)i) - (x(1) + y(0)i) at
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Z - (x(4) = x(t-1)) + 1D u(x(m) - (v(t) = ¥(t-1))
Jj=1

+iz (V7)) - (X&) = x(G-1)) = D v((7)) - (V) = (1))
j=1

Azyo stb. mte%randusok folytonosak, a x(t), y(t) integratorok korlatos valtozasuak, tehat mind
a négy S integral létezik

Ha a felosztas elég finom, akkor mind a négy kdzetitd 6sszeg ¢/4-nél kdzelebb lesz a megfeleld
RS integralhoz. Tehat a vonalintegral is létezik, és

b b b b
[ @z = [ uayaxt+i [ utam) ay +1 [ v adn - [ viom) ay)

(b) Ha x(t) és y(t) is szakaszonként folytonosan differencialhat6, akkor mind a négy RS integral
atirhatd Riemann-integralla, pl. [ u(~y(t)) dx(t) = [2 u(y(t))X(t) dt, és

a

b b b b
/ f(z) dz = / u(y (D)X (t) dt + i / u(y(B)7(t) dt + i / V(v (B)x(t) dt - / V() (1) dt =

- /ab () + V()7 - (0 + (1)) at = /: F4(1) - 4(1) dt.
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Ha ~1 a v egy atparaméterezése, akkor

(Ha az egyik létezik, akkor a masik is.)
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Tétel
Ha ~1 a v egy atparaméterezése, akkor

(Ha az egyik létezik, akkor a masik is.)

Biz. Legyen v = yo h, h: [c,d] — [a, b] szig. mon. n6vd, egyenletesen folytonos. TegyUk fel,
hogy fyflétezik.
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Tétel
Ha ~1 a v egy atparaméterezése, akkor

(Ha az egyik létezik, akkor a masik is.)

Biz. Legyen v = yo h, h: [c,d] — [a, b] szig. mon. n6vd, egyenletesen folytonos. TegyUk fel,
hogy fyflétezik.

Vegylnk egy tetszbleges e-t; ehhez létezik a definicionak megfeleld 5. Ehhez a §-hoz létezik > 0,
hogy u, v € [c,d], |u— v| < nesetén |h(u) — h(v)| < 6.
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Tétel
Ha ~1 a v egy atparaméterezése, akkor

(Ha az egyik létezik, akkor a masik is.)

Biz. Legyen v = yo h, h: [c,d] — [a, b] szig. mon. n6vd, egyenletesen folytonos. TegyUk fel,
hogy [, f létezik.

Vegylnk egy tetszdleges ¢-t; ehhez létezik a definicionak megfeleld 6. Ehhez a 6-hoz létezik n > 0,
hogy u, v € [c,d], |u— v| < nesetén |h(u) — h(v)| < 6.

Hac=u < uy <... < up=degyn-nal finonabb felosztasa [c, d]-nek, és v; € [u;_1, uj], akkor
a=1tl=h(u)<t=hw)<...<t,=h(u,) egy é-nal finomabb felosztasa [a, b]-nek,

7 = h(v)) € [t1. 4], és
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Tétel
Ha ~1 a v egy atparaméterezése, akkor

(Ha az egyik létezik, akkor a masik is.)

Biz. Legyen v = yo h, h: [c,d] — [a, b] szig. mon. n6vd, egyenletesen folytonos. TegyUk fel,
hogy [, f létezik.

Vegylnk egy tetszdleges ¢-t; ehhez létezik a definicionak megfeleld 6. Ehhez a 6-hoz létezik n > 0,
hogy u, v € [c,d], |u— v| < nesetén |h(u) — h(v)| < 6.

Hac=u < uy <... < up=degyn-nal finonabb felosztasa [c, d]-nek, és v; € [u;_1, uj], akkor
a=1tl=h(u)<t=hw)<...<t,=h(u,) egy é-nal finomabb felosztasa [a, b]-nek,

7 = h(v)) € [t1. 4], és

n

S () - () — A1) — 1| <=

=1

> ) - (v (w) = (1)) =1
j=1

4. Komplex vonalintegralok Komplex Fiiggvénytan, 3—4. eléadas 2020. szept. 14. 20/30



@ Ha v a~; és v, egymas utan flizése, akkor

/f:/f+/f.
s 0dl "

(Ha az egyik oldal létezik, akkor a masik is.)
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@ Ha v a~; és v, egymas utan flizése, akkor

/f:/f+/f.
s 0dl "

(Ha az egyik oldal létezik, akkor a masik is.)
@ Ha ~v; a y-nak megforditasa, akkor f71 f= —fW f.
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@ Ha v a~; és v, egymas utan flizése, akkor

/f:/f+/f.
s 0dl "

(Ha az egyik oldal létezik, akkor a masik is.)
@ Ha ~v; a y-nak megforditasa, akkor f71 f= —fW f.

o [ 1dz=~(b)—~(a)
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Tétel
@ Ha v a~; és v, egymas utan flizése, akkor

/f:/f+/f.
s 0dl "

(Ha az egyik oldal létezik, akkor a masik is.)
@ Ha ~v; a y-nak megforditasa, akkor f71 f= —fW f.
o [ 1dz=~(b)—-~(a)
@ Ha f7 f(z) dz és f7 9(z) dz létezik és c, d konstansok, akkor

/(c~f(z)+d~g(z))dz:c~/f(z)dz+d~/g(z)dz.
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Tétel
@ Ha v a v és 12 egymas utan flizése, akkor

/f:/f+/f.
s 0dl "

(Ha az egyik oldal létezik, akkor a masik is.)
@ Ha ~v; a y-nak megforditasa, akkor f71 f= —fW f.

o [ 1dz=~(b)—-~(a)
@ Ha f7 f(z) dz és f7 9(z) dz létezik és c, d konstansok, akkor

/(c~f(z)+d~g(z))dz:c~/f(z)dz+d~/g(z)dz.

Biz. Ugyanaz, mint valds vonalintegraloknal.
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Alternativ definicio

v : [a, b] — C rektifikalhatd, folytonos
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Alternativ definicio

v : [a, b] — C rektifikalhatd, folytonos
@ dv korlatos valtozasu Lebesgue-Stieltjes mérték, a totalis variacidja ¢(y)
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Alternativ definicio

v : [a, b] — C rektifikalhatd, folytonos
@ dv korlatos valtozasu Lebesgue-Stieltjes mérték, a totalis variacidja ¢(y)
@ A vonalintegrdl a f oy fliggvény LS integralja a dy mérték szerint.
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Alternativ definicio

v : [a, b] — C rektifikalhatd, folytonos
@ dv korlatos valtozasu Lebesgue-Stieltjes mérték, a totalis variacidja ¢(y)
@ A vonalintegrdl a f oy fliggvény LS integralja a dy mérték szerint.
@ Minden Borel-mérhetd fliggvénynek értelmes a vonalintegralja
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Alternativ definicio

v : [a, b] — C rektifikalhatd, folytonos
@ dv korlatos valtozasu Lebesgue-Stieltjes mérték, a totalis variacidja ¢(y)
@ A vonalintegrdl a f oy fliggvény LS integralja a dy mérték szerint.
@ Minden Borel-mérhetd fliggvénynek értelmes a vonalintegralja
@ A vonalintegral lineéris
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Alternativ definicio

v : [a, b] — C rektifikalhatd, folytonos
@ dv korlatos valtozasu Lebesgue-Stieltjes mérték, a totalis variacidja ¢(y)
@ A vonalintegrdl a f oy fliggvény LS integralja a dy mérték szerint.
@ Minden Borel-mérhetd fliggvénynek értelmes a vonalintegralja
@ A vonalintegral lineéris
@ A vonalintegral additiv
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Lemma (trivialis becslés)

Ha a gérbe pontjaiban |f(z)| < M, akkor

/ f(z) dz

<M-L(v).
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Lemma (trivialis becslés)

Ha a gorbe pontjaiban |f(z)| < M, akkor

/ f(z) dz

Biz. A becslés minden integralkdzelité dsszegre igaz:

< M- 4(y).

S () - (v() = (1))
j=1
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Lemma (trivialis becslés)

Ha a gorbe pontjaiban |f(z)| < M, akkor

/ f(z) dz

Biz. A becslés minden integralkdzelité dsszegre igaz:

<Z\ )] () = 1(-0)

< M- 4(y).

Y(6i=1)
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Lemma (trivialis becslés)

Ha a gorbe pontjaiban |f(z)| < M, akkor

/ f(z) dz

Biz. A becslés minden integralkdzelité dsszegre igaz:

<Z\ D] () = (-] <

< M- 4(y).

Y(6i=1)

<ZM 7(5) = (t-1)]
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Lemma (trivialis becslés)

Ha a gorbe pontjaiban |f(z)| < M, akkor

/ f(z) dz

< M- 4(y).

Biz. A becslés minden integralkdzelité dsszegre igaz:

<Z\ D] () = (-] <

Y(6i=1)

n
<S"M- () - @d—MZha ¥(t-1)]
j=1
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Lemma (trivialis becslés)

Ha a gorbe pontjaiban |f(z)| < M, akkor

/ f(z) dz

Biz. A becslés minden integralkdzelité dsszegre igaz:

<Z\ D] () = (-] <

< M- 4(y).

Y(6i=1)

SZMMG) Y1) =M- th, Y1) < M- £(y).
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Kévetkezmény

Legyen ~ rektifikalhato folytonos gorbe; fi, >, . . ., a v pontjaiban folytonos fliggvények.
@ Ha f, — g egyenletesen, akkor f7 fp— fW g.

@ Ha " f, = g egyenletesen, akkor 3° [ f,= [ g.
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Kévetkezmény

Legyen ~ rektifikalhato folytonos gorbe; fi, >, . . ., a v pontjaiban folytonos fliggvények.
@ Ha f, — g egyenletesen, akkor f7 fp— fW g.

@ Ha " f, = g egyenletesen, akkor 3° [ f,= [ g.

Biz. az egyenletes konvergencia miatt g is folytonos.
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Kévetkezmény

Legyen ~ rektifikalhato folytonos gorbe; fi, >, . . ., a v pontjaiban folytonos fliggvények.

® Ha f, — g egyenletesen, akkor [ f, — [ g.
@ Ha " f, = g egyenletesen, akkor 3° [ f,= [ g.

Biz. az egyenletes konvergencia miatt g is folytonos.

[-[d
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Kévetkezmény

Legyen ~ rektifikalhato folytonos gorbe; fi, >, . . ., a v pontjaiban folytonos fliggvények.

® Ha f, — g egyenletesen, akkor [ f, — [ g.
@ Ha " f, = g egyenletesen, akkor 3° [ f,= [ g.

Biz. az egyenletes konvergencia miatt g is folytonos.

LfnLg‘ = L(fng)‘
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Kévetkezmény

Legyen ~ rektifikalhato folytonos gorbe; fi, >, . . ., a v pontjaiban folytonos fliggvények.
@ Ha f, — g egyenletesen, akkor f7 fp— fW g.

@ Ha " f, = g egyenletesen, akkor 3° [ f,= [ g.

Biz. az egyenletes konvergencia miatt g is folytonos.

[ 1

/(fng)‘ < (max|f, — gl) - £(7)

4. Komplex vonalintegralok Komplex Fiiggvénytan, 3—4. eléadas 2020. szept. 14. 24/30



Kévetkezmény

Legyen ~ rektifikalhato folytonos gorbe; fi, >, . . ., a v pontjaiban folytonos fliggvények.
@ Ha f, — g egyenletesen, akkor f7 fp— fW g.

@ Ha " f, = g egyenletesen, akkor 3° [ f,= [ g.

Biz. az egyenletes konvergencia miatt g is folytonos.

[ 1

/(fng)\ < (max|f, ) - €7) 0.
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Tétel (helyettesitéses integralas)

D F(D)

Legyen D c C tartomany, v : [a, b] — D rektifikalhaté folytonos gérbe, F : D — C folytonosan
differencialhato, tovabba h az F o v pontjain folytonos fliggvény. Ekkor

@ Az F o~y gorbe is rektifikalhatd, és

° /FM h(w) dw = Lh(F(z)) -F'(z) dz.
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Tétel (helyettesitéses integralas)

D B F(D) ]
o h
i __,H /_z\/ R — w >
a b ¥ Foxy

Legyen D c C tartomany, v : [a, b] — D rektifikalhaté folytonos gérbe, F : D — C folytonosan
differencialhatd, tovabba h az F o v pontjain folytonos fliggvény. Ekkor

@ Az F o~y gorbe is rektifikalhatd, és

° h(w) dw = /h z)) - F'(2)dz
Fory

|
N

Tétel (Newton—Leibniz formula komplex vonalintegralokra)

Legyen D c C tartomany, v : [a, b] — D rektifikalhaté folytonos gérbe, F : D — C folytonosan
differencialhaté. Ekkor

/ F'(2) dz = F(~(b)) — F((a)).
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Tétel (helyettesitéses integralas)

D F(D) ]
A h
t — /_Z\/ —>» w —>
a b ! Fox

Legyen D c C tartomany, v : [a, b] — D rektifikalhaté folytonos gérbe, F : D — C folytonosan
differencialhatd, tovabba h az F o v pontjain folytonos fliggvény. Ekkor

@ Az F o~y gorbe is rektifikalhatd, és
° h(w) dw = /h z))-F'(z)dz
Fory

|
N

Tétel (Newton—Leibniz formula komplex vonalintegralokra)

Legyen D c C tartomany, v : [a, b] — D rektifikalhaté folytonos gérbe, F : D — C folytonosan
differencialhaté. Ekkor

/ F'(2) dz = F(~(b)) — F((a)).

A NL formula a helyettesitéses integralas specialis esete h = 1-gyel.
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Biz. Elész6r ha v szakaszonként folytonosan differencialhaté:
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Biz. Elész6r ha v szakaszonként folytonosan differencialhaté:

h(w) dw
Foy
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Biz. Elész6r ha v szakaszonként folytonosan differencialhaté:

h(w) dw = / bh(F(v(t))) (Futy) at

Foy
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Biz. Elész6r ha v szakaszonként folytonosan differencialhaté:

h(w) dw = / bh(F(v(t))) (Fty) at = / bh(F(w(t))) (F(n) -4(0) at

Foy
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Biz. Elész6r ha v szakaszonként folytonosan differencialhaté:

h(w) dw = / bh(F(v(t))) (Fty) at = / bh(F(w(t))) (F(n) -4(0) at

Foy

/ h(F(z)) - F'(2) dz
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Biz. Elész6r ha v szakaszonként folytonosan differencialhaté:

b

h(w) dw = / bh(F(v(t))) (F®) at= [ a(FO) - (F ) -5(0) a

Foy a

/h(F(z))~F’(z) dz:/ab (h(F(ﬂt))) ~F’(7(t))) (b dt,

Y
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Biz. Elész6r ha v szakaszonként folytonosan differencialhaté:

h(w) dw = / bh(F(v(t))) (Fty) at = / bh(F(w(t))) (F(n) -4(0) at

Foy

/h(F(z))~F’(z) dz:/ab (h(F(ﬂt))) ~F’(7(t))) (b dt,

vy
ugyanaz.
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Biz. Elész6r ha v szakaszonként folytonosan differencialhaté:

h(w) dw = / bh(F(v(t))) (Fty) at = / bh(F(v(t))) (F(n) -4(0) at

Foy

[yh(F(z))~F’(z) dz:/b (h(F(w(t))> ~F’(7(t))) (b dt,

a
ugyanaz.

Minden toéréttvonalnak létezik szakaszonként folytonosan differencialhaté paraméterezése, tehat a
helyettesitéses integralas képlete igaz toréttvonalakra is.
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A ~-nak van egy olyan r sugarl zart megvastagitasa, amely teljes egészében D-be esik. Ez a
megvastagitas kompakt, ezen F’ és h egyenletesen folytonos és korlatos, |F'| < M és |h| < H.

F F
wi—1

z.

oy
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A y-nak van egy olyan r sugaru zart megvastagitasa, amely teljes egészében D-be esik. Ez a

megvastagitas kompakt, ezen F’ és h egyenletesen folytonos és korlatos, |F'| < M és |h| < H.

Z F Foxy
X ..f--)'
D

Most megmutatjuk, hogy F o~ rektifikalhato.
VegyUk F o egy tetszbleges (wy, w, ..., w,) beirt poligonjat; a csticsok dsképei y-nak egy

W

wi—1

(20,21, ..,2n) beirt poligonjat adjak; véges sok tovabbi osztopont beszirasaval elérjik, hogy ~-t

r-nél kisebb atmeérojl ivekre osszak.
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A ~-nak van egy olyan r sugarl zart megvastagitasa, amely teljes egészében D-be esik. Ez a
megvastagitas kompakt, ezen F’ és h egyenletesen folytonos és korlatos, |F'| < M és |h| < H.

Z F Foxy
X ..f--)'
D

Most megmutatjuk, hogy F o~ rektifikalhato.

VegyUk F o egy tetszbleges (wy, w, ..., w,) beirt poligonjat; a csticsok dsképei y-nak egy
(20,21, ..,2n) beirt poligonjat adjak; véges sok tovabbi osztopont beszirasaval elérjik, hogy ~-t
r-nél kisebb atmeérojl ivekre osszak.

Az (F o ~)-ba irt poligon oldalszakaszaira mar felirhatjuk a tételt a h = 1 fliggvénnyel:

n
Do Iw - w]
j=1

wj
wi—1
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A ~-nak van egy olyan r sugarl zart megvastagitasa, amely teljes egészében D-be esik. Ez a
megvastagitas kompakt, ezen F’ és h egyenletesen folytonos és korlatos, |F'| < M és |h| < H.

Z F Foxy
X ..f--)'
D

Most megmutatjuk, hogy F o~ rektifikalhato.

VegyUk F o egy tetszbleges (wy, w, ..., w,) beirt poligonjat; a csticsok dsképei y-nak egy
(20,21, ..,2n) beirt poligonjat adjak; véges sok tovabbi osztopont beszirasaval elérjik, hogy ~-t
r-nél kisebb atmeérojl ivekre osszak.

Az (F o ~)-ba irt poligon oldalszakaszaira mar felirhatjuk a tételt a h = 1 fliggvénnyel:

/ 1dw
[Wj—1,w]

wj
wi—1

n

n
Sow—wig =
j=1

j=1
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A ~-nak van egy olyan r sugarl zart megvastagitasa, amely teljes egészében D-be esik. Ez a
megvastagitas kompakt, ezen F’ és h egyenletesen folytonos és korlatos, |F'| < M és |h| < H.

Z F Foxy
X ..f--)'
D

Most megmutatjuk, hogy F o~ rektifikalhato.

VegyUk F o egy tetszbleges (wy, w, ..., w,) beirt poligonjat; a csticsok dsképei y-nak egy
(20,21, ..,2n) beirt poligonjat adjak; véges sok tovabbi osztopont beszirasaval elérjik, hogy ~-t
r-nél kisebb atmeérojl ivekre osszak.

Az (F o ~)-ba irt poligon oldalszakaszaira mar felirhatjuk a tételt a h = 1 fliggvénnyel:

/ 1dw / 1.-F'(z2)dz
wj—1,w] [z-1,2]

wj
wi—1

n

n
Sow—wig =
j=1

j=1

n

=2

j=1
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A ~-nak van egy olyan r sugarl zart megvastagitasa, amely teljes egészében D-be esik. Ez a
megvastagitas kompakt, ezen F’ és h egyenletesen folytonos és korlatos, |F'| < M és |h| < H.

Z F Foxy
X ..f--)'
D

Most megmutatjuk, hogy F o~ rektifikalhato.

VegyUk F o egy tetszbleges (wy, w, ..., w,) beirt poligonjat; a csticsok dsképei y-nak egy
(20,21, ..,2n) beirt poligonjat adjak; véges sok tovabbi osztopont beszirasaval elérjik, hogy ~-t
r-nél kisebb atmeérojl ivekre osszak.

Az (F o ~)-ba irt poligon oldalszakaszaira mar felirhatjuk a tételt a h = 1 fliggvénnyel:

n
/ 1dw / 1-F(2)dz| <Y M-|z— 24|
[wj—1,w] [zi-1,2]

j=1

wj
wi—1

n

n
Sow—wig =
j=1

j=1

n

=2

j=1
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A ~-nak van egy olyan r sugarl zart megvastagitasa, amely teljes egészében D-be esik. Ez a
megvastagitas kompakt, ezen F’ és h egyenletesen folytonos és korlatos, |F'| < M és |h| < H.

Z F Foxy
X ..f--)'
D

Most megmutatjuk, hogy F o~ rektifikalhato.

VegyUk F o egy tetszbleges (wy, w, ..., w,) beirt poligonjat; a csticsok dsképei y-nak egy
(20,21, ..,2n) beirt poligonjat adjak; véges sok tovabbi osztopont beszirasaval elérjik, hogy ~-t
r-nél kisebb atmeérojl ivekre osszak.

Az (F o ~)-ba irt poligon oldalszakaszaira mar felirhatjuk a tételt a h = 1 fliggvénnyel:

/ 1dw / 1.-F'(z2)dz
wj—1,w] [z-1,2]

wj
wi—1

n

n
Sow—wig =
j=1

j=1

n

=2

j=1

n
<Y M-z—2z 4| <M-U().
j=1
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A ~-nak van egy olyan r sugarl zart megvastagitasa, amely teljes egészében D-be esik. Ez a
megvastagitas kompakt, ezen F’ és h egyenletesen folytonos és korlatos, |F'| < M és |h| < H.

z; Foxy

: ;H */\—)\f

J r

D

Most megmutatjuk, hogy F o~ rektifikalhato.

VegyUk F o egy tetszbleges (wy, w, ..., w,) beirt poligonjat; a csticsok dsképei y-nak egy
(20,21, ..,2n) beirt poligonjat adjak; véges sok tovabbi osztopont beszirasaval elérjik, hogy ~-t
r-nél kisebb atmeérojl ivekre osszak.

Az (F o ~)-ba irt poligon oldalszakaszaira mar felirhatjuk a tételt a h = 1 fliggvénnyel:

/ 1dw / 1.F'(z)dz
[Wj—1,w] [z-1.2]

Tehat F o  tényleg rektifikalhato. A fF ) dw vonalintegral is biztosan létezik.

n

n
Sow—wig =
j=1

j=1

n

=2

j=1

n
<Y M-|zj— 24| < M- ().
j=1
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A képlet bizonyitasa: Vegylnk egy ¢ > 0-t. Valasszuk a fy, .. ., t, osztépontokat olyan sir{in,
hogy mindkét integralhoz e-nal kézelebb legyen a megfeleld integralkdzelité 6sszeg, és a v
egy-egy ivének konvex burkan bellil F/ megvaltozasa e-ndl kisebb legyen.
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A képlet bizonyitasa: Vegylnk egy ¢ > 0-t. Valasszuk a fy, .. ., t, osztépontokat olyan sir{in,
hogy mindkét integralhoz e-nal kézelebb legyen a megfeleld integralkdzelité 6sszeg, és a v
egy-egy ivének konvex burkan bellil F/ megvaltozasa e-ndl kisebb legyen.

/ h(w) dwf/h(F(z))F’(z) dz
Foy Y
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A képlet bizonyitasa: Vegylnk egy ¢ > 0-t. Valasszuk a fy, .. ., t, osztépontokat olyan sir{in,
hogy mindkét integralhoz e-nal kézelebb legyen a megfeleld integralkdzelité 6sszeg, és a v
egy-egy ivének konvex burkan bellil F/ megvaltozasa e-ndl kisebb legyen.

/ h(w) dwf/h(F(z))F’(z) dz
Foy Y

[ty aw =3 hw)( — wi-1)

=

<

<

Zj—zj_4) — / h(F(z2))F'(z) dz|+

3 (h(w,-)(w,- - w,-_1) — h(F(2)) F'(z)(z — z-1)

j=1

+

h(w;)
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A képlet bizonyitasa: Vegylnk egy ¢ > 0-t. Valasszuk a fy, .. ., t, osztépontokat olyan sir{in,
hogy mindkét integralhoz e-nal kézelebb legyen a megfeleld integralkdzelité 6sszeg, és a v
egy-egy ivének konvex burkan bellil F/ megvaltozasa e-ndl kisebb legyen.

/ h(w) dwf/h(F(z))F’(z) dz
Foy Y

[ty aw =3 hw)( — wi-1)

<

<

5~ 24)~ [ F@F(@) izt

j=1

+ > (hlw)(w; - w,-_o ~ h(F(2)) F(2)(z — 2-1)| <
- ()

Sere+ D [hw)|- |(w— wi) = F(2)(z— 21)|

=1
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A képlet bizonyitasa: Vegylnk egy ¢ > 0-t. Valasszuk a fy, .. ., t, osztépontokat olyan sir{in,
hogy mindkét integralhoz e-nal kézelebb legyen a megfeleld integralkdzelité 6sszeg, és a v
egy-egy ivének konvex burkan bellil F/ megvaltozasa e-ndl kisebb legyen.

[ty aw - / WF(2)F(2) dz] <
Fory ~
: ‘/Fw h(w) d"";h(wf)( —Wi-1) 2)(z — 1) /y h(F(2))F(2) dz|+

+ > (hlw)(w; - w,-_1) hF(Z)) Fl2)(z - 2-1)| <

= h(w))
Setet 2w |(w - wi) - Fl(2)(3 - 50)| <
=
= H/; /[z/—nz/] Fleydz— /[Zj—hzj] Flz) az
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A képlet bizonyitasa: Vegylnk egy ¢ > 0-t. Valasszuk a fy, .. ., t, osztépontokat olyan sir{in,
hogy mindkét integralhoz e-nal kézelebb legyen a megfeleld integralkdzelité 6sszeg, és a v
egy-egy ivének konvex burkan bellil F/ megvaltozasa e-ndl kisebb legyen.

[ oy aw - / NF(2)F(2) dz| <
Fory ~
: ‘/Fw h(w) d"";h(wf)( —Wi-1) 2)(z — 1) /y h(F(2))F(2) dz|+

+ > (hlw)(w; - w,-_1) hF(Z)) Fl2)(z - 2-1)| <

= h(w))
Setet X |nw)| - (W~ W)~ F(2)(z— 2-1)]| <
=
<2+ H; /[2,_1,2,] F'(z)dz - /[2,_1,21.1 F'(z)dz| <
(F’(Z) — F’(z,)) dz
[z-1,2]

2020. szept. 14.
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A képlet bizonyitasa: Vegylnk egy ¢ > 0-t. Valasszuk a fy, .. ., t, osztépontokat olyan sir{in,
hogy mindkét integralhoz e-nal kézelebb legyen a megfeleld integralkdzelité 6sszeg, és a v
egy-egy ivének konvex burkan bellil F/ megvaltozasa e-ndl kisebb legyen.

/ h(w) dwf/h(F(z))F’(z) dz| <
Foy Y
< ‘/FW h(w) dwl;h(wj)( —Wj_1) (,z,-_1)/v h(F(2))F'(z) dz|+

+ > (hlw)(w; - w,-_1>—h(F(z,-»F'(z,-)(z,-—zj_o <

= (w)
Setet I [Aw)| - |(w - W) - F(Z)(z - z-1)| <
j=1
<2+ H; /[z,-_1,z,] F'(z)dz - /[z,_w,z;] F'(z)dz| <
(F(2)- F'(2)) dz| <2: + HY e+ [z7— 24| < (2+ HE(Y)) - =
[zj-1.2] j=1

2020. szept. 14.
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A képlet bizonyitasa: Vegylnk egy ¢ > 0-t. Valasszuk a fy, .. ., t, osztépontokat olyan sir{in,
hogy mindkét integralhoz e-nal kézelebb legyen a megfeleld integralkdzelité 6sszeg, és a v
egy-egy ivének konvex burkan bellil F/ megvaltozasa e-ndl kisebb legyen.

/ h(w) dwf/h(F(z))F’(z) dz| <
Foy Y

n

: ‘/Fw h(w) d"";h(wf)( —Wi-1) (121-1)'/W h(F(2))F(2) dz|+

> (h(wp)(w; — w,-_o — h(F(2)) F'(2)(z — 2-+1)
= (w)
Setet I [Aw)| - |(w - W) - F(Z)(z - z-1)| <

=1
n

> / F'(2) dz—/ F'(z)dz| <
(zi-1,2] [z-1.2]

J=1 N
§25+HZ«5-\Z]—Z,‘71\ < (24 Hi(9)) - e.
j=1

<

+

<2e+H

(F(2)- F(z)) az

[

Ez tetszolegesen kicsi e-ra igaz, tehat a két integral egyenld.
Komplex Fiiggvénytan, 3-4. eléada

Zj_1,2]]

2020. szept. 14.
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Integraljuk a z — z fliggvényt az y = x? parabola 0 és 1 + i kdzotti ivén.
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Integraljuk a z — z filggvényt az y = x2 parabola 0 és 1 + i k6z6tti ivén.

1. megoldas: Legyen ~(t) =t +it? (0 < t < 1)
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Integraljuk a z — z filggvényt az y = x2 parabola 0 és 1 + i k6z6tti ivén.

1. megoldas: Legyen ~(t) = t +it? (0 < t < 1), akkor (1) = 1 + 2it,
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Integraljuk a z — z filggvényt az y = x2 parabola 0 és 1 + i k6z6tti ivén.

1. megoldas: Legyen ~(t) = t +it? (0 < t < 1), akkor (1) = 1 + 2it,

.
/zdz:/ (t+it?)(1 + 2it) dt
0 0
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Integraljuk a z — z filggvényt az y = x2 parabola 0 és 1 + i k6z6tti ivén.

1. megoldas: Legyen ~(t) = t +it? (0 < t < 1), akkor (1) = 1 + 2it,

1 1
/zdz:/ (t+it?)(1 + 2it) dt:/ (t + 3it? — 23) dt
¥ 0 0
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Integraljuk a z — z filggvényt az y = x2 parabola 0 és 1 + i k6z6tti ivén.

1. megoldas: Legyen ~(t) = t +it? (0 < t < 1), akkor (1) = 1 + 2it,
1 1 1 1,1
/zdz:/ (t+it?)(1 + 2it) dt:/ (t+3it2 —283) dt = {H—its—t“] =i
o 0 0 2 2

2. megoldas: Mivel z = (322)
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Integraljuk a z — z filggvényt az y = x2 parabola 0 és 1 + i k6z6tti ivén.

1. megoldas: Legyen ~(t) = t +it? (0 < t < 1), akkor (1) = 1 + 2it,
! ! 1 1

/zdz:/ (t+it?)(1 + 2it) dt:/ (t+3it2 —283) dt = {H—its—t“] =i
o 0 0 2 2

2. megoldas: Mivel z = (322)’, a Newton—Leibniz formula szerint

/zdz
Y
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Integraljuk a z — z filggvényt az y = x2 parabola 0 és 1 + i k6z6tti ivén.

1. megoldas: Legyen ~(t) = t +it? (0 < t < 1), akkor (1) = 1 + 2it,
! ! 1 1
/zdz = / (t+it?)(1 + 2it) dt = / (t+3it2 —283) dt = {H— it — t4] =i
o 0 0 2 2
2. megoldas: Mivel z = (322)’, a Newton—Leibniz formula szerint

[ 242 = 02 52007
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Integraljuk a z — z filggvényt az y = x2 parabola 0 és 1 + i k6z6tti ivén.

1. megoldas: Legyen ~(t) = t +it? (0 < t < 1), akkor (1) = 1 + 2it,
! ! 1 1
/zdz = / (t+it?)(1 + 2it) dt = / (t+3it2 —283) dt = {H— it — t4] =i
o 0 0 2 2
2. megoldas: Mivel z = (322)’, a Newton—Leibniz formula szerint

I PR DV RO DU
[yzdz—zfy(ﬂ 2207 = 5 (1412~ 502 =i
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Mara ennyi, itt a vége ]
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