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Elemi függvények definı́ciói

A valós hatványsorokat kiterjesztjük komplexre:

Definı́ció

ez = exp z =
∞∑

n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+

z3

3!
+

z4

4!
+

z5

5!
+

z6

6!
+ . . .

cos z =
∞∑

k=0

(−1)k z2k

(2k)!
= 1− z2

2!
+

z4

4!
− z6

6!
− z8

8!
+− . . .

sin z =
∞∑

k=0

(−1)k z2k+1

(2k + 1)!
= z − z3

3!
+

z5

5!
− z7

7!
− z9

9!
+− . . .

Ezek az egész sı́kon konvergensek.

tg z =
sin z
cos z

, ctg z =
cos z
sin z
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Tétel (exp z tulajdonságai)

(a) (ez)′ = ez ; (b) ez = ez ; (c) ez+w = ez · ew

Biz. (a,b) trivi a hatványsorból. (c):

ez+w =
∞∑

n=0

1
n!

(z + w)n =
∞∑

n=0

1
n!

(
n∑

k=0

(
n
k

)
zk wn−k

)
=
∞∑

n=0

1
n!

(
n∑

k=0

n!
k !(n − k)!

zk wn−k

)
=

=
∞∑

n=0

n∑
k=0

zk

k !
· wn−k

(n − k)!
=
∞∑

k=0

∞∑
n=k

zk

k !
· wn−k

(n − k)!
=

( ∞∑
k=0

zk

k !

)
·

( ∞∑
m=0

wm

m!

)
= ez · ew .

Alternatı́v bizonyı́tás: Rögzı́tjük a s = z + w számot. Legyen f (z) = ez · es−z .

f ′(z) = (ez · es−z)′ = (ez)′ · es−z + ez · (es−z)′ = ez · es−z + ez · (−es−z) = 0.

f konstans, f (z) = f (0) = es. Tehát ez · ew = ez · es−z = es = ez+w .
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Tétel (exp z tulajdonságai)

(a) (ez)′ = ez ; (b) ez = ez ; (c) ez+w = ez · ew

Biz. (a,b) trivi a hatványsorból. (c):

ez+w =
∞∑

n=0

1
n!

(z + w)n =
∞∑

n=0

1
n!

(
n∑

k=0

(
n
k

)
zk wn−k

)
=
∞∑

n=0

1
n!

(
n∑

k=0

n!
k !(n − k)!

zk wn−k

)
=

=
∞∑

n=0

n∑
k=0

zk

k !
· wn−k

(n − k)!
=
∞∑

k=0

∞∑
n=k

zk

k !
· wn−k

(n − k)!
=

( ∞∑
k=0

zk

k !

)
·

( ∞∑
m=0

wm

m!

)
= ez · ew .
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Tétel (exp z tulajdonságai)

(a) (ez)′ = ez ; (b) ez = ez ; (c) ez+w = ez · ew

Biz. (a,b) trivi a hatványsorból. (c):

ez+w =
∞∑

n=0

1
n!

(z + w)n =
∞∑

n=0

1
n!

(
n∑

k=0

(
n
k

)
zk wn−k

)
=
∞∑

n=0

1
n!

(
n∑

k=0

n!
k !(n − k)!

zk wn−k

)
=

=
∞∑

n=0

n∑
k=0

zk

k !
· wn−k

(n − k)!
=
∞∑

k=0

∞∑
n=k

zk

k !
· wn−k

(n − k)!
=

( ∞∑
k=0

zk

k !

)
·

( ∞∑
m=0

wm

m!

)
= ez · ew .
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f ′(z) = (ez · es−z)′ = (ez)′ · es−z + ez · (es−z)′ = ez · es−z + ez · (−es−z) = 0.

f konstans, f (z) = f (0) = es. Tehát ez · ew = ez · es−z = es = ez+w .
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Biz.

eiz = 1 + iz +
(iz)2

2!
+

(iz)3

3!
+

(iz)4

4!
+

(iz)5

5!
+

(iz)6

6!
+

(iz)7

7!
+

(iz)8

8!
+

(iz)9

9!
+ . . .

=

(
1− z2

2!
+

z4

4!
− z6

6!
+

z8

8!
−+ . . .

)
+ i
(

z − z3

3!
+

z5

5!
− z7

7!
+

z9

9!
−+ . . .

)
= cos z + i sin z
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Biz.

eiz = 1 + iz +
(iz)2

2!
+

(iz)3

3!
+

(iz)4

4!
+

(iz)5

5!
+

(iz)6

6!
+

(iz)7

7!
+

(iz)8

8!
+

(iz)9

9!
+ . . .

=

(
1− z2

2!
+

z4

4!
− z6

6!
+

z8

8!
−+ . . .

)
+ i
(

z − z3

3!
+

z5

5!
− z7

7!
+

z9

9!
−+ . . .

)
= cos z + i sin z
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Tétel

eiz = cos z + i sin z, e−iz = cos z − i sin z
ex+yi = ex · (cos y + i sin y); ez 6= 0; |ez | = eRe z , arg ez ≡ Im z (mod 2π)
ez periodikus 2πi szerint

cos z =
eiz + e−iz

2
; cos(x + yi) =

ey + e−y

2
cos x + i

e−y − ey

2
sin x

sin z =
eiz − e−iz

2i
sin(x + yi) =

ey + e−y

2
sin x + i

ey − e−y

2
cos x

cos z és sin z periodikus 2π szerint
(cos z)′ = − sin z, (sin z)′ = cos z
A megszokott trigonometrikus azonosságok érvényesek
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Például
cos z · cos w − sin z · sin w

=

=
ezi + e−zi

2
· ewi + e−wi

2
− ezi − e−zi

2i
· ewi − e−wi

2i
=

=
(ezi + e−zi)(ewi + e−wi) + (ezi − e−zi)(ewi − e−wi)

4
=

=
e(z+w)i + e−(z+w)i

2
= cos(z + w).

A többi azonosságot ugyanı́gy lehetne ellenőrizni.
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A többi azonosságot ugyanı́gy lehetne ellenőrizni.
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vı́szszintes egyenes képe félegyenes, függőleges egyenes képe kör, sáv képe
szögtartomány
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Határértékek, ha→ ±∞

y → +∞ y → −∞

eiz

= e−y+xi 0 ∞

e−iz

= ey−xi =
1

eiz ∞ 0

cos z

=
eiz + e−iz

2
∞ ∞

sin z

=
eiz − e−iz

2i
∞ ∞

tg z

= −i
e2iz − 1
e2iz + 1

= −i
1− e−2iz

1 + e−2iz i −i

ctg z

= i
e2iz + 1
e2iz − 1

= i
1 + e−2iz

1− e−2iz −i i
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Határértékek, ha→ ±∞

y → +∞ y → −∞

eiz = e−y+xi 0 ∞

e−iz = ey−xi =
1

eiz ∞ 0

cos z =
eiz + e−iz

2
∞ ∞

sin z =
eiz − e−iz

2i
∞ ∞

tg z = −i
e2iz − 1
e2iz + 1

= −i
1− e−2iz

1 + e−2iz i −i

ctg z = i
e2iz + 1
e2iz − 1

= i
1 + e−2iz

1− e−2iz −i i
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Komplex logaritmus?
Rózsaszı́nű álom

Olyan log z függvényt szeretnénk, amelyre z 6= 0 esetén

z = elog z ,

vagyis
|z| =

∣∣elog z
∣∣ = eRe log z és arg z = arg elog z = eIm log z ,

vagyis
Re(log z) = log︸︷︷︸

valós log

|z| és Im(log z) = arg z

... öö ... és még differenciálható is legyen (de legalább folytonos).

Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egész C \ {0} sı́kon.
Próbálkozhatunk többértékű függvénnyel, minden nemnulla számnak végtelen sok
logaritmusa lesz
Vagy minden számhoz csak egyetlen értéket választunk, de akkor cserébe nem minden
számnak lesz logaritmusa.
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Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egész C \ {0} sı́kon.
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Milyen D tartományokon létezik logaritmusfüggvény?

Szemléletesen, ha a tartomány (vagy a
tartományban egy zárt görbe) ”megkerüli” a
0-t, akkor nem létezik arg z-nek és
log z-nek folytonos ága D-n.
Ha a tartomány ”nem kerüli meg” a 0-t,
akkor létezik D-n folytonos argumentum- és
logaritmusfüggvény.

A jövő héten megvizsgáljuk precı́zebben.

Definı́ció

A logaritmus ”főértéke”: Nem értelmezzük a nempozitı́v valós
helyeken.
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valós log

|z|+ i · arg z, −π < arg z < π
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A jövő héten megvizsgáljuk precı́zebben.

Definı́ció
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Tétel

Ha a D tartományon létezik a log z-nek folytonos ága, akkor ez holomorf is, és (log z)′ =
1
z

.

Biz. Legyen b ∈ D tetszőleges és a = log b. Az inverz függvény differenciálási szabálya működik:
ea = b, log b = a, ew diffható és a deriváltja nem 0, továbbá log z folytonos b-ben. Tehát,

(log z)′
∣∣∣
z=b

=
1

(ew )′
∣∣
w=a

=
1
ea =

1
b
.
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Hatványozás?

Mennyi legyen ab?

ab = exp
(
b · (log a + k · 2πi)

)
?

Az egész kitevős hatványokkal nincs gond; ha b ∈ Z, akkor log a minden értéke ugyanazt a
hatvány értéket adja.
Racionális, de nem egész kitevő esetén véges sok lehetséges érték lehet, például minden
komplex számnak két négyzetgyöke van; iracionális kitevő esetén végtelen sok érték létezik.
Fix alap esetén log a különböző értékei különböző az = exp

(
z · log a) függvényeket adnak.

Megállapodás: ha a fix pozitı́v valós, akkor a valós értékű logaritmust vesszük, ezzel a valós
exponenciális függvényeket terjesztjük ki.
Ha egy tartományon létezik log f (z)-nek holomorf ága, akkor a logaritmus mindegyik ágából
kapunk egy-egy lehetséges f (z)g(z) = exp

(
g(z) · log f (z)

)
függvényt, ezek közül

választhatunk.
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Hatványozás?

Mennyi legyen ab?

ab = exp
(
b · (log a + k · 2πi)

)
?
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választhatunk.
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Mercator-térkép, újra

sztereografikus vetület a Déli sarkból
(szög-, kör- és irányı́tástartó)

i · log z
−→

e−iz

←−

Mercator-térkép
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4. Komplex vonalintegrálok
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Folytonos görbék
Lényegében ugyanúgy, mint R2-ben

Definı́ció

Görbe: γ : [a,b]→ C, t 7→ x(t) + y(t)i , γ̇ = ẋ + ẏ i
Folytonos, diffható, folytonosan diffható stb., ha γ(t), illetve x(t) és y(t) folytonos, diffható,
folytonosan diffható stb.
A görbe hossza a beı́rt töröttvonalak hosszának szuprémuma:
`(γ) = sup

{∑n
j=1

∣∣γ(tj)− γ(tj−1)
∣∣ : a = t0 < t1 < . . . < tn = b

}
. A görbe rektifikálható, ha a

hossza véges
Átparaméterezés: h : [c,d ]→ [a,b] szig. mon. növő bijekció; az új görbe γ ◦ h
A görbe megfordı́tása: h : [c,d ]→ [a,b] szig. mon. csökkenő bijekció; az új görbe γ ◦ h

Trivi:
Folytonos görbe átparaméterezései is folytonosak.
A görbe hossza nem függ a paraméterezéstől.
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Folytonos, diffható, folytonosan diffható stb., ha γ(t), illetve x(t) és y(t) folytonos, diffható,
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A görbe hossza a beı́rt töröttvonalak hosszának szuprémuma:
`(γ) = sup

{∑n
j=1

∣∣γ(tj)− γ(tj−1)
∣∣ : a = t0 < t1 < . . . < tn = b

}
. A görbe rektifikálható, ha a
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Trivi:
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A görbe megfordı́tása: h : [c,d ]→ [a,b] szig. mon. csökkenő bijekció; az új görbe γ ◦ h
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Folytonos görbék
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A görbe hossza a beı́rt töröttvonalak hosszának szuprémuma:
`(γ) = sup

{∑n
j=1

∣∣γ(tj)− γ(tj−1)
∣∣ : a = t0 < t1 < . . . < tn = b
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Komplex vonalintegrál

Defı́nció
Legyen γ : [a,b]→ C folytonos görbe,és f (z) olyan komplex függvény, amely értelmes γ pontjain.

Az f (z) függvény komplex vonalintegrálja a γ görbén az I ∈ C szám, ha minden ε > 0-hoz van
olyan δ > 0, hogy az [a,b] paraméterintervallum bármely, δ-nál finomabb a = t0 < t1 < . . . < tn = b
felosztására és τj ∈ [tj=1, tj ] (j = 1,2, . . . ,n) paraméterértékekre∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

f
(
γ(τj)

)
·
(
γ(tj)− γ(tj−1)

)
− I

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Jele:
∫
γ

f (z) dz,
∫
γ

f
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Tétel

(a) Ha γ rektifikálható folytonos görbe, és f folytonos, akkor a
∫
γ

f (z) dz vonalintegrál létezik.

(b) Ha γ : [a,b]→ C szakaszonként folytonosan differenciálható, és f folytonos, akkor∫
γ

f (z) dz =
∫ b

a f (γ(t)) · γ̇(t) dt .

Biz. Legyen γ = x + yi és f = u + vi . (a) Az integráközelı́tő összeg
n∑

j=1

(
u
(
γ(τj)

)
+ v

(
γ(τj)i

)
︸ ︷︷ ︸

f (γ(τj ))

·
((

x(tj)− x(tj−1)
)
+
(
y(tj)− y(tj−1)

)
i
)

︸ ︷︷ ︸
γ(tj )−γ(tj−1)

=

=
n∑

j=1

u
(
γ(τj)

)
·
(
x(tj)− x(tj−1)

)
+ i

n∑
j=1

u
(
γ(τj)

)
·
(
y(tj)− y(tj−1)

)
+i

n∑
j=1

v
(
γ(τj)

)
·
(
x(tj)− x(tj−1)

)
−

n∑
j=1

v
(
γ(τj)

)
·
(
y(tj)− y(tj−1)

)
.

Ez a négy összeg az
∫ b

a u(γ(t)) dx(t), az
∫ b

a u(γ(t)) dy(t), az
∫ b

a v(γ(t)) dx(t), illetve az∫ b
a v(γ(t)) dy(t) Riemann-Stieltjes integrál egy-egy közelı́tő összege.
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Ez a négy összeg az
∫ b

a u(γ(t)) dx(t), az
∫ b

a u(γ(t)) dy(t), az
∫ b

a v(γ(t)) dx(t), illetve az∫ b
a v(γ(t)) dy(t) Riemann-Stieltjes integrál egy-egy közelı́tő összege.
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n∑

j=1

(
u
(
γ(τj)

)
+ v

(
γ(τj)i

)
︸ ︷︷ ︸

f (γ(τj ))

·
((

x(tj)− x(tj−1)
)
+
(
y(tj)− y(tj−1)

)
i
)

︸ ︷︷ ︸
γ(tj )−γ(tj−1)

=

=
n∑

j=1

u
(
γ(τj)

)
·
(
x(tj)− x(tj−1)

)

+ i
n∑

j=1

u
(
γ(τj)

)
·
(
y(tj)− y(tj−1)

)
+i

n∑
j=1

v
(
γ(τj)

)
·
(
x(tj)− x(tj−1)

)
−

n∑
j=1

v
(
γ(τj)

)
·
(
y(tj)− y(tj−1)

)
.
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. . . =
n∑

j=1

u
(
γ(τj )

)
·
(
x(tj )− x(tj−1)

)
+ i

n∑
j=1

u
(
γ(τj )

)
·
(
y(tj )− y(tj−1)

)
+i

n∑
j=1

v
(
γ(τj )

)
·
(
x(tj )− x(tj−1)

)
−

n∑
j=1

v
(
γ(τj )

)
·
(
y(tj )− y(tj−1)

)
.
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v(γ(t))ẏ(t) dt =

=

∫ b

a

(
u(γ(t)) + v(γ(t))i

)
·
(

ẋ(t) + ẏ(t)i
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u(γ(t))ẋ(t) dt + i

∫ b

a
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ẋ(t) + ẏ(t)i
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Tétel
Ha γ1 a γ egy átparaméterezése, akkor ∫

γ

f =
∫
γ1

f .

(Ha az egyik létezik, akkor a másik is.)

Biz. Legyen γ1 = γ ◦ h, h : [c,d ]→ [a,b] szig. mon. növő, egyenletesen folytonos. Tegyük fel,
hogy

∫
γ

f létezik.
Vegyünk egy tetszőleges ε-t; ehhez létezik a definı́ciónak megfelelő δ. Ehhez a δ-hoz létezik η > 0,
hogy u, v ∈ [c,d ], |u − v | < η esetén |h(u)− h(v)| < δ.
Ha c = u0 < u1 < . . . < un = d egy η-nál finonabb felosztása [c,d ]-nek, és υj ∈ [uj−1,uj ], akkor
a = t0 = h(u0) < t1 = h(u1) < . . . < tn = h(un) egy δ-nál finomabb felosztása [a,b]-nek,
τj = h(υj) ∈ [tj−1, tj ], és∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

f
(
γ1(υj)

)
·
(
γ1(uj)− γ1(uj−1)

)
− I

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

f
(
γ(τj)

)
·
(
γ(tj)− γ(tj−1)

)
− I

∣∣∣∣∣∣ < ε.
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γ

f =
∫
γ1

f .
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Tétel
Ha γ a γ1 és γ2 egymás után fűzése, akkor∫

γ

f =
∫
γ1

f +
∫
γ1

f .

(Ha az egyik oldal létezik, akkor a másik is.)

Ha γ1 a γ-nak megfordı́tása, akkor
∫
γ1

f = −
∫
γ

f .∫
γ

1 dz = γ(b)− γ(a)
Ha
∫
γ

f (z) dz és
∫
γ

g(z) dz létezik és c,d konstansok, akkor∫
γ

(c · f (z) + d · g(z)) dz = c ·
∫
γ

f (z) dz + d ·
∫
γ

g(z) dz.

Biz. Ugyanaz, mint valós vonalintegráloknál.
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Alternatı́v definı́ció
γ : [a,b]→ C rektifikálható, folytonos

dγ korlátos változású Lebesgue-Stieltjes mérték, a totális variációja `(γ)
A vonalintegrál a f ◦ γ függvény LS integrálja a dγ mérték szerint.
Minden Borel-mérhető függvénynek értelmes a vonalintegrálja
A vonalintegrál lineáris
A vonalintegrál additı́v
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Alternatı́v definı́ció
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A vonalintegrál additı́v
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Lemma (triviális becslés)

Ha a görbe pontjaiban |f (z)| ≤ M, akkor∣∣∣∣∫
γ

f (z) dz
∣∣∣∣ ≤ M · `(γ).

Biz. A becslés minden integrálközelı́tő összegre igaz:∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

f
(
γ(τj)

)
·
(
γ(tj)− γ(tj−1)

)∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

∣∣∣f (γ(τj)
)∣∣∣ · ∣∣γ(tj)− γ(tj−1)

∣∣ ≤
≤

n∑
j=1

M ·
∣∣γ(tj)− γ(tj−1)

∣∣ = M ·
n∑

j=1

∣∣γ(tj)− γ(tj−1)
∣∣ ≤ M · `(γ).
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Lemma (triviális becslés)

Ha a görbe pontjaiban |f (z)| ≤ M, akkor∣∣∣∣∫
γ

f (z) dz
∣∣∣∣ ≤ M · `(γ).

Biz. A becslés minden integrálközelı́tő összegre igaz:∣∣∣∣∣∣
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n∑

j=1

f
(
γ(τj)

)
·
(
γ(tj)− γ(tj−1)

)∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

∣∣∣f (γ(τj)
)∣∣∣ · ∣∣γ(tj)− γ(tj−1)

∣∣ ≤
≤

n∑
j=1

M ·
∣∣γ(tj)− γ(tj−1)

∣∣ = M ·
n∑

j=1

∣∣γ(tj)− γ(tj−1)
∣∣

≤ M · `(γ).
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Következmény

Legyen γ rektifikálható folytonos görbe; f1, f2, . . ., a γ pontjaiban folytonos függvények.
Ha fn → g egyenletesen, akkor

∫
γ

fn →
∫
γ

g.

Ha
∑

fn = g egyenletesen, akkor
∑∫

γ
fn =

∫
γ

g.

Biz. az egyenletes konvergencia miatt g is folytonos.∣∣∣∣∫
γ

fn −
∫
γ

g
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

γ

(fn − g)
∣∣∣∣ ≤ (max

γ
|fn − g|

)
· `(γ)→ 0.
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Ha fn → g egyenletesen, akkor

∫
γ

fn →
∫
γ

g.

Ha
∑

fn = g egyenletesen, akkor
∑∫

γ
fn =

∫
γ

g.

Biz. az egyenletes konvergencia miatt g is folytonos.

∣∣∣∣∫
γ

fn −
∫
γ

g
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

γ

(fn − g)
∣∣∣∣ ≤ (max

γ
|fn − g|

)
· `(γ)→ 0.
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Tétel (helyettesı́téses integrálás)

Legyen D ⊂ C tartomány, γ : [a,b]→ D rektifikálható folytonos görbe, F : D → C folytonosan
differenciálható, továbbá h az F ◦ γ pontjain folytonos függvény. Ekkor

Az F ◦ γ görbe is rektifikálható, és∫
F◦γ

h(w) dw =

∫
γ

h(F (z)) · F ′(z) dz.

Tétel (Newton–Leibniz formula komplex vonalintegrálokra)

Legyen D ⊂ C tartomány, γ : [a,b]→ D rektifikálható folytonos görbe, F : D → C folytonosan
differenciálható. Ekkor ∫

γ

F ′(z) dz = F (γ(b))− F (γ(a)).

A NL formula a helyettesı́téses integrálás speciális esete h = 1-gyel.
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A γ-nak van egy olyan r sugarú zárt megvastagı́tása, amely teljes egészében D-be esik. Ez a
megvastagı́tás kompakt, ezen F ′ és h egyenletesen folytonos és korlátos, |F ′| ≤ M és |h| ≤ H.

Most megmutatjuk, hogy F ◦ γ rektifikálható.
Vegyük F ◦ γ egy tetszőleges (w0,w1, . . . ,wn) beı́rt poligonját; a csúcsok ősképei γ-nak egy
(z0, z1, . . . , zn) beı́rt poligonját adják; véges sok további osztópont beszúrásával elérjük, hogy γ-t
r -nél kisebb átmérőjű ı́vekre osszák.
Az (F ◦ γ)-ba ı́rt poligon oldalszakaszaira már felı́rhatjuk a tételt a h = 1 függvénnyel:

n∑
j=1

|wj − wj−1| =
n∑

j=1

∣∣∣∣∣
∫
[wj−1,wj ]

1 dw

∣∣∣∣∣ =
n∑

j=1

∣∣∣∣∣
∫
[zj−1,zj ]

1 · F ′(z) dz

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

M · |zj − zj−1| ≤ M · `(γ).

Tehát F ◦ γ tényleg rektifikálható. A
∫

F◦γ h(w) dw vonalintegrál is biztosan létezik.
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A képlet bizonyı́tása: Vegyünk egy ε > 0-t. Válasszuk a t0, . . . , tn osztópontokat olyan sűrűn,
hogy mindkét integrálhoz ε-nál közelebb legyen a megfelelő integrálközelı́tő összeg, és a γ
egy-egy ı́vének konvex burkán belül F ′ megváltozása ε-nál kisebb legyen.

∣∣∣∣ ∫
F◦γ

h(w) dw −
∫
γ

h(F (z))F ′(z) dz
∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣ ∫

F◦γ
h(w) dw −

n∑
j=1

h(wj)(wj − wj−1)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ n∑
j=1

h(F (zj))F ′(zj)(zj − zj−1)−
∫
γ

h(F (z))F ′(z) dz
∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣ n∑
j=1

(
h(wj)(wj − wj−1)− h(F (zj))︸ ︷︷ ︸

h(wj )

F ′(zj)(zj − zj−1)

∣∣∣∣ ≤
≤ ε+ ε+

n∑
j=1

∣∣h(wj)
∣∣ · ∣∣∣(wj − wj−1)− F ′(zj)(zj − zj−1)

∣∣∣ ≤
≤ 2ε+ H

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∫
[zj−1,zj ]

F ′(z) dz −
∫
[zj−1,zj ]

F ′(zj) dz
∣∣∣∣ ≤

≤ 2ε+ H
n∑

j=1

∣∣∣∣ ∫
[zj−1,zj ]

(
F ′(z)− F ′(zj)

)
dz
∣∣∣∣ ≤ 2ε+ H

n∑
j=1

ε · |zj − zj−1| ≤ (2 + H`(γ)) · ε.

Ez tetszőlegesen kicsi ε-ra igaz, tehát a két integrál egyenlő.
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egy-egy ı́vének konvex burkán belül F ′ megváltozása ε-nál kisebb legyen.∣∣∣∣ ∫
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Példa

Integráljuk a z 7→ z függvényt az y = x2 parabola 0 és 1 + i közötti ı́vén.

1. megoldás: Legyen γ(t) = t + it2 (0 ≤ t ≤ 1), akkor γ̇(t) = 1 + 2it ,∫
γ

z dz =

∫ 1

0
(t + it2)(1 + 2it) dt =

∫ 1

0
(t + 3it2 − 2t3) dt =

[
1
2

t + it3 − 1
2

t4
]1

0
= i .

2. megoldás: Mivel z = ( 1
2 z2)′, a Newton–Leibniz formula szerint∫
γ

z dz =
1
2
γ(1)2 − 1

2
γ(0)2 =

1
2
(1 + i)2 − 1

2
02 = i .
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1. megoldás: Legyen γ(t) = t + it2 (0 ≤ t ≤ 1)

, akkor γ̇(t) = 1 + 2it ,∫
γ

z dz =

∫ 1

0
(t + it2)(1 + 2it) dt =

∫ 1

0
(t + 3it2 − 2t3) dt =

[
1
2

t + it3 − 1
2

t4
]1

0
= i .

2. megoldás: Mivel z = ( 1
2 z2)′, a Newton–Leibniz formula szerint∫
γ

z dz =
1
2
γ(1)2 − 1

2
γ(0)2 =

1
2
(1 + i)2 − 1

2
02 = i .

4. Komplex vonalintegrálok Komplex Függvénytan, 3–4. előadás 2020. szept. 14. 29 / 30
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Példa
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z dz =
1
2
γ(1)2 − 1

2
γ(0)2 =

1
2
(1 + i)2 − 1

2
02 = i .
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