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Cauchy-alaptétel

Cauchy-integrálformulák

2020. szept. 21.
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A primitı́v függvény létezése

Tétel
Legyen D ⊂ C tartomány, f : D → C folytonos. Ezek ekvivalensek:
(a) f -nek létezik primitı́v függvénye: valamilyen F ∈ O(D) függvénnyel f = F ′.

(b1) Közös végpontú, D-ben fekvő rektifikálható folytonos görbéken f vonalintegrálja egyenlő.
(b2) f komplex vonalintegrálja 0 minden D-beli zárt, rektifikálható folytonos görbén.
(c1) Közös végpontú, D-ben fekvő töröttvonalakon f vonalintegrálja egyenlő.
(c2) f vonalintegrálja 0 minden D-beli zárt töröttvonalon.

Biz. (a)=⇒(b): következik a Newton–Leibniz formulából.
(b)=⇒(c): trivi (minden TV egyben rektifikálható folytonos görbe is).
(c)=⇒(a): megismételjük a valós függvényeknél látott bizonyı́tást.
Kijelölünk egy z0 ∈ D kezdőpontot, és F -et ı́gy defináljuk: F (z) =∫
γ

f (w) dw , bármelyik z0-t z-vel összekötő γ töröttvonalon. A (c)
tulajdonság miatt a vonalintegrál értéke független a töröttvonaltól.
Azt kell még ellenőrizni, hogy tényleg F ′(z) = f (z).
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(c)=⇒(a): megismételjük a valós függvényeknél látott bizonyı́tást.
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(b2) f komplex vonalintegrálja 0 minden D-beli zárt, rektifikálható folytonos görbén.
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Vegyünk egy tetszőleges z ∈ D pontot. Azt fogjuk igazolni, hogy
F ′(z) = f (z).

Legyen ε > 0 szintén tetszőleges.

Az f folytonos z-ben, tehát van olyan δ > 0, hogy B(z, δ) ⊂ D,
továbbá minden ζ ∈ B(z, δ)-ra |f (ζ)− f (z)| < ε.

0 < |w − z| < δ esetén

F (w)−F (z) =

∫
[z,w ]

f (ζ) dζ =

∫
[z,w ]

f (z) dζ+

∫
[z,w ]

(
f (ζ)−f (z)

)
dζ = f (z)(w−z)+

∫
[z,w ]

(
f (ζ)−f (z)

)
dζ

∣∣∣F (w)−F (z)− f (z)(w − z)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

[z,w ]

(
f (ζ)− f (z)

)
dζ

∣∣∣∣∣ ≤ ( sup
ζ∈[z,w ]

∣∣f (ζ)− f (z)
∣∣) · |w − z| ≤ ε · |w − z|

∣∣∣∣F (w)− F (z)

w − z
− f (z)

∣∣∣∣ ≤ ε.
Tehát lim

w→z

F (w)− F (z)

w − z
= f (z); az F függvény differenciálható a z pontban és F ′(z) = f (z).

Ez minden z ∈ D pontban igaz, tehát F primitı́v függvénye f -nek.
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Az f folytonos z-ben, tehát van olyan δ > 0, hogy B(z, δ) ⊂ D,
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Vegyünk egy tetszőleges z ∈ D pontot. Azt fogjuk igazolni, hogy
F ′(z) = f (z).

Legyen ε > 0 szintén tetszőleges.
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Holomorf függvény primitı́v függvénye

Goursat-lemma
Legyen D tartomány, f : D → C holomorf.
Ha ∆ irányı́tott háromszögvonal, a belsejével együtt D-be esik, akkor

∫
∆

f (z) dz = 0.

Biz. Definiálunk egy ∆0,∆1, . . . háromszögsorozatot. A ∆n
mentén a vonalintegrál In =

∫
∆n

f (z) dz.

Az első háromszög maga a ∆: elem ∆0 = ∆, és azt akarjuk
igazolni, hogy I0 = 0.

Ha ∆n már megvan, akkor a középvonalakkal négyfelé osztjuk,
és ∆n+1 az a negyed háromszög lesz, amelyen a vonalintegrál
abszolút értéke a legnagyobb.

A négy integrál összege In, tehát |In+1| ≥
|In|
4

;

Indukcióval |In| ≥
|I0|
4n , a ∆n kerülete `(∆n) =

`(∆)

2n .

Legyen c az a pont, amelyre a hármszögsorozat összehúzódik.
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Az első háromszög maga a ∆: elem ∆0 = ∆, és azt akarjuk
igazolni, hogy I0 = 0.

Ha ∆n már megvan, akkor a középvonalakkal négyfelé osztjuk,
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abszolút értéke a legnagyobb.
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Indukcióval |In| ≥
|I0|
4n , a ∆n kerülete `(∆n) =
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Az első háromszög maga a ∆: elem ∆0 = ∆, és azt akarjuk
igazolni, hogy I0 = 0.
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mentén a vonalintegrál In =

∫
∆n

f (z) dz.
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és ∆n+1 az a negyed háromszög lesz, amelyen a vonalintegrál
abszolút értéke a legnagyobb.
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Legyen D tartomány, f : D → C holomorf.
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A f differenciálható a c pontban. Az f (c) = a és f ′(c) = b számokkal a
c közelében f (z) ≈ a + b(z − c).

Rögzı́tsünk egy tetszőleges ε > 0-t.
Mivel f differenciálható c-ben, van olyan δ > 0, hogy a B(c, δ) körben∣∣f (z)− f (c)− f ′(c)(z − c)

∣∣ =
∣∣f (z)− a− b(z − c)

∣∣ ≤ ε · |z − c|.

Vegyünk egy olyan nagy n-et, amelyre már ∆n ⊂ B(c, δ).

|I0|
4n ≤ |In| =

∣∣∣∣∫
∆n

f (z) dz
∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣∣
∫

∆n

(
a + b(z − c)

)︸ ︷︷ ︸
van primitı́v függvénye

dz

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
∆n

(
f (z)− a− b(z − c)

)
dz
∣∣∣∣ ≤

≤ 0 + max
z∈∆n

∣∣∣f (z)− a(z − c) + b
∣∣∣ · `(∆n) < (ε · `(∆n)) · `(∆n) = ε ·

(
`(∆)

2n

)2

|I0| < ε · `(∆)2.

Ez minden ε-ra igaz, tehát I0 = 0.
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c közelében f (z) ≈ a + b(z − c).
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Következmények

Legyen D tartomány, f : D → C holomorf.

Ha D csillagszerű (pl. konvex), akkor f integrálja 0 minden D-ben
fekvő zárt töröttvonalon. Ha D csillagszerű, akkor f -nek létezik
primitı́v függvénye.
f -nek minden pont körül létezik lokális primitı́v függvénye.

Közös végpontú homotóp rektifikálható görbéken f vonalintegrálja ugyanaz.
Homotóp zárt rektifikálható görbéken f vonalintegrálja ugyanaz.
Nullhomotóp rektifikálható zárt görbéken f vonalintegrálja 0.

Cauchy-tétel; Cauchy-féle integráltétel; Cauchy-alaptétel; a komplex analı́zis főtétele

Ha D egyszeresen összefüggő tartomány, és f holomorf D-n, akkor minden, D-ben fekvő
rektifikálható folytonos zárt γ görbén

∫
γ

f (z) dz = 0.

Tétel
Ha D egyszeresen összefüggő tartomány, és f holomorf D-n, akkor f -nek létezik primitı́v
függvénye.
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Következmények
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Legyen D tartomány, f : D → C holomorf.
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Cauchy-tétel; Cauchy-féle integráltétel; Cauchy-alaptétel; a komplex analı́zis főtétele
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primitı́v függvénye.
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Példa

Az
1
z

függvény holomorf a C \ {0} tartományon, de a tartomány nem egyszeresen összefüggő.
Számı́tsuk ki a függvény vonalintegrálját az egységkörvonalon.∫

|z|=1

dz
z

=?

(Jelölés:
∫
|z−c|=R azt jelenti, hogy a pozitı́v irányı́tású körön integrálunk.)

A kör egy paraméterezése z(t) = eit (0 ≤ t ≤ 2π); ż = ieit avagy
dz = ieit dt ;∫

|z|=1

1
z

dz =

∫ 2π

t=0

1
eit · ie

it dt =

∫ 2π

t=0
i dt = 2πi .

(Ha létezne holomorf logaritmus a C\{0} tartományon, akkor az
integrál 0 lenne.)

Az irányı́tott körvonallal homotóp görbéken az integrál ugyanez.
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Példa

Az
1
z
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Lemma
Bármely c ∈ C és r > 0 esetén ∫

|z−c|=r

dz
z − c

= 2πi .

Biz. A körvonal egy paraméterezése z(t) = c + reit (0 ≤ t ≤ 2π).∫
|z−c|=r

dz
z − c

=

∫ 2π

0

1
z(t)− c

· ż(t) dt =

∫ 2π

0

1
reit · rie

it dt =

∫ 2π

0
i dt = 2πi .
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Tétel (Cauchy-formula körlapra)

Legyen f holomorf a B(c,R)-nál valamivel nagyobb körlapon. Ekkor bármely, z ∈ B(c,R) pontban

f (z) =
1

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

w − z
dw .

Biz. Legyen ε > 0 tetszőleges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |w−z| ≤ r
esetén |f (z)− f (w)| < ε. A |w − c| = R körvonal homotóp a |w − z| = r
körvonallal, ı́gy

1
2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

w − z
dw =

1
2πi

∫
|w−z|=r

f (w)

w − z
dw =

= f (z) · 1
2πi

∫
|w−z|=r

1
w − z

dw +
1

2πi

∫
|w−z|=r

f (w)− f (z)

w − z
dw =

= f (z) · 1 +
1

2πi

∫
|w−z|=r

f (w)− f (z)

w − z
dw ;∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

w − z
dw − f (z)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|w−z|=r

f (z)− f (w)

w − z
dw

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π
· ε

r
· 2πr = ε.

Ez minden ε > 0-ra igaz, tehát
∣∣∣ 1

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)
w−z dw − f (z)

∣∣∣ = 0.
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f (z) =
1

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

w − z
dw .
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Biz. Legyen ε > 0 tetszőleges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |w−z| ≤ r
esetén |f (z)− f (w)| < ε. A |w − c| = R körvonal homotóp a |w − z| = r
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Tétel (derviáltakra vonatkozó Cauchy-formula, körlapra)

Legyen f holomorf a B(c,R)-nál valamivel nagyobb körlapon. Ekkor B(c,R) belsejében a körlapon
akárhányszor differenciálható, és

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

(w − z)n+1 dw .

Biz. Indukció n szerint; n = 0-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az állı́tás igaz n-re, akkor

f (n+1)(z) = lim
ζ→z

f (n)(ζ)− f (n)(z)

ζ − z
=

= lim
ζ→z

1
ζ − z

(
n!

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

(w − ζ)n+1 dw − n!

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

(w − z)n+1 dw

)
=

= lim
ζ→z

n!

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

(w − ζ)n+1(w − z)n+1 ·
(w − z)n+1 − (w − ζ)n+1

ζ − z
dw =

= lim
ζ→z

n!

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

(w − ζ)n+1(w − z)n+1 ·
(

(w − z)n + (w − z)n−1(w − ζ) + . . .+ (w − ζ)n
)

dw .
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f (n)(z) =
n!

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

(w − z)n+1 dw .
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Tétel (derviáltakra vonatkozó Cauchy-formula, körlapra)

Legyen f holomorf a B(c,R)-nál valamivel nagyobb körlapon. Ekkor B(c,R) belsejében a körlapon
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f (n+1)(z) = lim
ζ→z

n!

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

(w − ζ)n+1(w − z)n+1
·
(

(w − z)n + (w − z)n−1(w − ζ) + . . .+ (w − ζ)n
)

dw

körvonalon f folytonos, tehát korlátos. Ha z távolsága a körvonaltól d , akkor
ζ ∈ B(z, d

2 ) esetén |w − ζ| > d
2 , és az integrandus ζ → z esetén egyenletesen

tart a
f (w)

(w − z)2n+2 · (n + 1)(w − z)n függvényhez.

(Az egyenletes határérték felcserélhető az összeadással és a szorzással, és re-
ciprokkal is, ha a nevező limeszfüggvénye nem torlódik a 0-hoz.) Az egyenletes
konvergencia miatt a limesz és az integrál felcserélhető:

f (n+1)(z) =
n!

2πi

∫
|w−c|=R

lim
ζ→z

(
f (w)

(w − ζ)n+1(w − z)n+1 ·
(

(w − z)n + . . .+ (w − ζ)n
))

dw =

=
n!

2πi

∫
|w−c|=R

lim
ζ→z

(
f (w)
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ζ ∈ B(z, d

2 ) esetén |w − ζ| > d
2 ,

és az integrandus ζ → z esetén egyenletesen

tart a
f (w)

(w − z)2n+2 · (n + 1)(w − z)n függvényhez.
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2

esetén az integrandus egyenletesen korlátos, ı́gy az integrál és a pontonkénti limesz felcserélhető.

(Utolsó lehetőségként (pl. vizsgán) hivatkozhatunk a Nagy Bivaly barátságára is.)
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f (n+1)(z) = lim
ζ→z

n!

2πi

∫
|w−c|=R

f (w)

(w − ζ)n+1(w − z)n+1
·
(

(w − z)n + (w − z)n−1(w − ζ) + . . .+ (w − ζ)n
)

dw

körvonalon f folytonos, tehát korlátos. Ha z távolsága a körvonaltól d , akkor
ζ ∈ B(z, d

2 ) esetén |w − ζ| > d
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tart a
f (w)
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Egy másik lehetőség a korlátos konvergencia tétel. A körvonalon dz véges LS mérték, |ζ − z| < d
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Következmények

Legyen D tartomány, f : D → C folytonos.

Ha f holomorf, akkor akárhányszor differenciálható.
f akkor és csak akkor holomorf, ha lokálisan létezik primitı́v függvénye.
Morera tétele: ha f -nek minden D-ben fekvő háromszöglemez kerülete mentén 0 a
vonalintegrálja, akkor f holomof.
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Definı́ció (görbe indexe)

Legyen γ rektifikálható, folytonos zárt görbe, és c egy olyan pont, amelyen γ nem megy át. A γ
görbe c-re vonatkozó indexe, avagy c körüli körüljárási száma

n(γ, c) = indγ(c) =
1

2πi

∫
γ

dz
z − c

.

d
(

arg(z − c)
)
≈ Im

z + dz − c
z − c

= Im
dz

z − c

∫ zk

zk−1

dz
z − c

= log
zk − c

zk−1 − c
=
(

log |zk − c| − log |zk−1 − c|
)

+ i · arg
zk − c

zk−1 − c∫
γ

dz
z − c

=
n∑

k=1

(
log |zk − c| − log |zk−1 − c|

)
︸ ︷︷ ︸

0

+i ·
n∑

k=1

∆
(

arg(z − c)
)

= 2πi · n(γ, c).

(Mostantól a
1

2πi
kvázi az integráljel része...)
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kvázi az integráljel része...)
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n(γ, c) = indγ(c) =
1

2πi

∫
γ

dz
z − c

.

d
(

arg(z − c)
)
≈ Im

z + dz − c
z − c

= Im
dz

z − c

∫ zk

zk−1

dz
z − c

= log
zk − c

zk−1 − c
=
(

log |zk − c| − log |zk−1 − c|
)

+ i · arg
zk − c

zk−1 − c∫
γ

dz
z − c

=
n∑

k=1

(
log |zk − c| − log |zk−1 − c|

)
︸ ︷︷ ︸

0

+i ·
n∑

k=1

∆
(

arg(z − c)
)

= 2πi · n(γ, c).

(Mostantól a
1

2πi
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Görbeindex és egyszeres összefüggőség

Tétel

Legyen D ⊂ C tartomány. Ezek ekvivalensek:
(1) D egyszeresen összefüggő;
(2) Bármely c /∈ D-re és D-beli rektifikálható, zárt folytonos γ

görbére n(γ, c) = 0.

Az (1)⇒ (2) triviális. A (2)⇒ (1) irányt most nem bizonyı́tjuk.

Tétel
Ha a D ⊂ C korlátos tartományt a γ1, . . . , γk rektifikálható görbék
határolják, a külső határgörbe pozitı́v, a belső határgörbe negatı́v
irányı́tású, akkor
(1) c ∈ D esetén

∑
n(γj , c) = 1

(2) c /∈ D esetén
∑

n(γj , c) = 0.
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görbére n(γ, c) = 0.

Az (1)⇒ (2) triviális. A (2)⇒ (1) irányt most nem bizonyı́tjuk.

Tétel
Ha a D ⊂ C korlátos tartományt a γ1, . . . , γk rektifikálható görbék
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Általános Cauchy-tétel

Legyen D tartomány, f : D → C holomorf, valamint
γ1, . . . , γk rektifikálható zárt görbék D-ben úgy, hogy
bármely c ∈ C \ D pontra

∑
n(γj , c) = 0. Ekkor

k∑
j=1

∫
γj

f (z) dz = 0.

Általános Cauchy-formula

Legyen D tartomány, f : D → C holomorf, valamint γ1, . . . , γk rektifikálható zárt görbék D-ben úgy,
hogy bármely c ∈ C \D pontra

∑
n(γj , c) = 0. Ekkor bármely z ∈ D esetén, amelyen nem mennek

át ezek a görbék,
k∑

j=1

1
2πi

∫
γj

f (w)

w − z
dw =

( k∑
j=1

n(γj , z)

)
· f (z).
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Általános Cauchy-formula
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A logaritmus létezése

Tétel
Ha D egyszeresen összefüggő tartomány és 0 /∈ D, akkor létezik log z-nek holomorf ága D-n.

Ha D tartomány, 0 /∈ D, és bármely D-beli zárt görbe 0-ra vonatkozó indexe 0, akkor létezik
log z-nek holomorf ága D-n.

Biz. Az ötlet: Vegyük 1/z egy primitı́v függvényét.
Bármely D-beli zárt görbének a 0-ra vonatkozó indexe 0, tehát 1/z vonalintegrálja 0. Ezért
1/z-nek létezik primitı́v függvénye D-n.

Válasszunk egy z0 ∈ D kezdőpontot, és egy olyan L(z) függvényt, amelyre L′(z) =
1
z

és

eL(z0) = z0 (az L-hez hozzáadhatunk egy konstanst).
Legyen h(z) = z · e−L(z); ekkor tehát h(z0) = 1,

h′(z) =
(

z · e−L(z)
)′

= e−L(z) − z · e−L(z) L′(z)︸ ︷︷ ︸
1/z

= 0,

ezért h konstans 1, tehát eL(z) = z; az L(z) függvény a log z-nek holomorf ága.
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Bármely D-beli zárt görbének a 0-ra vonatkozó indexe 0, tehát 1/z vonalintegrálja 0. Ezért
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log z-nek holomorf ága D-n.
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log z-nek holomorf ága D-n.
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Tétel
Ha D egyszeresen összefüggő tartomány, f (z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor létezik
log f (z)-nek holomorf ága D-n.

Biz. Ötlet: Ha létezik log f , akkor a deriváltja
f ′

f
. Vegyük ennek egy primitı́v függvényét.

Legyen `(z) =
f ′(z)

f (z)
; ez holomorf D-n. A D egyszeresen összefüggő, tehát `(z)-nek létezik

primitı́v függvénye. Vegyünk egy z0 ∈ D kezdőpontot, és válasszunk egy olyan L(z) függvényt,
amelyre L′ = ` és eL(z0) = f (z0). Legyen h(z) = f (z)e−L(z) ekkor tehát h(z0) = 1,

h′(z) =
(

f (z)e−L(z)
)′

= f ′(z)e−L(z) − f (z)e−L(z) L′(z)︸ ︷︷ ︸
f ′/f

= 0,

ezért h konstans 1, tehát eL(z) = f (z); az L(z) függvény a log f (z)-nek holomorf ága.
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log f (z)-nek holomorf ága D-n.
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Legyen `(z) =
f ′(z)

f (z)
; ez holomorf D-n. A D egyszeresen összefüggő, tehát `(z)-nek létezik
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Legyen `(z) =
f ′(z)

f (z)
; ez holomorf D-n. A D egyszeresen összefüggő, tehát `(z)-nek létezik
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Példa: Young-tétel szerűség

Ha f (z,w) kétváltozós komplex függvény, folytonos az (a,b) egy környezetében, és mindkét
változó szerint holomorf, akkor a D1D2f (z,w) és D2D1f (z,w) másodrendű parciális deriváltak
léteznek és egyenlők.

Biz. a és b körül veszünk egy pici, r sugarú körvonalat. Ezeken belül Cauchy-formula w-re:

D2f (z,w) =
1

2πi

∫
|ω−b|=r

f (z, ω)

(ω − w)2 dω.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis ∆ háromszögön 0 az integrálja:∫
∆

(∫
|ω−b|=r

f (z, ω)

(ω − w)2 dω
)

dz =

∫
|ω−b|=r

(∫
∆

f (z, ω) dz
)

dω
(ω − w)2 =

∫
|ω−b|=r

0 · dω
(ω − w)2 = 0.

Most Cauchy-formula z-re:

D1D2f (z,w) =
1

2πi

∫
|ζ−a|=r

1
2πi

∫
|ω−b|=r

f (ζ,ω)
(ω−w)2 dω

(ζ − z)2 dζ =
1

(2πi)2

∫
|ζ−a|=r

∫
|ω−b|=r

f (ζ, ω)

(ζ − z)2(ω − w)2 dζ dω.

A D2D1f (z,w)-re ugyanez a képlet.
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Biz. a és b körül veszünk egy pici, r sugarú körvonalat. Ezeken belül Cauchy-formula w-re:

D2f (z,w) =
1

2πi

∫
|ω−b|=r

f (z, ω)

(ω − w)2 dω.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis ∆ háromszögön 0 az integrálja:∫
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Pistikének mindenről

Fel akarjuk ı́rni egy függvény harmadik deriváltját? Integrálni kell.
Igazolni akarjuk, hogy egy függvény holomorf-e? Integrálni kell.
Meg akarjuk konstruálni a logaritmusfüggvényt? Integrálni kell.
Meg akarjuk számolni, hogy egy görbe hányszor kerüli meg a nullát? Integrálni kell.
Be akarjuk bizonyı́tani a Young-tételt? Integrálni kell.
Hatványsorba akarunk fejteni egy függvényt? Integrálni kell. (jövő héten.)
Meg akarjuk számolni, hogy egy egyenletnek hány megoldása van? Integrálni kell.
Be akarjuk bizonyı́tani az implicitfüggvény-tételt? Integrálni kell.

Integrálokat csereberélni jó! :-)
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Be akarjuk bizonyı́tani a Young-tételt? Integrálni kell.
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Integrálokat csereberélni jó! :-)
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