Komplex Fliggvénytan, 5-6. eloadas

Cauchy-alaptétel
Cauchy-integralformulak

2020. szept. 21.

- lex Fiiggvénytan, 5-6. eléada 2020. szept. 21.

1/23



5. Cauchy-alaptétel ]

5. Cauchy-alaptétel Komplex Fliggvénytan, 5-6. eléadas 2020. szept. 21. 2/23



A primitiv fiiggvény létezése

Tétel

Legyen D c C tartomany, f : D — C folytonos. Ezek ekvivalensek:
(a) f-nek létezik primitiv fliggvénye: valamilyen F € O(D) figgvénnyel f = F'.
(b1) Kbézos végpontl, D-ben fekvd rektifikalhato folytonos gérbéken f vonalintegralja egyenld.
(b2) f komplex vonalintegralja 0 minden D-beli zart, rektifikalhato folytonos gérbén.
(c1) Kdzds végpontu, D-ben fekvd térdttvonalakon f vonalintegralja egyenld.
(c2) f vonalintegralja 0 minden D-beli zart téréttvonalon.
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Biz. (a)=(b): kovetkezik a Newton—Leibniz formulabdl.

(b)=(c): trivi (minden TV egyben rektifikalhaté folytonos gorbe is). D
(c)=(a): megismételjiik a valés fliggvényeknél latott bizonyitast. z
Kijelolink egy zo € D kezddpontot, és F-et igy definaljuk: F(z) =

fV f(w) dw, barmelyik zo-t z-vel 6sszekdtd ~ tdrdttvonalon.
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Kijelolink egy zo € D kezddpontot, és F-et igy definaljuk: F(z) =

fV f(w) dw, barmelyik zo-t z-vel 6sszekdtd ~ tordttvonalon. A (c)
tulajdonsag miatt a vonalintegral értéke fliggetlen a toréttvonaltol. 2y

Azt kell még ellendrizni, hogy tényleg F'(z) = f(z). .
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Vegyunk egy tetszbleges z € D pontot. Azt fogjuk igazolni, hogy
F'(z) = f(2).
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Vegyunk egy tetszbleges z € D pontot. Azt fogjuk igazolni, hogy
F'(z) = f(2).
Legyen ¢ > 0 szintén tetszbleges.
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Vegyunk egy tetszbleges z € D pontot. Azt fogjuk igazolni, hogy
F'(z) = f(2).

Legyen ¢ > 0 szintén tetszbleges.

Az f folytonos z-ben, tehat van olyan § > 0, hogy B(z,4) C D,
tovabba minden ¢ € B(z,d)-ra |f(¢) — f(2)| < e.
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. <0
0 <|w—z| < §esetén

F(w)—F(z) = /[ Q= /[ s /[ , ({O~1(2) a¢ = (@) w—2)+ / (HQ)-#(2)) d¢

[z,w]
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F(w)—F(z) = /[Z’W] 7(C) d = /[Z’W] f(2) dc+ /[] (HQ)—(2)) d¢ = F(2)(w—2)+ /[] (HQ)-#(2)) d¢
Fw)~F2) - (@)w-2)| = | [ (#0)~ () ac| = ( sup [1(0)~1(2)]) w2l < =-|w 2]
[z,w] ¢€lz,
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HM—H@—A;J@NC—AMH@dG%;MKOJQDM—ﬂﬂWFdﬁ/ (HQ)-#(2)) d¢

[z,w]

F(w) - F(2) - (2)(w—2)| =

lLMUKPJQDM

’F(w - F(2)

< (sup [(Q)~(2)]) lw—z| <e-lw—2]
CElz,w]

—f(z)| <e.

w-—2z
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Vegylnk egy tetszbleges z € D pontot. Azt fogjuk igazolni, hogy
F'(z) = f(2).

Legyen ¢ > 0 szintén tetszbleges.

Az f folytonos z-ben, tehat van olyan § > 0, hogy B(z,4) C D,
tovabba minden ¢ € B(z,d)-ra |f(¢) — f(2)| < e.

, 20
0 <|w—z| < §esetén
F —F = f(¢)d¢ = f d f(¢O)—f dc=f — f(O)—f d
(w)-F(2) %;d@)c Am(”<+ém(“)(”)< (ﬂW/dem(@)(d)c

F(w) - F(2) - (2)(w—2)| =

lLMUKPJQ»M

< (sup [(Q)~(2)]) lw—z| <e-lw—2]
CElz,w]

’F(W_F(Z) —f(z)| <e.
w—z
Tehat vlvian % = f(z); az F fuggvény differencialhaté a z pontban és F'(z) = f(z).
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Az f folytonos z-ben, tehat van olyan § > 0, hogy B(z,4) C D,
tovabba minden ¢ € B(z,d)-ra |f(¢) — f(2)| < e.

. <0
0 <|w—z| < §esetén

HM—H@—%QJ@NC—AMHHMfLMUK%Kmd04&m%dﬁ/ (HQ)-#(2)) d¢

[z,w]

F(w) - F(2) - (2)(w—2)| =

lLMUKPJQ»M

F(w)— F(2)
’ w—2z

< (sup [(Q)~(2)]) lw—z| <e-lw—2]
CElz,w]

— f(2)

<e.

Tehat lim % = f(z); az F fuggvény differencialhaté a z pontban és F'(z) = f(z).
w—Zz —

Ez minden z € D pontban igaz, tehat F primitiv fliggvénye f-nek.
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Holomorf fliggvény primitiv fliiggvénye

Goursat-lemma

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
Ha A iranyitott haromszégvonal, a belsejével egyiitt D-be esik, akkor [, f(z) dz = 0.
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Holomorf fliggvény primitiv fliiggvénye

Goursat-lemma

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
Ha A iranyitott haromszégvonal, a belsejével egyiitt D-be esik, akkor [, f(z) dz = 0.

Biz. Definidlunk egy Ag,Ay,... haromszdgsorozatot. A A,
mentén a vonalintegral I, = [, f(z) dz.

Az elsd haromszdg maga a A: elem Ay = A, és azt akarjuk
igazolni, hogy lh = 0.

5. Cauchy-alaptétel Komplex Fliggvénytan, 5-6. eléadas 2020. szept. 21. 5/23



Holomorf fliggvény primitiv fliiggvénye

Goursat-lemma

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
Ha A iranyitott haromszégvonal, a belsejével egyiitt D-be esik, akkor [, f(z) dz = 0.
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mentén a vonalintegral I, = [, f(z) dz.

Az elsd haromszdg maga a A: elem Ay = A, és azt akarjuk
igazolni, hogy lh = 0.

Ha A, mar megvan, akkor a kézépvonalakkal négyfelé osztjuk,
és Apy1 az a negyed haromszdg lesz, amelyen a vonalintegral
abszolut értéke a legnagyobb.
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[lnl .

A négy integrél 6sszege I, tehat | /1| > 7
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Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
Ha A iranyitott haromszégvonal, a belsejével egyiitt D-be esik, akkor [, f(z) dz = 0.

Biz. Definidlunk egy AO,A1,.. haromszdgsorozatot. A A,
mentén a vonalintegral I, = fA z)dz.

Az elsd haromszdg maga a A: elem Ay = A, és azt akarjuk
igazolni, hogy lh = 0.

Ha A, mar megvan, akkor a kézépvonalakkal négyfelé osztjuk,
és Apy1 az a negyed haromszdg lesz, amelyen a vonalintegral
abszolut értéke a legnagyobb.

[/nl.

A négy integrél 6sszege I, tehat | /1| > 1

o]
4n°

Indukcioval |/,| >
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Holomorf fliggvény primitiv fliiggvénye

Goursat-lemma

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
Ha A iranyitott haromszégvonal, a belsejével egyiitt D-be esik, akkor [, f(z) dz = 0.

Biz. Definidlunk egy Ag,Ay,... haromszdgsorozatot. A A,
mentén a vonalintegral I, = [, f(z) dz.

Az elsd haromszdg maga a A: elem Ay = A, és azt akarjuk
igazolni, hogy lh = 0.

Ha A, mar megvan, akkor a kézépvonalakkal négyfelé osztjuk,
és Apy1 az a negyed haromszdg lesz, amelyen a vonalintegral
abszolut értéke a legnagyobb.

A négy integral sszege I, tehat |/,,1] > |£T”‘;
j I -
Indukcioval |/,| > L—OJ a A, kerilete ¢(Ap) = 5(2%).
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Holomorf fliggvény primitiv fliiggvénye

Goursat-lemma

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
Ha A iranyitott haromszégvonal, a belsejével egyiitt D-be esik, akkor [, f(z) dz = 0.

Biz. Definidlunk egy Ag,Ay,... haromszdgsorozatot. A A,
mentén a vonalintegral I, = [, f(z) dz.

Az elsd haromszdg maga a A: elem Ay = A, és azt akarjuk
igazolni, hogy lh = 0.

Ha A, mar megvan, akkor a kézépvonalakkal négyfelé osztjuk,
és Apy1 az a negyed haromszdg lesz, amelyen a vonalintegral
abszolut értéke a legnagyobb.

A négy integral sszege I, tehat |/,,1] > |£T”‘;
j I -
Indukcioval |/,| > L—OJ a A, kerilete ¢(Ap) = 5(2%).

Legyen c az a pont, amelyre a harmszogsorozat 6sszehuzodik.
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A f differencialhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f’(c) = b szamokkal a
c kozelében f(z) =~ a+ b(z — ¢).
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A f differencialhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f’(c) = b szamokkal a
c kozelében f(z) =~ a+ b(z — ¢).

Régzitslink egy tetszdleges > 0-t.

5. Cauchy-alaptétel K lex Fliggvénytan, 5-6. eléada 2020. szept. 21. 6/23



A f differencialhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f’(c) = b szamokkal a
c kozelében f(z) =~ a+ b(z — ¢).

Régzitslink egy tetszdleges > 0-t.
Mivel f differencialhat6 c-ben, van olyan é > 0, hogy a B(c, §) kérben

|f(z) — f(c) = f'(c)(z—c)| = |f(z) —a—b(z—c)| <e-]z—c|.
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A f differencialhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f’(c) = b szamokkal a
c kozelében f(z) =~ a+ b(z — ¢).

Régzitslink egy tetszdleges > 0-t.
Mivel f differencialhat6 c-ben, van olyan é > 0, hogy a B(c, §) kérben

|f(z) — f(c) = f'(c)(z—c)| = |f(z) —a—b(z—c)| <e-]z—c|.

Vegylnk egy olyan nagy n-et, amelyre mar A, C B(c, ).
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A f differencialhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f’(c) = b szamokkal a
c kozelében f(z) =~ a+ b(z — ¢).

Régzitslink egy tetszdleges > 0-t.
Mivel f differencialhat6 c-ben, van olyan é > 0, hogy a B(c, §) kérben

|f(z) — f(c) = f'(c)(z—c)| = |f(z) —a—b(z—c)| <e-]z—c|.

Vegylnk egy olyan nagy n-et, amelyre mar A, C B(c, ).

Lol < 11 =

an = f(z) dz

Ap
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A f differencialhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f’(c) = b szamokkal a
c kozelében f(z) =~ a+ b(z — ¢).

Régzitslink egy tetszdleges > 0-t. 5
Mivel f differencialhat6 c-ben, van olyan é > 0, hogy a B(c, §) kérben

|f(z) — f(c) = f'(c)(z—c)| = |f(z) —a—b(z—c)| <e-]z—c|.

Vegylnk egy olyan nagy n-et, amelyre mar A, C B(c, ).

ol
an <|lh| = /An f(z) dz

< / (a+b(z—c)) dz|+ ’/ (f(z) —a—b(z—c)) dz
Ay ——— A
van primitiv fliggvénye

n
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A f differencialhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f’(c) = b szamokkal a
c kozelében f(z) =~ a+ b(z — ¢).

Régzitslink egy tetszdleges > 0-t. 5
Mivel f differencialhat6 c-ben, van olyan é > 0, hogy a B(c, §) kérben

|f(z) — f(c) = f'(c)(z—c)| = |f(z) —a—b(z—c)| <e-]z—c|.

Vegylnk egy olyan nagy n-et, amelyre mar A, C B(c, ).

ol
an <|lh| = /An f(z) dz

< / (a+b(z—c)) dz|+ ’/ (f(z) —a—b(z—c)) dz| <
Ay ——— A
van primitiv fliggvénye

n

< 0+ max
zelA,

f(z) —a(z —c) + b‘ (D)
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A f differencialhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f’(c) = b szamokkal a
c kozelében f(z) =~ a+ b(z — ¢).

Régzitslink egy tetszdleges > 0-t. 5
Mivel f differencialhat6 c-ben, van olyan é > 0, hogy a B(c, §) kérben

|f(z) — f(c) = f'(c)(z—c)| = |f(z) —a—b(z—c)| <e-]z—c|.

Vegylnk egy olyan nagy n-et, amelyre mar A, C B(c, ).

ol
an <|lh| = /An f(z) dz

g/ (a+b(z—-c)) dz +’/ (f(z) —a—b(z—c)) dz| <
Ap —m—————— Ap

van primitiv fliggvénye

< 0+ max
zelA,

(2) - a(z = ©) + b| - U(dsn) < (- L(An)) - ()
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A f differencialhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f’(c) = b szamokkal a
c kozelében f(z) =~ a+ b(z — ¢).

Régzitslink egy tetszdleges > 0-t. 5
Mivel f differencialhat6 c-ben, van olyan é > 0, hogy a B(c, §) kérben

|f(z) — f(c) = f'(c)(z—c)| = |f(z) —a—b(z—c)| <e-]z—c|.

Vegylnk egy olyan nagy n-et, amelyre mar A, C B(c, ).

I
‘4°n|_|/,,\ '/f z) dz

_/An (a+b(z~-0) d2+’/ (2) —a—b(z—c)) dz| <

van primitiv fliggvénye

(8)\*
<0+ max|f(z) — a(z — c+b‘ < (e U(A)) - E(An)—s~< >
zelA, 2”
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A f differencialhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f’(c) = b szamokkal a
c kozelében f(z) =~ a+ b(z — ¢).

Régzitslink egy tetszdleges > 0-t. 5
Mivel f differencialhat6 c-ben, van olyan é > 0, hogy a B(c, §) kérben

|f(z) — f(c) = f'(c)(z—c)| = |f(z) —a—b(z—c)| <e-]z—c|.

Vegylnk egy olyan nagy n-et, amelyre mar A, C B(c, ).

I
‘4°n|_|/,,\ '/f z) dz

_/An (a+b(z~-0) d2+’/ (2) —a—b(z—c)) dz| <

van primitiv fliggvénye

(8)\*
<0+ max|f(z) — a(z — c+b‘ < (e U(A)) - E(An)—s~< >
zelA, 2”
|Io| <e€- E(A)Z
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A f differencialhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f’(c) = b szamokkal a
c kozelében f(z) =~ a+ b(z — ¢).

Régzitslink egy tetszdleges > 0-t.
Mivel f differencialhat6 c-ben, van olyan é > 0, hogy a B(c, §) kérben

|f(z) — f(c) = f'(c)(z—c)| = |f(z) —a—b(z—c)| <e-]z—c|.

Vegylnk egy olyan nagy n-et, amelyre mar A, C B(c, ).

ol
an <|lh| = /An f(z) dz

g/ (a+b(z—-c)) dz +’/ (f(z) —a—b(z—c)) dz
Ap —m—————— Ap

van primitiv fliggvénye

< 0+ max
zelA,

2
f(z)—a(z—-c)+ b‘ (AR < (e-UA)) - U(Ap) =€ - <£(2%)>

|Io| <e€- E(A)Z
Ez minden ¢-ra igaz, tehat Iy = 0.
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<

2020. szept. 21.

6/23



Kovetkezmények

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
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Kovetkezmények

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf. D

@ Ha D csillagszer (pl. konvex), akkor f integralja 0 minden D-ben
fekv® zart téréttvonalon.
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Kovetkezmények
Legyen D tartomany, f : D — C holomorf. D

@ Ha D csillagszer (pl. konvex), akkor f integralja 0 minden D-ben
fekvd zart téréttvonalon. Ha D csillagszer(, akkor f-nek létezik
primitiv fliggvénye.
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Kovetkezmények
Legyen D tartomany, f : D — C holomorf. D

@ Ha D csillagszeri (pl. konvex), akkor f integralja 0 minden D-ben
fekvd zart téréttvonalon. Ha D csillagszer(, akkor f-nek létezik
primitiv figgvénye.

@ f-nek minden pont koril Iétezik lokalis primitiv fliggvénye.
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Kovetkezmények
Legyen D tartomany, f : D — C holomorf. D

@ Ha D csillagszeri (pl. konvex), akkor f integralja 0 minden D-ben
fekvd zart téréttvonalon. Ha D csillagszer(, akkor f-nek létezik
primitiv figgvénye.

@ f-nek minden pont koril Iétezik lokalis primitiv fliggvénye.

@ Kozds végpontu homotdp rektifikalhatd gorbéken f vonalintegrélja ugyanaz.
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Kovetkezmények

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf. D
@ Ha D csillagszer (pl. konvex), akkor f integralja 0 minden D-ben
fekvd zart téréttvonalon. Ha D csillagszer(, akkor f-nek létezik
primitiv figgvénye.
@ f-nek minden pont kordl létezik lokalis primitiv figgvénye.
@ Kozds végpontu homotdp rektifikalhatd gorbéken f vonalintegrélja ugyanaz.
@ Homotop zart rektifikalhaté gérbéken f vonalintegralja ugyanaz.
@ Nullhomotdp rektifikalhatd zart gérbéken f vonalintegralja 0.
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Kovetkezmények

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf. D
@ Ha D csillagszer (pl. konvex), akkor f integralja 0 minden D-ben
fekvd zart téréttvonalon. Ha D csillagszer(, akkor f-nek létezik
primitiv figgvénye.
@ f-nek minden pont kordl létezik lokalis primitiv figgvénye.
@ Kozds végpontu homotdp rektifikalhatd gorbéken f vonalintegrélja ugyanaz.
@ Homotop zart rektifikalhaté gérbéken f vonalintegralja ugyanaz.
@ Nullhomotdp rektifikalhatd zart gérbéken f vonalintegralja 0.

Cauchy-tétel; Cauchy-féle integraltétel; Cauchy-alaptétel; a komplex analizis fotétele

Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, és f holomorf D-n, akkor minden, D-ben fekvd
rektifikalhato folytonos zart v gérbén [ f(z) dz = 0.
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Kovetkezmények
Legyen D tartomany, f : D — C holomorf. D
@ Ha D csillagszer (pl. konvex), akkor f integralja 0 minden D-ben
fekvd zart téréttvonalon. Ha D csillagszer(, akkor f-nek létezik
primitiv figgvénye.
@ f-nek minden pont kordl létezik lokalis primitiv figgvénye.
@ Kozds végpontu homotdp rektifikalhatd gorbéken f vonalintegrélja ugyanaz.
@ Homotop zart rektifikalhaté gérbéken f vonalintegralja ugyanaz.
@ Nullhomotdp rektifikalhatd zart gérbéken f vonalintegralja 0.

Cauchy-tétel; Cauchy-féle integraltétel; Cauchy-alaptétel; a komplex analizis fotétele

Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, és f holomorf D-n, akkor minden, D-ben fekvd
rektifikalhato folytonos zart v gérbén [ f(z) dz = 0.

Tétel

Ha D egyszeresen 0sszefliggb tartomany, és f holomorf D-n, akkor f-nek Iétezik primitiv
figgvénye.
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Az = figgvény holomorf a C \ {0} tartomanyon, de a tartomany nem egyszeresen 6sszefliggd.
Szamitsuk ki a fliggvény vonalintegraljat az egységkorvonalon.

/ 4,
lz|=1 £
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Példa

Az — fuggvény holomorf a C \ {0} tartomanyon, de a tartomany nem egyszeresen 6sszefliggd.
Szamitsuk ki a fliggvény vonalintegraljat az egységkorvonalon.

/ 4,
lz|=1 £

g azt jelenti, hogy a pozitiv iranyitasu kérén integralunk.)

(Jeldlés: fl

z—c|=
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Példa

Az — fuggvény holomorf a C \ {0} tartomanyon, de a tartomany nem egyszeresen 6sszefliggd.
Szamitsuk ki a fliggvény vonalintegraljat az egységkorvonalon.

/ 4z,
|z]=1 4

(Jelolés: fl g azt jelenti, hogy a pozitiv iranyitasu kérén integralunk.)

z—c|=

A kor egy paraméterezése z(t) = e (0 < t < 2n7);
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Példa

Az — fuggvény holomorf a C \ {0} tartomanyon, de a tartomany nem egyszeresen 6sszefliggd.
Szamitsuk ki a fliggvény vonalintegraljat az egységkorvonalon.

/ 4,
lz|=1 £

g azt jelenti, hogy a pozitiv iranyitasu kérén integralunk.)

(Jelolés: f, .

A kor egy paraméterezése z(t) = e (0 < t < 2); z = ie" avagy
dz = ie" dt;
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Példa

Az — fuggvény holomorf a C \ {0} tartomanyon, de a tartomany nem egyszeresen 6sszefliggd.
Szamitsuk ki a fliggvény vonalintegraljat az egységkorvonalon.

/ 4,
lz|=1 £

g azt jelenti, hogy a pozitiv iranyitasu kérén integralunk.)

(Jeldlés: fl

z—c|=

(@
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A kor egy paraméterezése z(t) = e (0 < t < 2); z = ie" avagy
dz = ie" dt;

1 Sl
/ fwz/ — - ie" dt
lzj=1 £ t=0 €



Példa

Az — fuggvény holomorf a C \ {0} tartomanyon, de a tartomany nem egyszeresen 6sszefliggd.
Szamitsuk ki a fliggvény vonalintegraljat az egységkorvonalon.

/ 4,
lz|=1 £

g azt jelenti, hogy a pozitiv iranyitasu kérén integralunk.)

(Jeldlés: fl

z—c|=

(@
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A kor egy paraméterezése z(t) = e (0 < t < 2); z = ie" avagy
dz = ie" dt;

1 2 1 ) 27
/ fdz:/ —it-ie”dt:/ i dt
|z|=1 Z t=0 € t=0



Példa

Az — fuggvény holomorf a C \ {0} tartomanyon, de a tartomany nem egyszeresen 6sszefliggd.
Szamitsuk ki a fliggvény vonalintegraljat az egységkorvonalon.

/ 4z,
|z]=1 4

g azt jelenti, hogy a pozitiv iranyitasu kérén integralunk.)

(Jeldlés: fl

z—c|=

(@
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A kor egy paraméterezése z(t) = e (0 < t < 2); z = ie" avagy
dz = ie" dt;

1 2 1 ) 2w
/ —de/ —it-ie’tdtz/ i dt = 2mi.
lzj=1 £ t=0 € t=0



Példa

Az — fuggvény holomorf a C \ {0} tartomanyon, de a tartomany nem egyszeresen 6sszefliggd.
Szamitsuk ki a fliggvény vonalintegraljat az egységkorvonalon.

/ 4,
lz|=1 £

g azt jelenti, hogy a pozitiv iranyitast kéron integralunk.)

(Jeldlés: [

|z—c|=

A kor egy paraméterezése z(t) = e (0 < t < 2); z = ie" avagy
dz = ie" dt;

1 2 1 ) 2w
/ fdz:/ —it-ie"dt:/ idt = 2nri.
|z|=1 Z t=0 € t=0
(Ha Iétezne holomorf logaritmus a C\ {0} tartomanyon, akkor az

integral 0 lenne.)

Az iranyitott kdrvonallal homotép gérbéken az integral ugyanez.
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6. Cauchy-integralformulak |
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Barmely c € C és r > 0 esetén

/ 92 opj
= zml.
|z—c|=r Z—-C
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Barmely c € C és r > 0 esetén

/ 92 opj
= zml.
|z—c|=r Z—-C

Biz. A korvonal egy paraméterezése z(t) = ¢+ ret (0 < t < 2n).
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Barmely c € C és r > 0 esetén

/ 92 opj
= zml.
|z—c|=r Z—-C

Biz. A korvonal egy paraméterezése z(t) = ¢+ ret (0 < t < 2n).

dz /2” 1 . /2” 1 o .
= ——— - Z(t)dt = —.~r/e”dt:/ idt =2ri.
/|z—c—r z—c Jo 2(t)-c ® o ret 0
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Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = %/I fw). dw.

w—cl=R W — 2

u.
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Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = %/I fw). dw.

w—cl=R W — 2

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r
esetén |f(z) — f(w)| < e.

6. Cauchy-integralformulak Komplex Fliggvénytan, 5-6. eléadas 2020. szept. 21. 12/23



Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = %/I fw). dw.

w—cl=R W — 2

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r
esetén |f(z) — f(w)| < e. A|w —c| = R kdrvonal homotopa |w—2z| =r
kérvonallal, igy w
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Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = %/I fw). dw.

w—cl=R W — 2

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r
esetén |f(z) — f(w)| < e. A|w —c| = R kdrvonal homotopa |w—2z| =r
kérvonallal, igy w

L )
21l Jjw—c=R W — 2 .
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Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = %/I fw). dw.

w—cl=R W — 2

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r

esetén |f(z) — f(w)| < e. A|w —c| = R kdrvonal homotopa |w—2z| =r

kérvonallal, igy 7
1 f(w) 1 f(w)

21l Jjw—c=R W — 2 21l J\w—z)=r W — 2 .
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Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = 2:”/| fw). dw.

w—cl=R W — 2

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r
esetén |f(z) — f(w)| < e. A|w —c| = R kdrvonal homotopa |w—2z| =r
kérvonallal, igy

1 f(w) 1 f(w)

21l Jjw—c=R W — 2 21l J\w—z)=r W — 2
1 1

27 |w—z|=r w-—Zz

dw =

dw

=f(2)
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Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = 2:”/| fw). dw.

w—cl=R W — 2

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r
esetén |f(z) — f(w)| < e. A|w —c| = R kdrvonal homotopa |w—2z| =r
kérvonallal, igy
1 fw) o, 1 f(w)
21l Jjw—c=R W — 2

- 2mi lw—z|=r w—2z
T LI I f(w) - (2)
2mi w—z|=r W—Z 2ri Wwezl=r W—2

dw =

=f(2) dw =
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Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = 2:”/| fw). dw.

w—cl=R W — 2

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r
esetén |f(z) — f(w)| < e. A|w —c| = R kdrvonal homotopa |w—2z| =r
kérvonallal, igy
i. f(w) dw — i f(w)
21l Jjw—c=R W — 2 21l J\w—z)=r W — 2

1 1 1 f(w) — f(2)

21l J\w—z|=r W—Z 21l Jyw—z=r W-—2

1 f(w) —f(2)
=f(z)- 1+ — -~ dw;
(Z) " /w—z|=r i

2ri w-—2Zz

=f(2)

6. Cauchy-integralformulak Komplex Fliggvénytan, 5-6. eléadas 2020. szept. 21. 12/23



Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = 2:”/| fw). dw.

w—c|=R w—2z

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r

esetén |f(z) — f(w)| < e. A|w —c| = R kdrvonal homotopa |w—2z| =r

kérvonallal, igy

1 W) qw— f(w)

2mi \w—c|=R W — Z 2ri \wez|=r W —Z

1 L f(w) - £(2)
21l J\w—z|=r W—Z 21l Jyw—z=r W-—2

1 f(w) —f(2)
=f(z)- 1+ — -~ dw;
(2)-1+ / o w

2ri w-—2Zz

217”/| fw) dw — f(2)

w—c|=R w—2z

=f(2)
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Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = 2:”/| fw). dw.

w—cl=R W — 2

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r
esetén |f(z) — f(w)| < e. A|w —c| = R kdrvonal homotopa |w—2z| =r
kérvonallal, igy

i. f(w) dW:i. f(w) dw =
21l Jjw—c=R W — 2 21l J\w—z)=r W — 2
—1(2) 5 " aws W)= 12) g,
21l J\w—z|=r W—Z 21l Jyw—z=r W-—2
=f(z)- 1+ i/ fw) = 1(2) dw;
2ml Jiw—zj=r W-—2Z
21l Jjw—cl=R W — Z 21l J\w—zj=r W-—2
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Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = 2:”/| fw). dw.

w—cl=R W — 2

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r
esetén |f(z) — f(w)| < e. A|w —c| = R kdrvonal homotopa |w—2z| =r
kérvonallal, igy

i. f(w) dW:i. f(w) dw =
21l Jjw—c=R W — 2 21l J\w—z)=r W — 2
—1(2) 5 " aws W)= 12) g,
21l J\w—z|=r W—Z 21l Jyw—z=r W-—2
=f(z)-1+ i/ 7f(w) ~ () dw;
2ml Jiw—zj=r W-—2Z
21l Jjw—cl=R W — Z 21l J\w—zj=r W-—2 2 r
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Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = 2:”/| fw). dw.

w—cl=R W — 2

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r
esetén |f(z) — f(w)| < e. A|w —c| = R kdrvonal homotopa |w—2z| =r
kérvonallal, igy

i. f(w) dW:i. f(w) dw =
21l Jjw—c=R W — 2 21l J\w—z)=r W — 2
—1(2) 5 " aws W)= 12) g,
21l J\w—z|=r W—Z 21l Jyw—z=r W-—2
=f(z)- 1+ i/ fw) = 1(2) dw;
2ml Jiw—zj=r W-—2Z

L/ f(w) dw — f(2) :L/ de Si.f.gﬂ-rzg
21l Jjw—cl=R W — Z 21l J\w—zj=r W-—2 2 r
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Tétel (Cauchy-formula kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R) pontban

f(z) = 2:”/| fw). dw.

w—cl=R W — 2

Biz. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |[w—2z| <r
esetén |f(z) — f(w)| < e. A|w —c| = R kdrvonal homotopa |w—2z| =r
kérvonallal, igy

i. f(w) dW:i. f(w) dw =
21l Jjw—c=R W — 2 21l J\w—z)=r W — 2
_Hz)- Vw1 fw) = 12) 4
21l J\w—z|=r W—Z 21l Jyw—z=r W-—2
1 f(w)—f
=f(z)-1+ —/ flw) —1(2) dw;
2ml Jiw—zj=r W-—2Z
L/ f(w) dw — f(2) :L/ de SL-§~27H’:5
21l Jjw—cl=R W — Z 21l J\w—zj=r W-—2 2 r
Ez minden ¢ > 0-ra igaz, tehat | ;- Jiw_ci=r W) qw — f(z)| = 0.
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Tétel (dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c, R) belsejében a kérlapon
akarhanyszor differencialhato, és

() :L!/ e
@) = o w—cj=p (W —2)"" w
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Tétel (dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c, R) belsejében a kérlapon
akarhanyszor differencialhato, és

f(”)(z) _ @ / L dw.
|w

27 Jiw—or (W —2)™

an [ 1 f(w)
M(z) = — | — =
f (Z) azn (271’/ /WC|—R w-—2z dW>

Formalisan
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Tétel (dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c, R) belsejében a kérlapon
akarhanyszor differencialhato, és

f(”)(z) _ @ / L dw.
|w

27 Jiw—or (W —2)™

an [ 1 f(w)
M(z) = — | — =
f (Z) azn (271’/ /WC|—R w-—2z dW>

1 0" f(w) B
N 2771'1 |w—c|=R <8Z” W—Z> dw =

Formalisan
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Tétel (dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c, R) belsejében a kérlapon
akarhanyszor differencialhato, és

f(”)(z) _ @ / L dw.
|w

27 Jiw—or (W —2)™

an [ 1 f(w)
M(z) = — | — =
f (Z) azn (271’/ /WC|—R w-—2z dW>

1 0" f(w) B
N 2771'1 |w—c|=R <8Z” W—Z> dw =

1 nl- f(w)
21l Jjw—c=p (W — 2)™"

Formalisan

dw.
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Tétel (dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c, R) belsejében a kérlapon
akarhanyszor differencialhato, és

() :L!/ e
@) = o w—cj=p (W —2)"" w

Biz. Indukcié n szerint; n = 0-ra ez éppen a Cauchy-formula.
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Tétel (dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c, R) belsejében a kérlapon
akarhanyszor differencialhato, és

() :L!/ e
@) = o w—cj=p (W —2)"" w

Biz. Indukci6 n szerint; n = 0-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az allitas igaz n-re, akkor
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Tétel (dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c, R) belsejében a kérlapon
akarhanyszor differencialhato, és

() :L!/ e
@) = o w—cj=p (W —2)"" w

Biz. Indukci6 n szerint; n = 0-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az allitas igaz n-re, akkor

f(n+1)(z) — c!im W
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Tétel (dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c, R) belsejében a kérlapon

akarhanyszor differencialhato, és

() :L!/ e
@) = o w—cj=p (W —2)"" w

Biz. Indukci6 n szerint; n = 0-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az allitas igaz n-re, akkor

f(n+1)(z) — c!im W

o 1 n f(w) _n f(w)
=M <2m' /w_c|=R w—0m M 2 /w_qzﬁ (w2 dW)
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Tétel (dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c, R) belsejében a kérlapon
akarhanyszor differencialhato, és

() :L!/ e
@) = o w—cj=p (W —2)"" w

Biz. Indukci6 n szerint; n = 0-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az allitas igaz n-re, akkor

f(n+1)(z) — lim M

(—z (—2z
o 1 n f(w) _n f(w) B
RRiTEr <2m' Joeon =1 =5 o 2 dW) -
o f(w) (w=2)™ — (w =)™
N ClTZQﬂ/|w—c|—R (W_C)n+1(w_z)n+1 . <—Z aw
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Tétel (dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, kérlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c, R) belsejében a kérlapon
akarhanyszor differencialhato, és

f(n)(z) _n /IW-C:RL dw.

" 27i (w — z)n+1

Biz. Indukci6 n szerint; n = 0-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az allitas igaz n-re, akkor

f(n+1)(z) — lim M

(—z C—Z
o 1 n f(w) _n f(w) B
RRiTEr <2m' Joeon =1 =5 o 2 dW) -
_ im [ f(w) (w—2)""—(w=—""
B ClTZQT"i/M—d—R (W_C)n+1(w_z)n+1 . <—Z w=

— <|i£>n22n7fli/|w_c:n (wg)niglzvvlz)nﬂ . <(w—z)n+(w_z)n—1(w_g)+...+(w—§)n> dw.
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n .n f(w) n n— n
1) = Jinzﬁ/m_cxzn (w—Qmi(w—z)n+1 <(W_z) W= W=+ + (W) ) dw
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n .n f(w) n n— n
1) = Jinzﬁ/m_cxzn (w—Qmi(w—z)n+1 <(W_z) W= W=+ + (W) ) dw

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos.
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n .n f(w) n n— n
1) = Jinzﬁ/m_cxzn (w—Qmi(w—z)n+1 <(W_z) W= W=+ + (W) ) dw

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga a kérvonaltol d, akkor
¢ € B(z,2) esetén |w — ¢| > ¢,

0
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n .n f(w) n n— n
1) = Jinzﬁ/m_cxzn (w—Qmi(w—z)n+1 <(W_z) W= W=+ + (W) ) dw

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga a kérvonaltol d, akkor
¢ € B(z, g) esetén |w — (| > %, és az integrandus ¢ — z esetén egyenletesen

0

tart
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n .n f(w) n n— n
1) = Jinzﬁ/m_cxzn (w—Qmi(w—z)n+1 <(W_z) W= W=+ + (W) ) dw

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga a kérvonaltol d, akkor
¢ € B(z, g) esetén |w — (| > %, és az integrandus ¢ — z esetén egyenletesen

0

tart a n+1)(w — z)" figgvényhez.

(w— e
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n .on f(w) n n— n
12 = Jinzﬁ/m_cxzn (w—Qmi(w—z)n+1 <(W_z) W= W=+ + (W) ) dw

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga a kérvonaltol d, akkor
¢ € B(z, g) esetén |w — (| > %, és az integrandus ¢ — z esetén egyenletesen

w

flw

(Az egyenletes hatarérték felcserélhetd az 6sszeadassal és a szorzassal, és re-
ciprokkal is, ha a nevezd limeszfliggvénye nem torlodik a 0-hoz.)

-(n+1)(w — z)" flggvényhez.
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n .on f(w) n n— n
12 = Jinzﬁ/m_cxzn (w—Qmi(w—z)n+1 <(W_z) W= W=+ + (W) ) dw

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga a kérvonaltol d, akkor
¢ € B(z, g) esetén |w — (| > %, és az integrandus ¢ — z esetén egyenletesen

w

flw

(Az egyenletes hatarérték felcserélhetd az 6sszeadassal és a szorzassal, és re-
ciprokkal is, ha a nevezd limeszfliggvénye nem torlédik a 0-hoz.) Az egyenletes
konvergencia miatt a limesz és az integral felcserélhetd:

-(n+1)(w — z)" flggvényhez.
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n .on f(w) n n— n
12 = Jinzﬁ/m_cxzn (w—Qmi(w—z)n+1 <(W_z) W= W=+ + (W) ) dw

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga a kérvonaltol d, akkor
¢ € B(z, g) esetén |w — (| > %, és az integrandus ¢ — z esetén egyenletesen

w

flw

(Az egyenletes hatarérték felcserélhetd az 6sszeadassal és a szorzassal, és re-
ciprokkal is, ha a nevezd limeszfliggvénye nem torlédik a 0-hoz.) Az egyenletes
konvergencia miatt a limesz és az integral felcserélhetd:

f(n+1)(z):2L7:i /glinz<(w—g)”£(“zvv)v—z)”“ -((W—z)n+...+(W—C)n)> dw

|w—c|=R

-(n+1)(w — z)" flggvényhez.
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C—z 2mi w — )Mt (w — z)n+1

F0+)(2) = lim L[/I‘ L flw) (W =2 W= W=+t (W= )" dw

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga a kérvonaltol d, akkor
¢ € B(z, g) esetén |w — (| > %, és az integrandus ¢ — z esetén egyenletesen

flw

(Az egyenletes hatarérték felcserélhetd az 6sszeadassal és a szorzassal, és re-
ciprokkal is, ha a nevezd limeszfliggvénye nem torlédik a 0-hoz.) Az egyenletes
konvergencia miatt a limesz és az integral felcserélhetd:

-(n+1)(w — z)" flggvényhez.

f(n+1)(z):2L7:i /glinz<(w—g)”£(“zvv)v—z)”“ -((W—z)n+...+(W—C)n)> dw

|w—c|=R

:2n7!i /c“inz((wf(gm'(”“)(w—ﬂ”) dw

|w—c|=R
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F0+)(2) = lim L[/I‘ L flw) (W =2 W= W=+t (W= )" dw

C—z 2mi w — )Mt (w — z)n+1

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga a kérvonaltol d, akkor
¢ € B(z, g) esetén |w — (| > %, és az integrandus ¢ — z esetén egyenletesen

f
tart a w
w

w—gyzz (N DW=2)" figgvényhez.

(Az egyenletes hatarérték felcserélhetd az 6sszeadassal és a szorzassal, és re-
ciprokkal is, ha a nevezd limeszfliggvénye nem torlédik a 0-hoz.) Az egyenletes
konvergencia miatt a limesz és az integral felcserélhetd:

fr(z) = 2L7r|/ /c“an<(W—C)ni(1‘EVV)V—z)”+1 '((W_Z)n+"'+(w_

|w—c|=R

w

<)")) dw =

f(w) dw

! , f ) 1)!
:% /clinz((w(;V))Z”+2'(n+1)(w_z))dWZ(n;ri) /(W

|w—c|=R |lw—c|=R
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n .on f(w) n n— n
12 = Jinzﬁ/m_cxzn (w—Qmi(w—z)n+1 <(W_z) W= W=+ + (W) ) dw

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga a kérvonaltol d, akkor
¢ € B(z, g) esetén |w — (| > %, és az integrandus ¢ — z esetén egyenletesen

w

f
tart a w
w

w—gyzz (N DW=2)" figgvényhez.

(Az egyenletes hatarérték felcserélhetd az 6sszeadassal és a szorzassal, és re-
ciprokkal is, ha a nevezd limeszfliggvénye nem torlédik a 0-hoz.) Az egyenletes
konvergencia miatt a limesz és az integral felcserélhetd:

f(n+1)(z):2L7r!i /g“an<(w_g)”Jfr(“EVV)l/—Z)”+1 -((W—Z)n+...+(W—C)n)> dw =

|w—c|=R

! , f . 1)! f
. /!@z((w(;v))zn# (n+1)(w - 2) ) w0 (W(ng aw.

|w—c|=R |lw—c|=R

Egy masik lehetdség a korlatos konvergencia tétel.

6. Cauchy-integralformulak K lex Fliggvénytan, 5-6. el6ada 2020. szept. 21. 14/23



n .on f(w) n n— n
12 = Jinzﬁ/m_cxzn (w—Qmi(w—z)n+1 <(W_z) W= W=+ + (W) ) dw

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga a kérvonaltol d, akkor
¢ € B(z, %) esetén |w — (| > %, és az integrandus ¢ — z esetén egyenletesen

w

f
tart a w
w

w—gyzz (N DW=2)" figgvényhez.

(Az egyenletes hatarérték felcserélhetd az 6sszeadassal és a szorzassal, és re-
ciprokkal is, ha a nevezd limeszfliggvénye nem torlédik a 0-hoz.) Az egyenletes
konvergencia miatt a limesz és az integral felcserélhetd:

f(n+1)(z):2L7r!i /g“an<(w_g)”Jfr(“EVV)l/—Z)”+1 -((W—Z)n+...+(W—C)n)> dw =

|w—c|=R

! , f . 1)! f
. /!@z((w(;v))zn# (n+1)(w - 2) ) w0 (W(ng aw.

|w—c|=R |lw—c|=R

Egy masik lehetéség a korlatos konvergencia tétel. A kérvonalon dz véges LS mérték, |¢ — z| < ¢

esetén az integrandus egyenletesen korlatos, igy az integral és a pontonkénti limesz felcserélhetd.
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n .on f(w) n n— n
12 = Jinzﬁ/m_cxzn (w—Qmi(w—z)n+1 <(W_z) W= W=+ + (W) ) dw

kérvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga a kérvonaltol d, akkor
¢ € B(z, %) esetén |w — (| > %, és az integrandus ¢ — z esetén egyenletesen

w

tarta wa - (n+ 1)(w — 2)" fuggvényhez.

( _ z)2n+2
(Az egyenletes hatarérték felcserélhetd az 6sszeadassal és a szorzassal, és re-
ciprokkal is, ha a nevezd limeszfliggvénye nem torlédik a 0-hoz.) Az egyenletes
konvergencia miatt a limesz és az integral felcserélhetd:

f(n+1)(z):2L7r!i /g“an<(w_g)”Jfr(“EVV)l/—Z)”+1 -((W—Z)n+...+(W—C)n)> dw =

|w—c|=R

! , f . 1)! f
. /!@z((w(;v))zn# (n+1)(w - 2) ) w0 (W(ng aw.

|w—c|=R |lw—c|=R

Egy masik lehetdség a korlatos konvergencia tétel. A kérvonalon dz véges LS mérték, [¢ — z| < g
esetén az integrandus egyenletesen korlatos, igy az integral és a pontonkénti limesz felcserélhetd.
(Utolsé lehetdségként (pl. vizsgan) hivatkozhatunk a Nagy Bivaly baratsagara is.)
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Kovetkezmények

Legyen D tartomany, f : D — C folytonos.
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Kovetkezmények

Legyen D tartomany, f : D — C folytonos.
@ Ha f holomorf, akkor akarhanyszor differencialhato.
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Kovetkezmények

Legyen D tartomany, f : D — C folytonos.
@ Ha f holomorf, akkor akarhanyszor differencialhato.
@ f akkor és csak akkor holomorf, ha lokalisan |étezik primitiv figgvénye.
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Kovetkezmények
Legyen D tartomany, f : D — C folytonos.
@ Ha f holomorf, akkor akarhanyszor differencialhato.
@ f akkor és csak akkor holomorf, ha lokalisan |étezik primitiv figgvénye.

@ Morera tétele: ha f-nek minden D-ben fekvd haromszdglemez kerlilete mentén 0 a
vonalintegralja, akkor f holomof.
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Definicio (g6rbe indexe)

Legyen ~ rektifikalhatd, folytonos zart gérbe, és ¢ egy olyan pont, amelyen v nem megy at. A
goérbe c-re vonatkoz6 indexe, avagy ¢ korili koriljarasi szama

. 1 dz
n(v,c) = ind,(c) = ﬁ/
.

OX (=N
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Definicio (g6rbe indexe)

Legyen ~ rektifikalhatd, folytonos zart gérbe, és ¢ egy olyan pont, amelyen v nem megy at. A
goérbe c-re vonatkoz6 indexe, avagy ¢ korili koriljarasi szama

. 1 dz
n(v,c) = ind,(c) = ﬁ/
.

zZ—C
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Definicio (g6rbe indexe)

Legyen ~ rektifikalhatd, folytonos zart gérbe, és ¢ egy olyan pont, amelyen v nem megy at. A
goérbe c-re vonatkoz6 indexe, avagy ¢ korili koriljarasi szama

. 1 dz
n(ﬁy,c):mdy(c):ﬁ/z_c.
Y

' 4‘\ d(arg(z—c))xlmz+ 42-C¢_ 92
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Definicio (g6rbe indexe)

Legyen ~ rektifikalhatd, folytonos zart gérbe, és ¢ egy olyan pont, amelyen v nem megy at. A
goérbe c-re vonatkoz6 indexe, avagy ¢ korili koriljarasi szama

. 1 dz
n(ﬁy,c):mdy(c):ﬁ/z_c.
Y

' 4‘\ d(arg(z—c))xlmz+ 42-C¢_ 92

z—-c z—c
% dz Zxk — C , Zx — C
=log = (Iog |zx — c| —log |Zk—1 — C|) +i-arg—
z4Z—C Zk—1—C Zk—1—C
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Definicio (g6rbe indexe)

Legyen ~ rektifikalhatd, folytonos zart gérbe, és ¢ egy olyan pont, amelyen v nem megy at. A
goérbe c-re vonatkoz6 indexe, avagy ¢ korili koriljarasi szama

. 1 dz
n(v,c) = ind,(c) = ﬁ/
.

zZ—C

Z*  dz Zk—C . Zx

= log = (Iog |zx — ¢| — log |zxk—1 — C|) +i-arg——

z4Z—C Zk—1—C Zk—1—C
n

/ 9= (loglz —cl ~log|z; — o) +i- " A(arg(z - ©))

v k=1 k=1

0
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Definicio (g6rbe indexe)

Legyen ~ rektifikalhatd, folytonos zart gérbe, és ¢ egy olyan pont, amelyen v nem megy at. A
goérbe c-re vonatkoz6 indexe, avagy ¢ korili koriljarasi szama

. 1 dz
n(v,c) = ind,(c) = ﬁ/
.

zZ—C

Z*  dz Zk—C . Zx

= log = (Iog |zx — ¢| — log |zxk—1 — C|) +i-arg——

z4Z—C Zk—1—C Zk—1—C
n

n
dz _ log|zx — ¢| —log|zk—1 —c|) +i- Y A(arg(z—c)) =2xi-n(y,c).
470 S k=1

0
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Definicio (g6rbe indexe)

Legyen ~ rektifikalhatd, folytonos zart gérbe, és ¢ egy olyan pont, amelyen v nem megy at. A
goérbe c-re vonatkoz6 indexe, avagy ¢ korili koriljarasi szama

. 1 dz
n(ﬁy,c):mdy(c):%/zic.
Y

Z*  dz Zk—C . Zx

= log = (Iog |zx — ¢| — log |zxk—1 — C|) +i-arg——

z4Z—C Zk—1—C Zk—1—C
n

n
z _ log|zx — ¢| —log|zk—1 —c|) +i- Y A(arg(z—c)) =2xi-n(y,c).
vEC I k=1

0

(Mostantdl a o kvazi az integréljel része...)
T
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Gorbeindex és egyszeres 6sszefliggoség

Tétel

Legyen D c C tartomany. Ezek ekvivalensek:

(1) D egyszeresen dsszefiiggd; é@

(2) Barmely c ¢ D-re és D-beli rektifikalhato, zart folytonos ~ D
goérbére n(v, c) = 0. .
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Gorbeindex és egyszeres 6sszefliggoség

Tétel

Legyen D c C tartomany. Ezek ekvivalensek:

(1) D egyszeresen dsszefiiggd; é@

(2) Barmely c ¢ D-re és D-beli rektifikalhato, zart folytonos ~ D
goérbére n(v, c) = 0. .

Az (1) = (2) trividlis. A (2) = (1) irdnyt most nem bizonyitjuk.
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Gorbeindex és egyszeres 6sszefliggoség

Tétel

Legyen D c C tartomany. Ezek ekvivalensek: 2

(1) D egyszeresen dsszefiiggd; Q@

(2) Barmely c ¢ D-re és D-beli rektifikalhato, zart folytonos ~ D
goérbére n(v, c) = 0. -

Az (1) = (2) trividlis. A (2) = (1) irdnyt most nem bizonyitjuk.

Ha a D c C korlatos tartomanyt a 4, . . ., v« rektifikalnaté gérbék
hataroljak, a kilsd hatargdérbe pozitiv, a belsd hatargérbe negativ
iranyitasu, akkor

(1) ce Desetén ) n(vj,c) =1

(2) c ¢ Desetén > n(yj,c) =0.
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Altalanos Cauchy-tétel

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf, valamint
~1,...,7¢ rektifikalnat6 zart goérbék D-ben Ggy, hogy
barmely ¢ € C\ D pontra > n(v;, ¢) = 0. Ekkor

Z f(z
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Altalanos Cauchy-tétel

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf, valamint
Y,---,7¢ rektifikalnato zart goérbék D-ben Ggy, hogy
barmely ¢ € C\ D pontra > n(v;, ¢) = 0. Ekkor

Z f(z

Altalanos Cauchy-formula

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf, valamint ~1, . . ., v rektifikalhatd zart gérbék D-ben Ugy,
hogy barmely ¢ € C\ D pontra )" n(v;, ¢) = 0. Ekkor barmely z € D esetén, amelyen nem mennek
at ezek a gorbék,
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A logaritmus létezése

@ Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf aga D-n.
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A logaritmus létezése

@ Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf aga D-n.

@ Ha D tartomany, 0 ¢ D, és barmely D-beli zart gorbe 0-ra vonatkozd indexe 0, akkor létezik
log z-nek holomorf aga D-n.
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A logaritmus létezése

@ Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf aga D-n.

@ Ha D tartomany, 0 ¢ D, és barmely D-beli zart gérbe 0-ra vonatkozé indexe 0, akkor Iétezik
log z-nek holomorf aga D-n.

Biz. Az otlet: VegyUk 1/z egy primitiv fliggvényét.
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A logaritmus létezése

@ Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf aga D-n.

@ Ha D tartomany, 0 ¢ D, és barmely D-beli zart gérbe 0-ra vonatkozé indexe 0, akkor Iétezik
log z-nek holomorf aga D-n.

Biz. Az otlet: VegyUk 1/z egy primitiv fliggvényét.
Barmely D-beli zart gérbének a 0-ra vonatkozé indexe 0, tehat 1/z vonalintegrélja 0. Ezért
1/z-nek létezik primitiv figgvénye D-n.
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A logaritmus létezése

@ Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf aga D-n.

@ Ha D tartomany, 0 ¢ D, és barmely D-beli zart gérbe 0-ra vonatkozé indexe 0, akkor Iétezik
log z-nek holomorf aga D-n.

Biz. Az otlet: VegyUk 1/z egy primitiv fliggvényét.
Barmely D-beli zart gérbének a 0-ra vonatkozé indexe 0, tehat 1/z vonalintegrélja 0. Ezért
1/z-nek létezik primitiv figgvénye D-n.

Valasszunk egy 7z, € D kezddpontot, és egy olyan L(z) figgvenyt, amelyre L'(z) = > és
el(®) = z, (az L-hez hozzaadhatunk egy konstanst).
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A logaritmus létezése

@ Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf aga D-n.

@ Ha D tartomany, 0 ¢ D, és barmely D-beli zart gérbe 0-ra vonatkozé indexe 0, akkor Iétezik
log z-nek holomorf aga D-n.

Biz. Az otlet: VegyUk 1/z egy primitiv fliggvényét.

Barmely D-beli zart gérbének a 0-ra vonatkozé indexe 0, tehat 1/z vonalintegrélja 0. Ezért
1/z-nek létezik primitiv figgvénye D-n.

Valasszunk egy 7z, € D kezddpontot, és egy olyan L(z) figgvenyt, amelyre L'(z) = > és

et®) = 7z, (az L-hez hozzaadhatunk egy konstanst).
Legyen h(z) = z - e1(); ekkor tehat h(z) = 1,
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A logaritmus létezése

@ Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf aga D-n.

@ Ha D tartomany, 0 ¢ D, és barmely D-beli zart gérbe 0-ra vonatkozé indexe 0, akkor Iétezik
log z-nek holomorf aga D-n.

Biz. Az otlet: VegyUk 1/z egy primitiv fliggvényét.
Barmely D-beli zart gérbének a 0-ra vonatkozé indexe 0, tehat 1/z vonalintegrélja 0. Ezért
1/z-nek létezik primitiv figgvénye D-n.

Vélasszunk egy zy € D kezddpontot, és egy olyan L(z) fliggvényt, amelyre L'(z) = ; és

et®) = 7z, (az L-hez hozzaadhatunk egy konstanst).
Legyen h(z) = z - e1(); ekkor tehat h(z) = 1,

H(z)= (z : e‘L(z))/
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A logaritmus létezése

@ Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf aga D-n.

@ Ha D tartomany, 0 ¢ D, és barmely D-beli zart gérbe 0-ra vonatkozé indexe 0, akkor Iétezik
log z-nek holomorf aga D-n.

Biz. Az otlet: VegyUk 1/z egy primitiv fliggvényét.

Barmely D-beli zart gérbének a 0-ra vonatkozé indexe 0, tehat 1/z vonalintegrélja 0. Ezért
1/z-nek létezik primitiv figgvénye D-n.

Valasszunk egy 7z, € D kezddpontot, és egy olyan L(z) figgvenyt, amelyre L'(z) = > és

et®) = 7z, (az L-hez hozzaadhatunk egy konstanst).
Legyen h(z) = z - e1(); ekkor tehat h(z) = 1,

i
H(z) = (z : e—L(z)) — el _z. e @[ (z)
——
1/z
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A logaritmus létezése

@ Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf aga D-n.

@ Ha D tartomany, 0 ¢ D, és barmely D-beli zart gérbe 0-ra vonatkozé indexe 0, akkor Iétezik
log z-nek holomorf aga D-n.

Biz. Az otlet: VegyUk 1/z egy primitiv fliggvényét.

Barmely D-beli zart gérbének a 0-ra vonatkozé indexe 0, tehat 1/z vonalintegrélja 0. Ezért
1/z-nek létezik primitiv figgvénye D-n.

Valasszunk egy 7z, € D kezddpontot, és egy olyan L(z) figgvenyt, amelyre L'(z) = > és

et®) = 7z, (az L-hez hozzaadhatunk egy konstanst).
Legyen h(z) = z - e1(); ekkor tehat h(z) = 1,

H(z) = (z - e‘L(Z)) =t _z. @ ['(z) =0,
——
1/z
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A logaritmus létezése

@ Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf aga D-n.

@ Ha D tartomany, 0 ¢ D, és barmely D-beli zart gérbe 0-ra vonatkozé indexe 0, akkor Iétezik
log z-nek holomorf aga D-n.

Biz. Az otlet: VegyUk 1/z egy primitiv fliggvényét.

Barmely D-beli zart gérbének a 0-ra vonatkozé indexe 0, tehat 1/z vonalintegrélja 0. Ezért
1/z-nek létezik primitiv figgvénye D-n.

Valasszunk egy 7z, € D kezddpontot, és egy olyan L(z) figgvenyt, amelyre L'(z) = > és

et®) = 7z, (az L-hez hozzaadhatunk egy konstanst).
Legyen h(z) = z - e1(); ekkor tehat h(z) = 1,

H(z) = (z - e‘L(Z)) =t _z. @ ['(z) =0,
——
1/z

ezért h konstans 1, tehat e-?) = z; az L(z) fliggvény a log z-nek holomorf &ga.
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.

!

Biz. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja ;
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.

!

Biz. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja ; Vegylk ennek egy primitiv fliggvényét.
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.

!

Biz. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja ; Vegylk ennek egy primitiv fliggvényét.
f'(z)

Legyen ¢(z) = ——=; ez holomorf D-n.

f(2)
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.

!

Biz. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja ; Vegylk ennek egy primitiv fliggvényét.
'(2).

Legyen ¢(z) = T2 ez holomorf D-n. A D egyszeresen 0sszefliggd, tehat ¢(z)-nek létezik

primitiv fliggvénye.
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.

!

Biz. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja ; Vegylk ennek egy primitiv fliggvényét.
'(2).

Legyen ¢(z) = T2 ez holomorf D-n. A D egyszeresen 0sszefliggd, tehat ¢(z)-nek létezik
primitiv fliggvénye. Vegylink egy 7z, € D kezddpontot, és valasszunk egy olyan L(z) fliggvényt,

amelyre L' = ¢ és &%) = f(zp).
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.

!

Biz. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja ; Vegylk ennek egy primitiv fliggvényét.
'(2).

Legyen ¢(z) = T2 ez holomorf D-n. A D egyszeresen 0sszefliggd, tehat ¢(z)-nek létezik
primitiv fliggvénye. Vegylink egy 7z, € D kezddpontot, és valasszunk egy olyan L(z) fliggvényt,

amelyre L' = ¢ és e-(%) = f(zy). Legyen h(z) = f(z)e~1(?) ekkor tehat h(z) = 1,
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.

!

Biz. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja ; Vegylk ennek egy primitiv fliggvényét.
'(2).

Legyen ¢(z) = T2 ez holomorf D-n. A D egyszeresen 0sszefliggd, tehat ¢(z)-nek létezik
primitiv fliggvénye. Vegylink egy 7z, € D kezddpontot, és valasszunk egy olyan L(z) fliggvényt,

amelyre L' = ¢ és e-(%) = f(zy). Legyen h(z) = f(z)e~1(?) ekkor tehat h(z) = 1,

H(z) = (f(2)e™@)
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.

!

Biz. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja ; Vegylk ennek egy primitiv fliggvényét.
'(2).

Legyen ¢(z) = T2 ez holomorf D-n. A D egyszeresen 0sszefliggd, tehat ¢(z)-nek létezik
primitiv fliggvénye. Vegylink egy 7z, € D kezddpontot, és valasszunk egy olyan L(z) fliggvényt,

amelyre L' = ¢ és e-(%) = f(zy). Legyen h(z) = f(z)e~1(?) ekkor tehat h(z) = 1,

H(z2) = (f(2)e74@) = (2)e™@) — f(z)e @) )
/f
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.

!

Biz. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja ; Vegylk ennek egy primitiv fliggvényét.
'(2).

Legyen ¢(z) = T2 ez holomorf D-n. A D egyszeresen 0sszefliggd, tehat ¢(z)-nek létezik
primitiv fliggvénye. Vegylink egy 7z, € D kezddpontot, és valasszunk egy olyan L(z) fliggvényt,

amelyre L' = ¢ és e-(%) = f(zy). Legyen h(z) = f(z)e~1(?) ekkor tehat h(z) = 1,

H(z) = (f(z)e—L<Z>)' = f'(2)e"t® — f(2)e 1 I'(z) =0,
~——
fr/f
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.

!

Biz. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja ; Vegylk ennek egy primitiv fliggvényét.
'(2).

Legyen ¢(z) = T2 ez holomorf D-n. A D egyszeresen 0sszefliggd, tehat ¢(z)-nek létezik
primitiv fliggvénye. Vegylink egy 7z, € D kezddpontot, és valasszunk egy olyan L(z) fliggvényt,

amelyre L' = ¢ és e-(%) = f(zy). Legyen h(z) = f(z)e~1(?) ekkor tehat h(z) = 1,

H(z) = (f(z)e—L<Z>)' = f'(2)e"t® — f(2)e 1 I'(z) =0,
~——
fr/f

ezért h konstans 1,
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Ha D egyszeresen 6sszefliggd tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor |étezik
log f(z)-nek holomorf aga D-n.

!

Biz. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja ; Vegylk ennek egy primitiv fliggvényét.
'(2).

Legyen ¢(z) = T2 ez holomorf D-n. A D egyszeresen 0sszefliggd, tehat ¢(z)-nek létezik
primitiv fliggvénye. Vegylink egy 7z, € D kezddpontot, és valasszunk egy olyan L(z) fliggvényt,

amelyre L' = ¢ és e-(%) = f(zy). Legyen h(z) = f(z)e~1(?) ekkor tehat h(z) = 1,

H(z) = (f(z)e—L<Z>)' = f'(2)e"t® — f(2)e 1 I'(z) =0,
~——
fr/f

ezért h konstans 1, tehat et?) = f(z); az L(z) figgvény a log f(z)-nek holomorf aga.
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Példa: Young-tétel szeriiség

Ha f(z, w) kétvaltozés komplex fliggvény, folytonos az (a, b) egy kdrnyezetében, és mindkét
valtoz6 szerint holomorf, akkor a D1 D>f(z, w) és D>D; f(z, w) masodrend(l parcialis derivaltak
léteznek és egyenldk.
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Példa: Young-tétel szeriiség

Ha f(z, w) kétvaltozés komplex fliggvény, folytonos az (a, b) egy kdrnyezetében, és mindkét
valtoz6 szerint holomorf, akkor a D1 D>f(z, w) és D>D; f(z, w) masodrend(l parcialis derivaltak
léteznek és egyenldk.

Biz. a és b korll vesziink egy pici, r sugart kdrvonalat.
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Példa: Young-tétel szeriiség

Ha f(z, w) kétvaltozés komplex fliggvény, folytonos az (a, b) egy kdrnyezetében, és mindkét
valtoz6 szerint holomorf, akkor a D1 D>f(z, w) és D>D; f(z, w) masodrend(l parcialis derivaltak
léteznek és egyenldk.

Biz. a és b koriil vesziink egy pici, r sugart kérvonalat. Ezeken bellil Cauchy-formula w-re:

1 f(z,w)
Dgf(z, W) = % /|wb_r m dw.

6. Cauchy-integralformulak Komplex Fliggvénytan, 5-6. eléadas 2020. szept. 21.

21/23



Példa: Young-tétel szeriiség

Ha f(z, w) kétvaltozés komplex fliggvény, folytonos az (a, b) egy kdrnyezetében, és mindkét
valtoz6 szerint holomorf, akkor a D1 D>f(z, w) és D>D; f(z, w) masodrend(l parcialis derivaltak
léteznek és egyenldk.

Biz. a és b koriil vesziink egy pici, r sugart kérvonalat. Ezeken bellil Cauchy-formula w-re:
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Ez z-ben holomorf,
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Példa: Young-tétel szeriiség
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Biz. a és b koriil vesziink egy pici, r sugart kérvonalat. Ezeken bellil Cauchy-formula w-re:
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Dgf(z, W) = % /|wb_r m dw.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis A haromszdgdn 0 az integralja:
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Példa: Young-tétel szeriiség

Ha f(z, w) kétvaltozés komplex fliggvény, folytonos az (a, b) egy kdrnyezetében, és mindkét
valtoz6 szerint holomorf, akkor a D1 D>f(z, w) és D>D; f(z, w) masodrend(l parcialis derivaltak
léteznek és egyenldk.

Biz. a és b koriil vesziink egy pici, r sugart kérvonalat. Ezeken bellil Cauchy-formula w-re:

1 f(z,w)
Dgf(z, W) = % /|wb_r m dw.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis A haromszdgdn 0 az integralja:
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Példa: Young-tétel szeriiség

Ha f(z, w) kétvaltozés komplex fliggvény, folytonos az (a, b) egy kdrnyezetében, és mindkét
valtozé szerint holomorf, akkor a D1 D>f(z, w) és D,D;f(z, w) masodrendl parcialis derivaltak
léteznek és egyenldk.

Biz. a és b koriil vesziink egy pici, r sugart kérvonalat. Ezeken bellil Cauchy-formula w-re:

1 f(z,w)
Dgf(z, W) = % /|wb_r m dw.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis A haromszdgdn 0 az integralja:

AV =0 R AL e
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Példa: Young-tétel szeriiség

Ha f(z, w) kétvaltozés komplex fliggvény, folytonos az (a, b) egy kdrnyezetében, és mindkét
valtozé szerint holomorf, akkor a D1 D>f(z, w) és D,D;f(z, w) masodrendl parcialis derivaltak
léteznek és egyenldk.

Biz. a és b koriil vesziink egy pici, r sugart kérvonalat. Ezeken bellil Cauchy-formula w-re:

1 f(z,w)
Dgf(z, W) = % /|wb_r m dw.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis A haromszdgdn 0 az integralja:

A (/W_b_, o d“) dz = /w_m_, </A flz,w) dz) T /|b 0w =O
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Példa: Young-tétel szeriiség

Ha f(z, w) kétvaltozés komplex fliggvény, folytonos az (a, b) egy kdrnyezetében, és mindkét
valtozé szerint holomorf, akkor a D1 D>f(z, w) és D,D;f(z, w) masodrendl parcialis derivaltak
léteznek és egyenldk.

Biz. a és b koriil vesziink egy pici, r sugart kérvonalat. Ezeken bellil Cauchy-formula w-re:

1 f(z,w)
Dgf(z, W) = % /|wb_r m dw.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis A haromszdgdn 0 az integralja:

A (/W_b_, o d“) dz = /w_m_, </A flz,w) dz) T /|b 0w =O

Most Cauchy-formula z-re:

f(¢,w
1 #‘ b (o.ffwiz dw
w—D0|=r
D1D2f(Z7 W):TT([ / (<_2)2 dC
I¢-al=r
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Példa: Young-tétel szeriiség

Ha f(z, w) kétvaltozés komplex fliggvény, folytonos az (a, b) egy kdrnyezetében, és mindkét
valtozé szerint holomorf, akkor a D1 D>f(z, w) és D,D;f(z, w) masodrendl parcialis derivaltak
léteznek és egyenldk.

Biz. a és b koriil vesziink egy pici, r sugart kérvonalat. Ezeken bellil Cauchy-formula w-re:

1 f(z,w)
Dgf(z, W) = % /|wb_r m dw.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis A haromszdgdn 0 az integralja:

A (/W_b_, o d“) dz = /w_m_, </A flz,w) dz) T /W_b_,o Sl

Most Cauchy-formula z-re:

1 M) g,
27 (w—w)?
1 lw—b|=r 1 f(¢,w)
|¢—al=r |¢—al=r |w—b|=r
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Példa: Young-tétel szeriiség

Ha f(z, w) kétvaltozés komplex fliggvény, folytonos az (a, b) egy kdrnyezetében, és mindkét
valtozé szerint holomorf, akkor a D1 D>f(z, w) és D,D;f(z, w) masodrendl parcialis derivaltak
léteznek és egyenldk.

Biz. a és b koriil vesziink egy pici, r sugart kérvonalat. Ezeken bellil Cauchy-formula w-re:

1 f(z,w)
Dgf(z, W) = % /|wb_r m dw.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis A haromszdgdn 0 az integralja:

A (/W_b_, o d“) dz = /w_m_, </A flz,w) dz) T /W_b_,o Sl

Most Cauchy-formula z-re:

1 M) g,
27 (w—w)?
1 lw—b|=r 1 f(¢,w)
|¢—al=r |¢—al=r |w—b|=r

A D, D:f(z, w)-re ugyanez a képlet.
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Pistikének mindenrol
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Pistikének mindenrol

@ Fel akarjuk irni egy fliggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.
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Pistikének mindenrol

@ Fel akarjuk irni egy fliggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.
@ lgazolni akarjuk, hogy egy fliggvény holomorf-e? Integralni kell.
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Pistikének mindenrol

@ Fel akarjuk irni egy fliggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.
@ lgazolni akarjuk, hogy egy fliggvény holomorf-e? Integralni kell.
@ Meg akarjuk konstrualni a logaritmusfiiggvényt? Integralni kell.
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Pistikének mindenrol

@ Fel akarjuk irni egy fliggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.

@ lgazolni akarjuk, hogy egy fliggvény holomorf-e? Integralni kell.

@ Meg akarjuk konstrualni a logaritmusfiiggvényt? Integralni kell.

@ Meg akarjuk szamolni, hogy egy gorbe hanyszor keriili meg a nullat? Integralni kell.
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Pistikének mindenrol

@ Fel akarjuk irni egy fliggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.

@ lgazolni akarjuk, hogy egy fliggvény holomorf-e? Integralni kell.

@ Meg akarjuk konstrualni a logaritmusfiiggvényt? Integralni kell.

@ Meg akarjuk szamolni, hogy egy gorbe hanyszor keriili meg a nullat? Integralni kell.
@ Be akarjuk bizonyitani a Young-tételt? Integralni kell.
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Pistikének mindenrol

Fel akarjuk irni egy fliiggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.

Igazolni akarjuk, hogy egy fliggvény holomorf-e? Integralni kell.

Meg akarjuk konstrualni a logaritmusfliggvényt? Integraini kell.

Meg akarjuk szamolni, hogy egy gorbe hanyszor kerlli meg a nullat? Integralni kell.
Be akarjuk bizonyitani a Young-tételt? Integralni kell.

Hatvanysorba akarunk fejteni egy fliggvényt? Integralni kell. (jové héten.)
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Pistikének mindenrol

Fel akarjuk irni egy fliiggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.

Igazolni akarjuk, hogy egy flggvény holomorf-e? Integralni kell.

Meg akarjuk konstrualni a logaritmusfliggvényt? Integraini kell.

Meg akarjuk szamolni, hogy egy gorbe hanyszor kerlli meg a nullat? Integralni kell.
Be akarjuk bizonyitani a Young-tételt? Integralni kell.

Hatvanysorba akarunk fejteni egy fliggvényt? Integralni kell. (jové héten.)

Meg akarjuk szamolni, hogy egy egyenletnek hany megoldasa van? Integralni kell.
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Pistikének mindenrol

Fel akarjuk irni egy fliiggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.

Igazolni akarjuk, hogy egy fliggvény holomorf-e? Integralni kell.

Meg akarjuk konstrualni a logaritmusfliggvényt? Integraini kell.

Meg akarjuk szamolni, hogy egy gorbe hanyszor kerlli meg a nullat? Integralni kell.
Be akarjuk bizonyitani a Young-tételt? Integralni kell.

Hatvanysorba akarunk fejteni egy fliggvényt? Integralni kell. (jové héten.)

Meg akarjuk szamolni, hogy egy egyenletnek hany megoldasa van? Integralni kell.
Be akarjuk bizonyitani az implicitfiggvény-tételt? Integralni kell.
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Pistikének mindenrol

Fel akarjuk irni egy fliiggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.

Igazolni akarjuk, hogy egy fliggvény holomorf-e? Integralni kell.

Meg akarjuk konstrualni a logaritmusfliggvényt? Integraini kell.

Meg akarjuk szamolni, hogy egy gorbe hanyszor kerlli meg a nullat? Integralni kell.
Be akarjuk bizonyitani a Young-tételt? Integralni kell.

Hatvanysorba akarunk fejteni egy fliggvényt? Integralni kell. (jové héten.)

Meg akarjuk szamolni, hogy egy egyenletnek hany megoldasa van? Integralni kell.
Be akarjuk bizonyitani az implicitfiggvény-tételt? Integralni kell.

Integralokat csereberélni jo! :-)
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Mara ennyi, itt a vége ]

Mara ennyi, itt a vége Komplex Fliggvénytan, 5-6. eldadas 2020. szept. 21. 23/23



