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Holomorf függvények egyenletes limesze

Tétel (Weierstrass)

Holomorf függvények lokálisan egyenletes limesze holomorf, avagy:
Ha D ⊂ C tartomány, g, f1, f2, . . . : D → C holomorfak és fn(z)→ g(z) lokálisan egyenletesen,
akkor g holomorf és f ′n(z)→ g′(z) lokálisan egyenletesen.

Emlékeztetőül, ”lokálisan egyenletesen”:
Minden pontnak van olyan környezete, ahol, vagy:
Minden kompakt részhalmazon.

Következmény

Lokálisan egyenletesen konvergens sorozatokat és sorokat
akárhányszor szabad tagonként deriválni.
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Biz. (a) Morera: ahhoz, hogy g(z) = lim fn(z) holomorf legyen, elég, ha bármely D-beli ∆ zárt
háromszöglemez kerületén 0 a vonalintegrálja.

∫
∆

g(z) dz =

∫
∆

(
lim

n→∞
fn(z)

)
dz = lim

n→∞

∫
∆

fn(z) dz = lim
n→∞

0 = 0.

(b) Legyen B(c,R) ⊂ D, 0 < r < R, c ∈ B(c, r).
Bármely ε > 0-hoz van olyan n0, hogy n > n0 esetén

max
|w−c|=R

|fn(w)− g(w)| < ε.

Bármely z ∈ B(c, r)-re∣∣f ′n(z)−g′(z)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|w−c|=R

fn(w)

(w − z)2 dw− 1
2πi

∫
|w−c|=R

g(w)

(w − z)2 dw

∣∣∣∣∣
=

1
2π

∣∣∣∣∣
∫
|w−c|=R

fn(w)− g(w)(
(w − c)− (z − c)

)2 dw

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π

∫
|w−c|=R

∣∣fn(w)− g(w)
∣∣(

|w − c| − |z − c|
)2 |dw |

≤ 1
2π
· ε

(R − r)2 · 2πR =
R

(R − r)2 · ε.

Ez minden ε-ra igaz, tehát f ′n(z)→ g′(z) egyenletesen a B(c, r) körben.
Minden c-nek van olyan környezete, ahol fn → g egyenletesen.
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Bármely z ∈ B(c, r)-re∣∣f ′n(z)−g′(z)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|w−c|=R

fn(w)

(w − z)2 dw− 1
2πi

∫
|w−c|=R

g(w)

(w − z)2 dw

∣∣∣∣∣
=

1
2π

∣∣∣∣∣
∫
|w−c|=R

fn(w)− g(w)(
(w − c)− (z − c)

)2 dw

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π

∫
|w−c|=R

∣∣fn(w)− g(w)
∣∣(

|w − c| − |z − c|
)2 |dw |

≤ 1
2π
· ε

(R − r)2 · 2πR =
R

(R − r)2 · ε.

Ez minden ε-ra igaz, tehát f ′n(z)→ g′(z) egyenletesen a B(c, r) körben.
Minden c-nek van olyan környezete, ahol fn → g egyenletesen.
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Biz. (a) Morera: ahhoz, hogy g(z) = lim fn(z) holomorf legyen, elég, ha bármely D-beli ∆ zárt
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Bármely z ∈ B(c, r)-re∣∣f ′n(z)−g′(z)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|w−c|=R

fn(w)

(w − z)2 dw− 1
2πi

∫
|w−c|=R

g(w)

(w − z)2 dw

∣∣∣∣∣
=

1
2π

∣∣∣∣∣
∫
|w−c|=R

fn(w)− g(w)(
(w − c)− (z − c)

)2 dw

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π

∫
|w−c|=R

∣∣fn(w)− g(w)
∣∣(

|w − c| − |z − c|
)2 |dw |

≤ 1
2π
· ε

(R − r)2 · 2πR =
R

(R − r)2 · ε.

Ez minden ε-ra igaz, tehát f ′n(z)→ g′(z) egyenletesen a B(c, r) körben.
Minden c-nek van olyan környezete, ahol fn → g egyenletesen.
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∆

g(z) dz =

∫
∆

(
lim

n→∞
fn(z)

)
dz = lim

n→∞

∫
∆

fn(z) dz = lim
n→∞

0 = 0.

(b) Legyen B(c,R) ⊂ D, 0 < r < R, c ∈ B(c, r).
Bármely ε > 0-hoz van olyan n0, hogy n > n0 esetén

max
|w−c|=R

|fn(w)− g(w)| < ε.

Bármely z ∈ B(c, r)-re∣∣f ′n(z)−g′(z)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|w−c|=R

fn(w)

(w − z)2 dw− 1
2πi

∫
|w−c|=R

g(w)

(w − z)2 dw

∣∣∣∣∣
=

1
2π

∣∣∣∣∣
∫
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fn(w)− g(w)(
(w − c)− (z − c)

)2 dw

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π

∫
|w−c|=R

∣∣fn(w)− g(w)
∣∣(

|w − c| − |z − c|
)2 |dw |

≤ 1
2π
· ε

(R − r)2 · 2πR

=
R

(R − r)2 · ε.

Ez minden ε-ra igaz, tehát f ′n(z)→ g′(z) egyenletesen a B(c, r) körben.
Minden c-nek van olyan környezete, ahol fn → g egyenletesen.
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Példa: Riemann-zeta függvény

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

(Hagyományosan s = σ + it)

Ha σ0 > 1, akkor a σ ≥ σ0 félsı́kban
∑ 1

nσ0
közös konvergens majoráns, tehát a sor egyenletesen

konvergens.

A Weierstrass-tétel szerint ζ(s) holomorf a σ > 1 nyı́lt félsı́kban, és

ζ ′(s) =
∞∑

n=1

− log n
ns .

(σ ≤ 1 esetén a sor divergens.)
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ζ ′(s) =
∞∑

n=1

− log n
ns .

(σ ≤ 1 esetén a sor divergens.)
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ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns
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, és

ζ ′(s) =
∞∑

n=1

− log n
ns .

(σ ≤ 1 esetén a sor divergens.)
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Példa: Riemann-zeta függvény
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(Hagyományosan s = σ + it)

Ha σ0 > 1, akkor a σ ≥ σ0 félsı́kban
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Paraméteres integrálok

Tétel
Legyen D tartomány, f : [a,b]× D → C folytonos, minden rögzı́tett x ∈ [a,b]-re z 7→ f (x , z)
holomorf. Ekkor az

F (z) =

∫ b

x=a
f (x , z) dx

paraméteres integrál is holomorf és

F ′(z) =

∫ b

x=a
D2f (x , z) dx .

Biz. Ugyanaz, csak szumma helyett integrállal.
(a) Bármely ∆ ⊂ D háromszöglemez körül∫

∆

F (z) dz =

∫
z∈∆

(∫ b

x=a
f (x , z) dx

)
dz =

∫ b

x=a

(∫
z∈∆

f (x , z) dz

)
dx =

∫ b

x=a
0 dx = 0,

tehát F (z) holomorf.
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∆

F (z) dz =

∫
z∈∆

(∫ b

x=a
f (x , z) dx

)
dz

=

∫ b

x=a

(∫
z∈∆

f (x , z) dz

)
dx =

∫ b

x=a
0 dx = 0,

tehát F (z) holomorf.
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holomorf. Ekkor az

F (z) =

∫ b

x=a
f (x , z) dx
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paraméteres integrál is holomorf és

F ′(z) =

∫ b

x=a
D2f (x , z) dx .

Biz. Ugyanaz, csak szumma helyett integrállal.
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(b) Bármely z ∈ D pont körül egy kis, r sugarú körben

F ′(z) =
1

2πi

∫
|w−z|=r

F (w)
dw

(w − z)2

=
1

2πi

∫
|w−z|=r

(∫ b

x=a
f (x ,w) dx

)
dw

(w − z)2

=

∫ b

x=a

(
1

2πi

∫
|w−z|=r

f (x ,w)
dw

(w − z)2

)
dx

=

∫ b

x=a
D2f (x , z) dx .
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Példa: az Euler-féle Gamma-függgvény

Γ(s) =

∫ ∞
x=0

xs−1e−x dx (Re s > 0)

holomorf, és

Γ′(s) =

∫ ∞
x=0

xs−1e−x log x dx (Re s > 0)

Az előző tételt kiterjeszthetjük improprius integrálokra, vagy vehetjük a

lim
N→∞

∫ N

x= 1
N

xs−1e−x dx

lokálisan egyenletesen konvergens függvénysorozatot.
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Az előző tételt kiterjeszthetjük improprius integrálokra,

vagy vehetjük a

lim
N→∞

∫ N

x= 1
N

xs−1e−x dx

lokálisan egyenletesen konvergens függvénysorozatot.
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Pontonkénti konvergenciából egyenletes konvergencia

Lemma
Ha D ⊂ C tartomány, f1, f2, . . . : D → C holomorfak és egyenletesen korlátosak (tehát van olyan K ,
hogy |fn(z)| ≤ K minden n-re és minden z ∈ D-re), és egy sűrű S ⊂ D halmazon fn(z) pontonként
konvergens, akkor az fn(z) sorozat lokálisan egyenletesen konvergens.

Biz. Vegyünk egy c ∈ D pontot és körülötte egy kört: B(c,R + ε) ⊂ D.
Legyen r = R

2 és |fn(z)| ≤ K minden n-re és w-re.

Előkészület. Bármely z ∈ B(c, r)-re és bármely n ∈ N-re

∣∣f ′n(z)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|w−c|=R

fn(w)

(w − z)2 dw

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π

K
(R − r)2 · 2πR =

4K
R
,

ezért bármely z1, z2 ∈ B(c, r) pontokra∣∣fn(z1)− fn(z2)
∣∣ ≤ 4K

R
· |z1 − z2|.

(A kis körön belül f1, f2, . . . egyenletesen Lipschitz.)
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ezért bármely z1, z2 ∈ B(c, r) pontokra∣∣fn(z1)− fn(z2)
∣∣ ≤ 4K

R
· |z1 − z2|.

(A kis körön belül f1, f2, . . . egyenletesen Lipschitz.)
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∣∣f ′n(z)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|w−c|=R

fn(w)

(w − z)2 dw

∣∣∣∣∣

≤ 1
2π

K
(R − r)2 · 2πR =

4K
R
,
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Pontonkénti konvergenciából egyenletes konvergencia

Lemma
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Legyen ε > 0 tetszőleges.

A B(c, r)∩S halmazból válasszunk ki véges sok pontot: s1, . . . , sk -t úgy,
hogy ezek ε sugarú környezetei lefedjék B(c, r)-et.
Van olyan n0, hogy bármely n,m ≥ n0-ra és minden 1 ≤ j ≤ k -ra∣∣fn(sj ) − fm(sj )

∣∣ < ε. (Mindegyik j-hez van ilyen küszöb; vesszük a
maximumot.)
Most tekintsünk egy tetszőleges z ∈ B(c, r) pontot.
Ehhez van egy sj pont, amelyre |z − sj | < ε. Ezért∣∣fn(z)− fm(z)

∣∣ ≤
≤
∣∣fn(z)− fn(sj )

∣∣+
∣∣fm(sj )− fm(z)

∣∣+
∣∣fn(sj )− fm(sj )

∣∣ ≤
<

4K
R
|z − sj |+

4K
R
|z − sj |+ ε < 2 · 4K

R
ε+ ε =

(
8K
R

+ 1
)
ε.

Tehát: Minden ε > 0-hoz van olyan n0, hogy minden n,m > n0 és

bármely z ∈ B(c, r) esetén
∣∣fn(z)− fm(z)

∣∣ ≤ ( 8K
R + 1

)
ε.

Az fn(z) függvénysorozat egyenletesen konvergens B(c, r)-en.
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bármely z ∈ B(c, r) esetén
∣∣fn(z)− fm(z)

∣∣ ≤ ( 8K
R + 1

)
ε.
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Legyen ε > 0 tetszőleges.
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∣∣ ≤

≤
∣∣fn(z)− fn(sj )

∣∣+
∣∣fm(sj )− fm(z)

∣∣+
∣∣fn(sj )− fm(sj )

∣∣ ≤
<

4K
R
|z − sj |+

4K
R
|z − sj |+ ε < 2 · 4K

R
ε+ ε =

(
8K
R

+ 1
)
ε.

Tehát: Minden ε > 0-hoz van olyan n0, hogy minden n,m > n0 és
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A B(c, r)∩S halmazból válasszunk ki véges sok pontot: s1, . . . , sk -t úgy,
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Van olyan n0, hogy bármely n,m ≥ n0-ra és minden 1 ≤ j ≤ k -ra∣∣fn(sj ) − fm(sj )

∣∣ < ε. (Mindegyik j-hez van ilyen küszöb; vesszük a
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Van olyan n0, hogy bármely n,m ≥ n0-ra és minden 1 ≤ j ≤ k -ra∣∣fn(sj ) − fm(sj )

∣∣ < ε. (Mindegyik j-hez van ilyen küszöb; vesszük a
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maximumot.)
Most tekintsünk egy tetszőleges z ∈ B(c, r) pontot.
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Tétel (Vitali–Montel)

Ha D ⊂ C tartomány, f1, f2, . . . : D → C holomorfak, és egyenletesen korlátosak, akkor ezek közül
kiválasztható lokálisan egyenletesen konvergens részsorozat.

V.ö. Bolzano-Weierstrass tétel
Minden korlátos számsorozatnak van konvergens részsorozata.

V.ö. Arzelà–Ascoli tétel
Ha f1, f2, . . . : [a,b]→ R egyenletesen korlátosak és egyenlő mértékben egyenletesen folytonosak,
azaz

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀n ∀x , y ∈ [a,b]
((
|x − y | < δ

)
⇒
(
|fn(x)− fn(y)| < ε

))
,

akkor kiválasztható egyenletesen konvergens részsorozat.
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Biz. . Legyen s1, s2, . . . egy sűrű sorozat D-ben.

A B–W tétel miatt miatt van olyan N1 = (n1,1,n1,2,n1,3, . . .) sorozat, amelyre az fn1,k (s1) sorozat
konvergens.
Ennek van olyan N2 = (n2,1,n2,2,n2,3, . . .) részsorozata, amelyre az fn2,k (s2) sorozat is konvergens.
Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatát; minden `-re az fn`,k (s`) sorozat konvergens.

N1: n1,1 n1,2 n1,3 n1,4 . . .
N2: n2,1 n2,2 n2,3 n2,4 . . .
N3: n3,1 n3,2 n3,3 n3,4 . . .
N4: n4,1 n4,2 n4,3 n4,4 . . .

...
...

...
...

...
. . .

N1: n1,1 n1,2 n1,3 n1,4 . . .
N2: n2,1 n2,2 n2,3 n2,4 . . .
N3: n3,1 n3,2 n3,3 n3,4 . . .
N4: n4,1 n4,2 n4,3 n4,4 . . .

...
...

...
...

...
. . .

Átlósan kiválasztjuk az nk,k elemeket.

Az (n1,1,n2,2,n3,3, . . .) sorozat mindegyik Njk -nek részsorozata az első néhány elem kivételével,
ezért bármelyik `-re az fnk,k (s`) sorozat konvergens.
Tehát, az fnk,k (z) sorozat egyenletesen korlátos és az S = {s1, s2, . . .} sűrű halmazon pontonként
konvergens, tehát a Lemma miatt a teljes D tartományon lokálisan egyenletesen konvergens.
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A B–W tétel miatt miatt van olyan N1 = (n1,1,n1,2,n1,3, . . .) sorozat, amelyre az fn1,k (s1) sorozat
konvergens.
Ennek van olyan N2 = (n2,1,n2,2,n2,3, . . .) részsorozata, amelyre az fn2,k (s2) sorozat is konvergens.

Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatát; minden `-re az fn`,k (s`) sorozat konvergens.

N1: n1,1 n1,2 n1,3 n1,4 . . .
N2: n2,1 n2,2 n2,3 n2,4 . . .

N3: n3,1 n3,2 n3,3 n3,4 . . .
N4: n4,1 n4,2 n4,3 n4,4 . . .

...
...

...
...

...
. . .

N1: n1,1 n1,2 n1,3 n1,4 . . .
N2: n2,1 n2,2 n2,3 n2,4 . . .
N3: n3,1 n3,2 n3,3 n3,4 . . .
N4: n4,1 n4,2 n4,3 n4,4 . . .

...
...

...
...

...
. . .
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szünet
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Lemma
Bármely k ∈ Z, c ∈ C és r > 0 esetén

(a)
1

2πr

∫
|z−c|=r

(z − c)k |dz| =

{
1 ha k = 0
0 ha k 6= 0

(b)
1

2πi

∫
|z−c|=r

(z − c)k dz =

{
1 ha k = −1
0 ha k 6= −1

Biz. A kettő ugyanaz, mert d
(

arg(z − c)
)

=
| dz|

r
=

dz
i(z − c)

. Helyettesı́tés: z − c = eit , 0 ≤ t ≤ 2π

(a)
1

2πr

∫
|z−c|=r

(z − c)k |dz| =
1

2πr

∫ 2π

0
(reit )k · r dt =

r k

2πr

∫ 2π

0
rekit dt =

{
1 ha k = 0
0 hat k 6= 0

(b)
1

2πi

∫
|z−c|=r

zk dz =
1

2πi

∫ 2π

0
(reit )k · ireitdt =

r k+1

2π

∫ 2π

0
e(k+1)itdt =

{
1 ha k + 1 = 0
0 hat k + 1 6= 0

Vagy: k 6= −1 esetén van primitı́v függvény, a
zk+1

k + 1
. A k = −1 esetben

1
2πi

∫
|z−c|=r

dz
z − c

= 1.
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Bármely k ∈ Z, c ∈ C és r > 0 esetén

(a)
1

2πr

∫
|z−c|=r

(z − c)k |dz| =

{
1 ha k = 0
0 ha k 6= 0

(b)
1

2πi

∫
|z−c|=r

(z − c)k dz =

{
1 ha k = −1
0 ha k 6= −1
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0 ha k 6= 0

(b)
1

2πi

∫
|z−c|=r

(z − c)k dz =
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1 ha k = −1
0 ha k 6= −1

Biz. A kettő ugyanaz, mert d
(

arg(z − c)
)

=
| dz|

r
=

dz
i(z − c)

. Helyettesı́tés: z − c = eit , 0 ≤ t ≤ 2π

(a)
1

2πr

∫
|z−c|=r

(z − c)k |dz| =
1

2πr
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∫ 2π

0
rekit dt =

{
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1

2πi
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|z−c|=r
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1

2πi

∫ 2π

0
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r k+1

2π

∫ 2π
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e(k+1)itdt =

{
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Vagy: k 6= −1 esetén van primitı́v függvény, a
zk+1

k + 1
. A k = −1 esetben

1
2πi

∫
|z−c|=r

dz
z − c

= 1.
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zk+1

k + 1
.

A k = −1 esetben
1

2πi
∫
|z−c|=r

dz
z − c

= 1.
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Tétel (együtthatóformula)

Ha a B(c,R) körlapon

f (z) =
∞∑

n=0

an(z − c)n,

akkor
ak =

1
2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)k+1 dw minden k -ra és 0 < r < R-re.

Biz.

1
2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)k+1 dw =
1

2πi

∫
|w−c|=r

∞∑
n=0

an(w − c)n

(w − c)k+1 dw

=
1

2πi

∫
|w−c|=r

( ∞∑
n=0

an(w − c)n−k−1
)

dw =
∞∑

n=0

(
an ·

1
2πi

∫
|w−c|=r

(w − c)n−k−1 dw
)

=
∞∑

n=0

an ·
{

1 ha n − k − 1 = −1
0 ha n − k − 1 6= −1

}
= ak .
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Ha a B(c,R) körlapon

f (z) =
∞∑

n=0

an(z − c)n,

akkor
ak =

1
2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)k+1 dw minden k -ra és 0 < r < R-re.

Biz.

1
2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)k+1 dw =
1

2πi

∫
|w−c|=r

∞∑
n=0

an(w − c)n

(w − c)k+1 dw

=
1

2πi

∫
|w−c|=r

( ∞∑
n=0

an(w − c)n−k−1
)

dw =
∞∑

n=0

(
an ·

1
2πi

∫
|w−c|=r

(w − c)n−k−1 dw
)

=
∞∑

n=0

an ·
{

1 ha n − k − 1 = −1
0 ha n − k − 1 6= −1

}

= ak .
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Összehasonlı́tás: együtthatóformula, Cauchy-formula és Taylor-együttható

Ha a B(c,R) körlapon

f (z) =
∞∑

n=0

an(z − c)n,

akkor

ak =
f (k)(c)

k !
(Taylor-együttható)

ak =
1

2πi

∫
|z−c|=r

f (z)

(z − c)k+1 dz (Együtthatóformula)

f (k)(c)

k !
=

1
2πi

∫
|z−c|=r

f (z)

(z − c)k+1 dz (Cauchy-formula)
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Összehasonlı́tás: együtthatóformula, Cauchy-formula és Taylor-együttható
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f (k)(c)

k !
=

1
2πi

∫
|z−c|=r

f (z)

(z − c)k+1 dz (Cauchy-formula)
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Tétel (hatványsorba fejtés)

Ha f holomorf a B(c,R) körlapon, akkor ezen a körlapon a függvény hatványsorba fejthető,

f (z) =
∞∑

n=0

an(z − c)n,

ahol
an =

1
2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)n+1 dw bármely 0 < r < R-re.
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Biz. Legyen z ∈ B(c,R), d = |z − c| < r < R, M = max
|w−c|=r

|f (w)|

f (z) =
1

2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

w − z
dw =

1
2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)− (z − c)
dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)
· 1

1− z − c
w − c

dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)
·

( ∞∑
n=0

(
z − c
w − c

)n
)

dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r

( ∞∑
n=0

f (w) · (z − c)n

(w − c)n+1

)
dw

=
∞∑

n=0

(
1

2πi

∫
|w−c|=r

f (w) · (z − c)n

(w − c)n+1 dw

)
=

=
∞∑

n=0

(
1

2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)n+1 dw

)
·(z−c)n =

∞∑
n=0

an ·(z−c)n.

∣∣∣∣ z − c
w − c

∣∣∣∣ =
d
r
< 1

∞∑
n=0

max
w

∣∣∣∣ f (w) · (z − c)n

(w − c)n+1

∣∣∣∣ =
∞∑

n=0

M
r
·
(

d
r

)n
<∞
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Biz. Legyen z ∈ B(c,R), d = |z − c| < r < R, M = max
|w−c|=r

|f (w)|

f (z) =
1

2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

w − z
dw =

1
2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)− (z − c)
dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)
· 1

1− z − c
w − c

dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)
·

( ∞∑
n=0

(
z − c
w − c

)n
)

dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r

( ∞∑
n=0

f (w) · (z − c)n

(w − c)n+1

)
dw

=
∞∑

n=0

(
1

2πi

∫
|w−c|=r

f (w) · (z − c)n

(w − c)n+1 dw

)
=

=
∞∑

n=0

(
1

2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)n+1 dw

)
·(z−c)n =

∞∑
n=0

an ·(z−c)n.

∣∣∣∣ z − c
w − c

∣∣∣∣ =
d
r
< 1

∞∑
n=0

max
w

∣∣∣∣ f (w) · (z − c)n

(w − c)n+1

∣∣∣∣ =
∞∑

n=0

M
r
·
(

d
r

)n
<∞
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Definı́ció
f : D → C ”analitikus”, ha D bármely pontja körül valamekkora körben hatványsorba fejthető.

Következmény

f : D → C akkor és csak akkor analitikus, ha holomorf.

Biz. ⇒ A hatványsor összegfüggvénye holomorf.
⇐ Minden holomorf függvény bármely c pont körül hatványsorba fejthető, a maximális c közepű
körlapon.
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f : D → C akkor és csak akkor analitikus, ha holomorf.

Biz. ⇒ A hatványsor összegfüggvénye holomorf.
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Tétel (középérték-tulajdonság)

Ha f (z) holomorf a B(c,R) zárt körlapon (tehát holomorf egy kicsivel nagyobb körben), akkor

1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz| = f (c)

vagyis f (z) átlaga a körvonalon megegyezik a középpontban felvett értékkel.

Biz. . Legyen f (z) c körüli hatványsora f (z) =
∞∑

n=0

an(z − c)n.

1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz| =
1

2πr

∫
|z−c|=r

( ∞∑
n=0

an(z − c)n
)
|dz| =

=
∞∑

n=0

an

(
1

2πr

∫
|z−c|=r

(z − c)n |dz|
)

=
∞∑

n=0

an ·
{

1 ha n = 0
0 ha n > 0

}
= a0 = f (c).
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∞∑

n=0

an(z − c)n.

1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz| =
1

2πr

∫
|z−c|=r

( ∞∑
n=0

an(z − c)n
)
|dz| =

=
∞∑

n=0

an

(
1

2πr

∫
|z−c|=r

(z − c)n |dz|
)

=
∞∑

n=0

an ·
{

1 ha n = 0
0 ha n > 0

}
= a0 = f (c).
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vagyis f (z) átlaga a körvonalon megegyezik a középpontban felvett értékkel.

Biz. . Legyen f (z) c körüli hatványsora f (z) =
∞∑

n=0

an(z − c)n.

1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz| =
1

2πr

∫
|z−c|=r

( ∞∑
n=0

an(z − c)n
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|dz| =

=
∞∑

n=0

an

(
1

2πr

∫
|z−c|=r

(z − c)n |dz|
)

=
∞∑

n=0

an ·
{

1 ha n = 0
0 ha n > 0

}
= a0 = f (c).
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Tétel (Parseval-formula hatványsorokra)

Ha f (z) holomorf a B(0, r) zárt körlapon (tehát holomorf egy kicsivel nagyobb körben), és a 0
körüli hatványsora f (z) =

∑∞
n=0 anzn, akkor

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣f (reit )
∣∣∣2 dt =

∞∑
n=0

|an|2r2n.

Az r = 1 esetben
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣f (eit )
∣∣∣2 dt =

∞∑
n=0

|an|2.

Biz.

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣f (reit )
∣∣∣2 dt =

1
2π

∫ 2π

0
f (reit ) · f (reit ) dt =

1
2π

∫ 2π

0

( ∞∑
n=0

an(reit )n
)( ∞∑

m=0

am(re−it )m
)

dt

=
∞∑

n=0

∞∑
m=0

(
anamrn+m 1

2π

∫ 2π

0
e(n−m)it dt

)
=
∞∑

n=0

∞∑
m=0

anamrn+m
{

1 ha n = m
0 ha n 6= m

}
=
∞∑

n=0

|an|2r2n.
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Parseval-formula vs. Pitagorasz-tétel

Az egységkörvonalon

〈f ,g〉 =
1

2π

∫
|z|=1

f · g |dz|

egy skaláris szorzás, erre nézve

1, z, z2, . . . ,
1
z
,

1
z2 , . . .

ortonormáltak.
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Példa
f (z) = log(1 + z) holomorf az egységkörben, f (0) = 0,

f (k)(z) =
(−1)k−1(k − 1)!

(1 + z)k ,
f (k)(0)

k !
=

(−1)k−1

k
.

a Taylor sor előállı́tja a függvényt az egységkörben:

log(1 + z) =
∞∑

k=1

(−1)k−1

k
zk .
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Következmény (binomiális sor)

Legyen a ∈ C,

(1 + z)a =
∞∑

k=0

(
a
k

)
zk ha |z| < 1

(Azt a hatványfüggvényt vesszük, amelyre 1a = 1.)

Az f (z) = (1 + z)a = ea log(1+z) függvény holomorf az egységkörben,

f k (z)

k !
=

a(a− 1)...(a− k + 1)(1 + z)a−k

k !
=

(
a
k

)
(1 + z)a−k ,

f k (0)

k !
=

(
a
k

)
;

A 0 körüli hatványsor

(1 + z)a =
∞∑

k=0

(
a
k

)
zk (|z| < 1).
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2
Definiáljuk az a0,a1,a2, . . . valós számsorozatot a következő rekurzióval:

a0 = −1,
n∑

k=0

an−k

k + 1
= 0 for n ≥ 1.

Mutassuk meg, hogy an > 0 minden n ≥ 1-re.

Gyors felső becslés: |an| =

∣∣∣∣− n∑
k=1

an−k

k + 1

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=1

|an−k |; trivi indukcióval |an| ≤ 2n.

Legyen G(z) =
∞∑

n=0

anzn; ez |z| < 1
2 -re biztosan konvergens. A rekurzió azt jelenti, hogy

−1 =

( ∞∑
n=0

anzn
)
·
∞∑

k=0

zk

k + 1
= G(z) · − log(1− z)

z
;

G(z) =
z

log(1− z)
, G(0) = −1.

Ennek a függvénynek a hatványsora érdekel minket.
Megpróbálhatjuk kiszámolni a Taylor-együtthatókat... ehhez k -szor deriválni kell a 0-ban. (Hajrá.)
Vagy, ı́rjuk fel inkább együtthatóformulát...
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Gyors felső becslés: |an| =

∣∣∣∣− n∑
k=1

an−k

k + 1

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=1

|an−k |;

trivi indukcióval |an| ≤ 2n.
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Legyen G(z) =
∞∑

n=0

anzn

; ez |z| < 1
2 -re biztosan konvergens. A rekurzió azt jelenti, hogy
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−1 =

( ∞∑
n=0

anzn
)
·
∞∑

k=0

zk

k + 1
= G(z) · − log(1− z)

z
;

G(z) =
z

log(1− z)
, G(0) = −1.
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ehhez k -szor deriválni kell a 0-ban. (Hajrá.)
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an =
1

2πi

∫
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2

G(z)

zn+1 dz
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1
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dz
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an =
1

2πi

∫
|z|= 1

2

G(z)

zn+1 dz =
1

2πi

∫
|z|= 1

2

dz
zn log(1− z)

=
1

2πi

∫
γ

dz
zn log(1− z)

=
1

2πi

∫ R

1+r

dx
xn
(

log(x − 1)− πi)
− 1

2πi

∫ R

1+r

dx
xn
(

log(x − 1) + πi)

+ O
(

r · log
1
r

)
+ O

(
R · 1

Rn log R

)

Kör helyett ezen a ”kulcslyukgörbén” integrálunk:

=
1

2πi

∫ R

1+r

2πi · dx
xn
(

log(x − 1)− πi)
(

log(x − 1) + πi)
+ O

(
r · log

1
r

)
+ O

(
1

Rn−1 log R

)

=

∫ R

1+r

dx
xn
(

log2(x − 1) + π2
+ O

(
r · log

1
r

)
+ O

(
R · 1

Rn log R

)
Ha r → 0 és R →∞:

an =

∫ ∞
1

dx
xn
(
π2 + log2(x − 1)

) > 0.
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an =
1

2πi

∫
|z|= 1

2

G(z)

zn+1 dz =
1

2πi

∫
|z|= 1

2

dz
zn log(1− z)

=
1

2πi

∫
γ

dz
zn log(1− z)

=
1

2πi

∫ R

1+r

dx
xn
(

log(x − 1)− πi)
− 1

2πi

∫ R

1+r

dx
xn
(

log(x − 1) + πi)

+ O
(

r · log
1
r

)
+ O

(
R · 1

Rn log R

)

Kör helyett ezen a ”kulcslyukgörbén” integrálunk:

=
1

2πi

∫ R

1+r

2πi · dx
xn
(

log(x − 1)− πi)
(

log(x − 1) + πi)
+ O

(
r · log

1
r

)
+ O

(
1

Rn−1 log R

)

=

∫ R

1+r

dx
xn
(

log2(x − 1) + π2
+ O

(
r · log

1
r

)
+ O

(
R · 1

Rn log R

)

Ha r → 0 és R →∞:
an =

∫ ∞
1

dx
xn
(
π2 + log2(x − 1)

) > 0.
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