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Holomorf fliggvények egyenletes limesze

Tétel (Weierstrass)

Holomorf fliggvények lokalisan egyenletes limesze holomorf, avagy:

Ha D c C tartomany, g, fi, f, ... : D — C holomorfak és f,(z) — g(z) lokalisan egyenletesen,
akkor g holomorf és f/(z) — g’(z) lokalisan egyenletesen.
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Ha D c C tartomany, g, fi, f, ... : D — C holomorfak és f,(z) — g(z) lokalisan egyenletesen,
akkor g holomorf és f/(z) — g’(z) lokalisan egyenletesen.

Emlékeztetbll, "lokalisan egyenletesen”:
@ Minden pontnak van olyan kdrnyezete, ahol, vagy:
@ Minden kompakt részhalmazon.
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akkor g holomorf és f/(z) — g’(z) lokalisan egyenletesen.

Emlékeztetbll, "lokalisan egyenletesen”:
@ Minden pontnak van olyan kdrnyezete, ahol, vagy:
@ Minden kompakt részhalmazon.

Kovetkezmény

Lokalisan egyenletesen konvergens sorozatokat és sorokat
akarhanyszor szabad tagonként derivalni.

A\
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Biz. (a) Morera: ahhoz, hogy g(z) = lim f,(z) holomorf legyen, elég, ha barmely D-beli A zart
haromszdglemez kerlletén 0 a vonalintegralja.
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Biz. (a) Morera: ahhoz, hogy g(z) = lim f,(z) holomorf legyen, elég, ha barmely D-beli A zart
haromszdglemez kerlletén 0 a vonalintegralja.

/Ag(z) dz = /A (nleoo fn(z)> dz = nILmOO/Af,,(z) dz = nILmOOO =0.
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Biz. (a) Morera: ahhoz, hogy g(z) = lim f,(z) holomorf legyen, elég, ha barmely D-beli A zart
haromszdglemez kerlletén 0 a vonalintegralja.

/Ag(z) dz = /A (nILmoo f,,(z)) dz = nILmOO/A fa(2) dz = nILmOOO =0.
(b) Legyen B(c,R) c D,0 < r < R,ce B(c,r).
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Biz. (a) Morera: ahhoz, hogy g(z) = lim f,(z) holomorf legyen, elég, ha barmely D-beli A zart
haromszdglemez kerlletén 0 a vonalintegralja.

/A 9(z) dz = /A (nILmoo fn(Z)> dz = lim /A fr(z)dz = lim 0=0.

(b) Legyen B(c,R) c D,0 < r < R,ce B(c,r).
Barmely ¢ > 0-hoz van olyan ny, hogy n > ng esetén

max _|f(w) — g(w)| < e.
|lw—c|=R
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/ R fo(w) 1 g(w)
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1 fa(W) 1 g(w)
o PR ) N

/ hw)—gw)
w—cl=R (W — ¢) — (z - ¢))*

_ 1
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Ez minden e-ra igaz, tehat f/(z) — g’(z) egyenletesen a B(c, r) kérben.
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Ez minden e-ra igaz, tehat f/(z) — g’(z) egyenletesen a B(c, r) kérben.
Minden c-nek van olyan kérnyezete, ahol f, — g egyenletesen.
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Példa: Riemann-zeta fliggvény

7. Holomorf fliggvények sorozatai Komplex Fiiggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 5/28



Példa: Riemann-zeta fliggvény

(Hagyomanyosan s = o + it)

7. Holomorf fliggvények sorozatai Komplex Fiiggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 5/28



Példa: Riemann-zeta fliggvény

(Hagyomanyosan s = o + it)

Ha oo > 1, akkor a o > o félsikban s kdz8s konvergens majorans,

7. Holomorf fliggvények sorozatai Komplex Fiiggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 5/28



Példa: Riemann-zeta fliggvény

(Hagyomanyosan s = o + it)

Ha oo > 1, akkor a o > o félsikban s kdz8s konvergens majorans, tehat a sor egyenletesen
konvergens.

7. Holomorf fliggvények sorozatai Komplex Fiiggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 5/28



Példa: Riemann-zeta fliggvény

(Hagyomanyosan s = o + it)

Ha oo > 1, akkor a o > o félsikban s kdz8s konvergens majorans, tehat a sor egyenletesen
konvergens.

A Weierstrass-tétel szerint ¢(s) holomorf a o > 1 nyilt félsikban

7. Holomorf fliggvények sorozatai Komplex Fiiggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 5/28



Példa: Riemann-zeta fliggvény

(Hagyomanyosan s = o + it)

Ha oo > 1, akkor a o > o félsikban s kdz8s konvergens majorans, tehat a sor egyenletesen
konvergens.

A Weierstrass-tétel szerint ¢(s) holomorf a o > 1 nyilt félsikban, és

o0
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nS
n=1
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Példa: Riemann-zeta fliggvény

(Hagyomanyosan s = o + it)

Ha oo > 1, akkor a o > o félsikban s kdz8s konvergens majorans, tehat a sor egyenletesen
konvergens.

A Weierstrass-tétel szerint ¢(s) holomorf a o > 1 nyilt félsikban, és

o0

o) =3 o8

nS
n=1

(o < 1 esetén a sor divergens.)
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Paraméteres integralok

Tétel

Legyen D tartomany, f : [a, b] x D — C folytonos, minden régzitett x € [a, b]-re z — f(x, z)
holomorf. Ekkor az

F(z) = /i f(x,z) dx

paraméteres integral is holomorf és

F'(z) = /i D-f(x, z) dx.
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tehat F(z) holomorf.
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(b) Barmely z € D pont kordl egy kis, r sugard kérben

, 1 dw
F (Z) - % /Wz|_r F(W) (W - 2)2
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(b) Barmely z € D pont kordl egy kis, r sugard kérben

, 1 dw
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1 b dw
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(b) Barmely z € D pont kordl egy kis, r sugard kérben

, 1 dw
F (Z) - % /Wz|_r F(W) (W - 2)2
1 b dw
B % /w—z_r </x_a f(X7 W) dX) (W - 2)2
b1 dw
N /x:a <27T/ /|wzr f(X7 W) (W - Z)2> o

b
:/ Do>f(x,z) dx.
xX=a
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Példa: az Euler-féle Gamma-fiigggvény

F(s):/ x*Te*dx  (Res > 0)
x=0

holomorf, és .
r(s) = / x5 'eXlogxdx  (Res > 0)
X
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Példa: az Euler-féle Gamma-fiigggvény

F(s):/ x*Te*dx  (Res > 0)
x=0

holomorf, és .
r(s) = / x5 'e¥logxdx  (Res>0)
X

Az el6zb tételt kiterjeszthetjik improprius integralokra, vagy vehetjik a

N
Iim/ x5 le X dx
X

N—oo Jy_1
- N

lokalisan egyenletesen konvergens fliggvénysorozatot.
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Pontonkénti konvergenciabol egyenletes konvergencia

Ha D c C tartomany, f;, f,...: D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van olyan K,
hogy |f,(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy slr(i S C D halmazon f,(z) pontonként
konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokalisan egyenletesen konvergens.
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Pontonkénti konvergenciabol egyenletes konvergencia

Ha D c C tartomany, f;, f,...: D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van olyan K,
hogy |f,(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy slr(i S C D halmazon f,(z) pontonként
konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokalisan egyenletesen konvergens.

Biz. Vegyiink egy ¢ € D pontot és korUlotte egy kort: B(c, R +¢) C D.
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Pontonkénti konvergenciabol egyenletes konvergencia

Ha D c C tartomany, f;, f,...: D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van olyan K,
hogy |f,(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy slr(i S C D halmazon f,(z) pontonként
konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokalisan egyenletesen konvergens.

Biz. Vegyiink egy ¢ € D pontot és korUlotte egy kort: B(c, R+ ¢) C D.
Legyen r = & és |f,(2)| < K minden n-re és w-re.
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Pontonkénti konvergenciabol egyenletes konvergencia

Ha D c C tartomany, f;, f,...: D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van olyan K,
hogy |f,(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy slr(i S C D halmazon f,(z) pontonként
konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokalisan egyenletesen konvergens.

Biz. Vegyiink egy ¢ € D pontot és korUlotte egy kort: B(c, R+ ¢) C D.
Legyen r = g és |f,(z)| < K minden n-re és w-re.

Elékészilet. Barmely z € B(c, r)-re és barmely n € N-re

|f2(2))
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Pontonkénti konvergenciabol egyenletes konvergencia

Ha D c C tartomany, f;, f,...: D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van olyan K,
hogy |f,(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy slr(i S C D halmazon f,(z) pontonként
konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokalisan egyenletesen konvergens.

Biz. Vegyiink egy ¢ € D pontot és korUlotte egy kort: B(c, R+ ¢) C D.
Legyen r = g és |f,(z)| < K minden n-re és w-re.

Elékészilet. Barmely z € B(c, r)-re és barmely n € N-re

! i fn(W)
(2] < |5 /|<w—> dw‘

7. Holomorf fliggvények sorozatai Komplex Fiiggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 9/28



Pontonkénti konvergenciabol egyenletes konvergencia

Ha D c C tartomany, f;, f,...: D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van olyan K,
hogy |f,(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy slr(i S C D halmazon f,(z) pontonként
konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokalisan egyenletesen konvergens.

Biz. Vegyiink egy ¢ € D pontot és korUlotte egy kort: B(c, R+ ¢) C D.
Legyen r = g és |f,(z)| < K minden n-re és w-re.

Elékészilet. Barmely z € B(c, r)-re és barmely n € N-re

! / de < ! K -2nmR
|w—c|=R

7(2)] < 2ri (w—2z)2
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Pontonkénti konvergenciabol egyenletes konvergencia

Ha D c C tartomany, f;, f,...: D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van olyan K,
hogy |f,(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy slr(i S C D halmazon f,(z) pontonként
konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokalisan egyenletesen konvergens.

Biz. Vegyiink egy ¢ € D pontot és korUlotte egy kort: B(c, R+ ¢) C D.
Legyen r = g és |f,(z)| < K minden n-re és w-re.

Elékészilet. Barmely z € B(c, r)-re és barmely n € N-re

< [ ] < Lt e
|lw—c|=R

2ri (w—2z)2 =~ 2r(R-r) R’
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Pontonkénti konvergenciabol egyenletes konvergencia

Ha D c C tartomany, f;, f,...: D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van olyan K,
hogy |f,(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy slr(i S C D halmazon f,(z) pontonként
konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokalisan egyenletesen konvergens.

Biz. Vegyiink egy ¢ € D pontot és korUlotte egy kort: B(c, R+ ¢) C D.
Legyen r = g és |f,(z)| < K minden n-re és w-re.

Elékészilet. Barmely z € B(c, r)-re és barmely n € N-re

< [ ] < Lt e
|lw—c|=R

2ri (w—2z)2 =~ 2r(R-r) R’

ezért barmely zy, z, € B(c, r) pontokra
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Pontonkénti konvergenciabol egyenletes konvergencia

Ha D c C tartomany, f;, f,...: D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van olyan K,
hogy |f,(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy slr(i S C D halmazon f,(z) pontonként
konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokalisan egyenletesen konvergens.

Biz. Vegyiink egy ¢ € D pontot és korUlotte egy kort: B(c, R+ ¢) C D.
Legyen r = g és |f,(z)| < K minden n-re és w-re.

Elékészilet. Barmely z € B(c, r)-re és barmely n € N-re

< [ ] < Lt e
|lw—c|=R

2ri (w—2z)2 =~ 2r(R-r) R’

ezért barmely zy, z, € B(c, r) pontokra

4K
[fa(21) — fa(22)] < - |21 — zo|.
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Pontonkénti konvergenciabol egyenletes konvergencia

Ha D c C tartomany, f;, f,...: D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van olyan K,
hogy |f,(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy slr(i S C D halmazon f,(z) pontonként
konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokalisan egyenletesen konvergens.

Biz. Vegyiink egy ¢ € D pontot és korUlotte egy kort: B(c, R+ ¢) C D.
Legyen r = g és |f,(z)| < K minden n-re és w-re.

Elékészilet. Barmely z € B(c, r)-re és barmely n € N-re

< [ ] < Lt e
|lw—c|=R

2ri (w—2z)2 =~ 2r(R-r) R’

ezért barmely zy, z, € B(c, r) pontokra

4K
[fa(21) — fa(22)] < - |21 — zo|.

(A kis koron belll fi, fo, . .. egyenletesen Lipschitz.)
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Legyen ¢ > 0 tetszdleges.
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Legyen ¢ > 0 tetszbleges.

A B(c, r)nS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: s, ..., Sc-t Ugy,
hogy ezek e sugaru kérnyezetei lefedjék B(c, r)-et.
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Legyen ¢ > 0 tetszbleges.

A B(c, r)nS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: s, ..., Sc-t Ugy,
hogy ezek e sugaru kérnyezetei lefedjék B(c, r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra
}f,,(s,-) - fm(s,-)] < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszéb; vesszik a
maximumot.)

7. Holomorf fliggvények sorozatai Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 10/28



Legyen ¢ > 0 tetszdleges.

A B(c, r)nS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: s, ..., Sc-t Ugy,
hogy ezek e sugaru kérnyezetei lefedjék B(c, r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra
}f,,(s,-) - fm(s,-)] < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszéb; vesszik a
maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszbleges z € B(c, r) pontot.
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Legyen ¢ > 0 tetszdleges.

A B(c, r)nS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: s, ..., Sc-t Ugy,
hogy ezek e sugaru kérnyezetei lefedjék B(c, r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra
}f,,(s,-) - fm(s,-)] < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszéb; vesszik a
maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszbleges z € B(c, r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — sj| < e.

7. Holomorf fliggvények sorozatai Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 10/28



Legyen ¢ > 0 tetszdleges.

A B(c, r)nS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: s, ..., Sc-t Ugy,
hogy ezek e sugaru kérnyezetei lefedjék B(c, r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra
}f,,(s,-) - fm(s,-)] < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszéb; vesszik a
maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszbleges z € B(c, r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — sj| < . Ezért

Ifa(2) — fm(2)| <
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Legyen ¢ > 0 tetszdleges.

A B(c, r)nS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: s, ..., Sc-t Ugy,
hogy ezek e sugaru kérnyezetei lefedjék B(c, r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra
}f,,(s,-) - fm(s,-)] < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszéb; vesszik a
maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszbleges z € B(c, r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — sj| < . Ezért

|£4(2) — fn(2)] <
< |f(2) = fa($)| + | fin(S) — Fm(2)] + |fa(5)) — fn(8))| <
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Legyen ¢ > 0 tetszdleges.

A B(c, r)nS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: s, ..., Sc-t Ugy,
hogy ezek e sugaru kérnyezetei lefedjék B(c, r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra
}f,,(s,-) - fm(s,-)] < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszéb; vesszik a
maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszbleges z € B(c, r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — sj| < . Ezért

|£4(2) — fn(2)] <
< |f(2) = fa($)| + | fin(S) — Fm(2)] + |fa(5)) — fn(8))| <

4K 4K
< ﬁ|z—s,-\ + ?|z—sj-| +e
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Legyen ¢ > 0 tetszdleges.

A B(c, r)nS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: s, ..., Sc-t Ugy,
hogy ezek e sugaru kérnyezetei lefedjék B(c, r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra
}f,,(s,-) - fm(s,-)] < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszéb; vesszik a
maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszbleges z € B(c, r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — sj| < . Ezért

|£4(2) — fn(2)] <
< |f(2) = fa($)| + | fin(S) — Fm(2)] + |fa(5)) — fn(8))| <

<4K|z s-\+4K|z sj|l+e<2 4K +
R“TUTR e R°TF
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Legyen ¢ > 0 tetszdleges.

A B(c, r)nS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: s, ..., Sc-t Ugy,
hogy ezek e sugaru kérnyezetei lefedjék B(c, r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra
}f,,(s,-) - fm(s,-)] < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszéb; vesszik a
maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszbleges z € B(c, r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — sj| < . Ezért

|£4(2) — fn(2)] <
< |f(2) = fa($)| + | fin(S) — Fm(2)] + |fa(5)) — fn(8))| <
8K

<4K|z s-\+4K|z—s-|+ <2 4K te=|—H5 +1
- = R-"°"\R )"
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Legyen ¢ > 0 tetszdleges.

A B(c, r)nS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: s, ..., Sc-t Ugy,
hogy ezek e sugaru kérnyezetei lefedjék B(c, r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra
\f,,(s,-) - fm(s,-)] < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszéb; vesszik a
maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszbleges z € B(c, r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — sj| < . Ezért

£2(2) — fn(2)] <
< |f(2) = fa($)| + | fin(S) — Fm(2)] + |fa(5)) — fn(8))| <

4K 4K 4K 8K
<ﬁ|z—sj\+—|Z—sj|+£<2~—£+£: — +1])e

R R R

Tehat: Minden ¢ > 0-hoz van olyan ny, hogy minden n,m > ng és
barmely z € B(c, r) esetén |f,(z) — fn(2)| < (8,2,‘ + 1)5.
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Legyen ¢ > 0 tetszdleges.

A B(c, r)nS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: s, ..., Sc-t Ugy,
hogy ezek e sugaru kérnyezetei lefedjék B(c, r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra
\f,,(s,-) - fm(s,-)] < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszéb; vesszik a
maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszbleges z € B(c, r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — sj| < . Ezért

£2(2) — fn(2)] <
< |F(2) = 1al8)] + | FinlS)) — Fnl(2)] + | () — Fn(s))] <
8K

<4K|z s-\+4K|z—s-|+ <2 4K te=|—H5 +1
- = R-"°"\R )"

Tehat: Minden ¢ > 0-hoz van olyan ny, hogy minden n,m > ng és
barmely z € B(c, r) esetén |f,(z) — fn(2)| < (8,2,‘ + 1)5.

Az f,(z) flggvénysorozat egyenletesen konvergens B(c, r)-en.
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Tétel (Vitali-Montel)

Ha D c C tartomany, f;,f,...: D — C holomorfak, és egyenletesen korlatosak, akkor ezek kozdl
kivalaszthato lokalisan egyenletesen konvergens részsorozat.
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Tétel (Vitali-Montel)

Ha D c C tartomany, f;,f,...: D — C holomorfak, és egyenletesen korlatosak, akkor ezek kozdl
kivalaszthato lokalisan egyenletesen konvergens részsorozat.

V.6. Bolzano-Weierstrass tétel

Minden korlatos szamsorozatnak van konvergens részsorozata.
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Tétel (Vitali-Montel)

Ha D c C tartomany, f;,f,...: D — C holomorfak, és egyenletesen korlatosak, akkor ezek kozdl
kivalaszthato lokalisan egyenletesen konvergens részsorozat.

V.6. Bolzano-Weierstrass tétel
Minden korlatos szamsorozatnak van konvergens részsorozata.

V.0. Arzela—Ascoli tétel

Ha fi, f,...: [a,b] — R egyenletesen korlatosak és egyenlé mértékben egyenletesen folytonosak,
azaz

Ve >0 36 >0 Vn Vx,y <€ [a, b] ((|x—y| < 0) = (Ifalx) = fa(y)| < s)),

akkor kivalaszthat6 egyenletesen konvergens részsorozat.
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Biz. . Legyen sy, s, ... egy slri sorozat D-ben.
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Biz. . Legyen s1, s, ... egy sUr{i sorozat D-ben.
A B-W tétel miatt miatt van olyan Ny = (n,1, M2, 3,...) sorozat, amelyre az f,, ,(s1) sorozat
konvergens.

Nii m1 M2 M3 Mg
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Biz. . Legyen s1, s, ... egy sUr{i sorozat D-ben.

A B-W tétel miatt miatt van olyan Ny = (n,1, M2, 3,...) sorozat, amelyre az f,, ,(s1) sorozat
konvergens.

Ennek van olyan N> = (2,1, N2 2, N2 3, . . .) részsorozata, amelyre az f,, , (Sz) sorozat is konvergens.

Nii m1 M2 M3 Mg
No: ot Moo o3 Moy
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Biz. . Legyen s1, s, ... egy sUr{i sorozat D-ben.

A B-W tétel miatt miatt van olyan Ny = (n,1, M2, 3,...) sorozat, amelyre az f,, ,(s1) sorozat
konvergens.

Ennek van olyan N> = (2,1, N2 2, N2 3, . . .) részsorozata, amelyre az f,, , (Sz) sorozat is konvergens.
Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatat; minden /-re az f,,  (S¢) sorozat konvergens.

Nii m1 M2 M3 Mg
No: oy Moo o3 Moy
N3: nmsy4 Mo M3 Mag
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Biz. . Legyen s1, s, ... egy sUr{i sorozat D-ben.
A B-W tétel miatt miatt van olyan Ny = (n,1, M2, 3,...) sorozat, amelyre az f,, ,(s1) sorozat

konvergens.

Ennek van olyan No = (2.1, M2 2, Na 3, . -

.) részsorozata, amelyre az f,, ,(S2) sorozat is konvergens.

Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatat; minden /-re az f,,  (S¢) sorozat konvergens.

N1Z
N2:
N3:
N4Z

7. Holomorf fliggvények sorozatai

Mai Mz M3 Ma

Noq Mo Nog Ioa

N1 N32 N33 134

Na1  NMa2 N4z Naga
Ki lex Fliggve , 7-8. el
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Biz. . Legyen s1, s, ... egy sUr{i sorozat D-ben.
A B-W tétel miatt miatt van olyan Ny = (n,1, M2, 3,...) sorozat, amelyre az f,, ,(s1) sorozat

konvergens.

Ennek van olyan No = (2.1, M2 2, Na 3, . -

.) részsorozata, amelyre az f,, ,(S2) sorozat is konvergens.

Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatat; minden /-re az f,,  (S¢) sorozat konvergens.

N1Z
N2:
N3:
N4Z

7. Holomorf fliggvények sorozatai

Mai Mz M3 Ma

Noq Mo Nog Ioa

N1 N32 N33 134

Na1  NMa2 N4z Naga
K lex Fliggve , 7-8. el

2020. szept. 28. 12/28



Biz. . Legyen sy, s, ... egy slri sorozat D-ben.

A B-W tétel miatt miatt van olyan Ny = (n,1, M2, 3,...) sorozat, amelyre az f,, ,(s1) sorozat
konvergens.

Ennek van olyan N> = (2,1, N2 2, N2 3, . . .) részsorozata, amelyre az f,, , (Sz) sorozat is konvergens.
Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatat; minden /-re az f,,  (S¢) sorozat konvergens.

Nz (ngq 2 N3 N4

No: o No3 No 4
Ns: sy Nz 2 N34
Ny: ngjy N4 2 Ng 3

Atlésan kivalasztjuk az ny x elemeket.
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Biz. . Legyen sy, S», ..

. egy sUrl sorozat D-ben.

A B-W tétel miatt miatt van olyan Ny = (n,1, M2, 3,...) sorozat, amelyre az f,, ,(s1) sorozat

konvergens.

Ennek van olyan No = (2.1, M2 2, M2 3, .

..) részsorozata, amelyre az f,, ,(s2) sorozat is konvergens.

Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatat; minden /-re az f,,  (S¢) sorozat konvergens.

N1Z IR
N2: N2 4
Ns: ns 4
N4: N4 4

Atlésan kivalasztjuk az ny x elemeket.

Az (ny1,M22,N33, ..

N2 N3 N4
nz3 n2a

N3 2 N3 4

Ny 2 Ny 3

.) sorozat mindegyik N;k-nek részsorozata az els6 néhany elem kivételével,

ezert barmelyik (-re az f,, , (s¢) sorozat konvergens.

7. Holomorf fliggvények sorozatai

K
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Biz. . Legyen sy, s, ... egy slri sorozat D-ben.

A B-W tétel miatt miatt van olyan Ny = (n,1, M2, 3,...) sorozat, amelyre az f,, ,(s1) sorozat
konvergens.

Ennek van olyan N> = (2,1, N2 2, N2 3, . . .) részsorozata, amelyre az f,, , (Sz) sorozat is konvergens.
Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatat; minden /-re az f,,  (S¢) sorozat konvergens.

Ny (n N2 3 N4

No: noq No 3 N2 4
N3: n3y N2 N34
Ny: ngjy N4 2 Ng 3

Atlésan kivalasztjuk az ny x elemeket.

Az (M 1,222,533, ...) sorozat mindegyik N;k-nek részsorozata az elsd néhany elem kivételével,
ezert barmelyik (-re az f,, , (s¢) sorozat konvergens.

Tehat, az f,, ,(z) sorozat egyenletesen korlatos és az S = {s1, s, ...} sliri halmazon pontonként
konvergens, tehat a Lemma miatt a teljes D tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.
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8. Hatvanysorba fejtés |
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Lemma

Barmely k € Z, c € C és r > 0 esetén

(a) !

2nr |z—c|=r

1 hak=0

k _
(2=0) 'dz|_{o hak 0
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Barmely k € Z, c € C és r > 0 esetén

(@) L/ (z— o) |dz| = 1 hak=0
2nr J iz o=r ~ |0 hak#0
1 1 hak=-1

b — z—c)kdz =

(b) 2ri |Z_C|:,( ) {0 ha k # —1

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28.
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Barmely k € Z, c € C és r > 0 esetén

(a) L/ (z—c)k|dz|— 1 hak=0
2nr J iz o=r ~ |0 hak#0

1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
(0) ori ), 29 {o ha k # —1
. ” o ldzl o dz
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = o Tiz-o

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28.
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BérmelykeZ,ce(Césr>01esetén ¢ hak—o
a — z—c)|dz| = ak=
(a) 2rr /|Z_C_,( )" ldz] 0 hak#0
1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
(b) 2ri /|Z_C|_,( ) {0 ha k # —1
. ~ | dz| dz . 0
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = = =0 Helyettesités: z—c=¢e", 0 <t < 2r
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Lemma
BérmelykeZ,ce(Césr>01esetén ¢ hak—o
a — z-c)|dz| = an=
(a) 2rr /|Z_C_,( )" ldz] 0 hak#0
1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
(b) 27i /|Z_C|_,( ) {0 ha k # —1
. ~ | dz| dz . 0
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = = =0 Helyettesités: z—c=¢e", 0 <t < 2r
1 k
a — z—c)'|dz
@ 5, (2ol

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 15/28



BérmelykeZ,ce(Césr>01esetén ¢ hak—o
a — z—c)|dz| = ak=
(a) 2rr /|Z_C_,( )" ldz] 0 hak#0
1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
( ) 27” /|z_c|_r( ) {0 ha k 7é _1
. ~ | dz| dz . 0
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = = =0 Helyettesités: z—c=¢e", 0 <t < 2r
@ o[ (e-oflz= e [ et
27Tr \Z—C|:I' 27Tr 0
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BérmelykeZ,ce(Césr>01esetén ¢ hak—o
K ak=
a — z—0)"|dz| =
(a) 2rr /|Z_C_,( )" ldz] {0 hak #0
1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
( ) 27” /|z_c|_r( ) {0 ha k 7é _1
. ~ | dz| dz . 0
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = = =0 Helyettesités: z—c=¢e", 0 <t < 2r
1 K 1 2T ik R
JRE— — e — . e — 4
(a) 5T ‘z_q:r(z c)"|dz| 5T /0 (re")*-rdt 5 /0 re® dt
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Barmely k € Z, c € C és r > 0 esetén
(@) L/ (2 — o) |dz] = 1 hak=0
2nr J iz o=r ~ |0 hak#0
1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
(b) 27i /|Z_C|_,( ) {0 ha k # —1
. ~ | dz| dz . 0
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = = =0 Helyettesités: z—c=¢e", 0 <t < 2r
1 k 1 /27{- itk I’k /27T kit 1 hak:0
a — z—cC)'|dz| = =— re’)t - rdt = — re™ dt =
( ) 2rr \Z—C|:I'( ) | | 2rr 0 ( ) 2rr 0 0 hat k # 0
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Barmely k € Z, c € C és r > 0 esetén
(@) L/ (2 — o) |dz] = 1 hak=0
2nr J iz o=r ~ |0 hak#0
1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
(b) 27i /|Z_C|_,( ) {0 ha k # —1
. ~ | dz| dz . 0
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = = =0 Helyettesités: z—c=¢e", 0 <t < 2r
1 k 1 /’27r itk I’k /27T kit 1 hakZO
a — z—cC)'|dz| = =— re’)t - rdt = — re™ dt =
( ) 2rr \Z—C|:I'( ) | | 2rr 0 ( ) 2rr 0 0 hat k §£ 0

1
b) — / ZXdz
(5) 2mi |z—c|=r
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BérmelykeZ,ce(Césr>01esetén ¢ hak—o
K anK=
a — z—0)"|dz| =
(a) 2rr /|Z_C_,( )" ldz] {0 hak #0
1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
(b) 2ri /|Z_C|_,( ) {0 ha k # —1
. ~ | dz| dz . 0
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = = =0 Helyettesités: z—c=¢e", 0 <t < 2r
1 K 1 /2” : o 1 hak=0
a — z-c)k|dz| = — re”k~rdt:—/ reft dt =
( ) 27Tr \Z—C|:I'( ) | | 27Tr 0 ( ) 27Tr 0 O hat k §£ 0
1 Faz= [ ety iretat
27 |z—c|=r 2ri 0
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BérmelykeZ,ce(Césr>01esetén ¢ hak—o
K akKk=
a — z—c)'|dz| =
(@) 2rr /lz_c_,( )" ldz] {o ha k # 0
1 1 hak=-1
b — z—o)fdz =
(b) 27 /|z—c|—r( ) {o ha k # —1
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = @ = /(zd—zc) Helyettesités: z—c =€, 0 <t < 2r
1 K 1 /2” : o 1 hak=0
a) z—o)f|dz| = — re”k~rdt:—/ reft dt =
( ) 27Tr \Z—C|:I'( ) | | 27Tr 0 ( ) 27Tr 0 O hat k §£ 0
1 Koy 1 2T ik it _ ok 2 (k+1)it
(b) 5 |z_C‘:rz dz*zTri | (re")* - ire dtfg/0 e dt

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 15/28



Barmely k € Z, c € C és r > 0 esetén
(@) L/ (2 — o) |dz] = 1 hak=0
2nr J iz o=r ~ |0 hak#0
1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
(b) 27i /|Z_C|_,( ) {0 ha k # —1
. ~ | dz| dz . 0
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = = =0 Helyettesités: z—c=¢e", 0 <t < 2r
1 k 1 /’27r itk I’k /27T kit 1 hakZO
a — z—cC)'|dz| = =— re’)t - rdt = — re™ dt =
( ) 27Tr \Z—C|:I’( ) | | 27Tr 0 ( ) 27Tr 0 O hat k §£ O
1 K I N P : 1 hak+1=0
— ZXdz = — re")k . ire' dt = —/ ek it gt —
2mi |z—c|=r 2ri 0 ( ) o 0 0 hat k + 1 # 0
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BérmelykeZ,ce(Césr>01esetén ¢ hak—o
K anK=
a — z—0)"|dz| =
(a) 2rr /|Z_C_,( )" ldz] {O hak #0
1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
(b) 27i /|Z_C|_,( ) {0 ha k # —1
. ~ | dz| dz . 0
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = = =0 Helyettesités: z—c=¢e", 0 <t < 2r
1 K 1 /2” : o 1 hak=0
a — z-c)k|dz| = — re”k~rdt:—/ reft dt =
( ) 27Tr \Z—C|:I’( ) | | 27Tr 0 ( ) 27Tr 0 O hat k §£ O
1 K I N P : 1 hak+1=0
— ZXdz = — re")k . ire' dt = —/ ek it gt —
27'('/ |Z—C\:f 271'/ 0 ( ) 27T 0 0 hat k =+ 1 # 0
k+1
Vagy: k # —1 esetén van primitiv fliggvény, a Ifﬁ
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Barmely k € Z, c € C és r > 0 esetén
(@) L/ (2 — o) |dz] = 1 hak=0
2nr J iz o=r ~ |0 hak#0
1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
(b) 27i /|Z_C|_,( ) {0 ha k # —1
. ~ | dz| dz . 0
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = = =0 Helyettesités: z—c=¢e", 0 <t < 2r
1 k 1 /’27r itk I’k /27T kit 1 hakZO
a — z—cC)'|dz| = =— re’)t - rdt = — re™ dt =
(2) 2nr ‘Z_C|:,( )" 1dz] 2rr Jo (re") 2rr Jo 0 hatk#0
1 K I N P : 1 hak+1=0
— Zdz = — re")k . ire' dt = —/ ek it gt —
2mi |z—c|=r 2ri 0 ( ) o 0 0 hat k + 1 # 0
k+1
Vagy: k # —1 esetén van primitiv fliggvény, a Ifﬁ A k = —1 esetben
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Barmely k € Z, c € C és r > 0 esetén
(@) L/ (2 — o) |dz] = 1 hak=0
2nr J iz o=r ~ |0 hak#0
1 1 hak=-1
b — z—c)kdz =
(b) 27i /|z_c|_,( ) {0 ha k # —1
. " | dz| dz s "
Biz. A kett6 ugyanaz, mertd(arg(z —c)) = = =0 Helyettesités: z—c=¢e", 0 <t < 2r
1 k 1 /27r itk I’k /27T kit 1 hakZO
a — z—cC)'|dz| = =— re’)t - rdt = — re™ dt =
( ) 2rr \Z—C|:I’( ) | | 2rr 0 ( ) 2rr 0 0 hat k §£ 0
1 K 1 & . rkt1 rem j 1 hak+1=0
— ZXdz = — re")k . ire' dt = —/ ek it gt —
ori |z—c|=r 2ri 0 ( ) o 0 0 hat k + 1 # 0
, e Zk+1 1 dz
Vagy: k # —1 esetén van primitiv figgvény, a PEER A k = —1 esetben 57 flz_c‘:, ¢
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Tétel (egyiitthatéformula)

Ha a B(c, R) kérlapon

akkor

1
ax = —/ ﬂ dw minden k-ra és 0 < r < R-re.
21l Jjw—cj=r (W
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Tétel (egyiitthatéformula)

Ha a B(c, R) kérlapon

f(2) = an(z - c)",
n=0
akkor 1 -
w
= — - 7 d . d k- , O R- -
&= 2mi /IW—c|=r (w — c)k+ w  minden k-raés 0 <r < R-re
Biz.

1 f(w)

— ———dw
21l Jyw—cj=r (W — C)fF!
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Tétel (egyiitthatéformula)

Ha a B(c, R) kérlapon

f(2) = an(z - o),
n=0
akkor 1 -
w
~ 2nmi w— oy 4 inden k-ra és 0 R-re.
=5 /|w—c|:r oo w minden k-raés 0 < r <
Biz.

i ap(w —c)"
n=0

1 f(w) 1
—_— —_— d = — _— d
2ri |w—c|=r (W - C)k+1 " 2ri /wclr (W - C)k+1 "

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28.
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Tétel (egyiitthatéformula)

Ha a B(c, R) kérlapon

f(2) = an(z - o),
n=0
akkor 1 -
w
~ 2nmi w— oy 4 inden k-ra és 0 R-re.
=5 /|w—c|:r S, w  minden k-raés0<r<
Biz.

E ap(w —c)"
1 f(w) 1 =0
_— d = —_— —_— d
2ri /|wcr (W - C)k+1 " 2ri /wclr (W - C)k+1 "

= 2:”, /lwc“ (ian(w - C)nk1> dw

n=0
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Tétel (egyiitthatéformula)

Ha a B(c, R) kérlapon

f(z)=>_ an(z—c)",
n=0
akkor ' (w)
w
= — — i k-ra é R-re.
ak 27ri/w . W= o) dw minden k-raés 0 < r < R-re
Biz.

ian(w—

1 f(w) 1 =0
—_— d = — —_— d
2ri /|wcr (W - C)k+1 " 2ri /wclr (W - C)k+1 "

= 2;/_ /|wc|r (ian(w C)nk1> dw = i (an 2T”/W c|:r(W7 c)nfkq dw)

n=0 n=0
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Tétel (egyiitthatéformula)

Ha a B(c, R) kérlapon

f(2) = an(z - c)".
n=0
akkor 1 -
w
~ 2nmi w— oy 4 inden k-ra és 0 R-re.
=5 /|w—c|:r S, w  minden k-raés0<r<
Biz.

E ap(w —c)"
1 f(w) 1 =0
_— d = —_— —_— d
2ri /|wcr (W - C)k+1 " 2ri /wclr (W - C)k+1 "

1 / ( = nk1> = < 1 / n—k—1 )
= p an(w-—-c dw = an: =— w-—-c dw
2mi lw—c|=r nz:% nl ) nZ_O " 2ri \wfc|:r( )

7°°a' 1 han—k—1=-1
_z(:) 10 han—k—1# -1
n=
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Tétel (egyiitthatéformula)

Ha a B(c, R) kérlapon

f(2) = an(z - c)".
n=0
akkor 1 -
w
~ 2nmi w— oy 4 inden k-ra és 0 R-re.
=5 /|w—c|:r S, w  minden k-raés0<r<
Biz.

E ap(w —c)"
1 f(w) 1 =0
_— d = —_— —_— d
2ri /|wcr (W - C)k+1 " 2ri /wclr (W - C)k+1 "

1 / ( = nk1> = < 1 / n—k—1 )
= p an(w-—-c dw = an: =— w-—-c dw
2mi lw—c|=r nz:% nl ) nZ_O " 2ri \wfc|:r( )

7°°a' 1 han-—k-1=-1] __
—2) "0 han—k—1#-1[ %
n=
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Osszehasonlitas: egyiitthatéformula, Cauchy-formula és Taylor-egyiitthat6

Ha a B(c, R) kdrlapon

akkor

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas
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Osszehasonlitas: egyiitthatéformula, Cauchy-formula és Taylor-egyiitthat6

Ha a B(c, R) kdrlapon

f(z)=>_ an(z—c)",
n=0
akkor
(k)
ax = fT(IC) (Taylor-egyutthato)
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Osszehasonlitas: egyiitthatéformula, Cauchy-formula és Taylor-egyiitthat6

Ha a B(c, R) kdrlapon
f(z)=>_ an(z—c)",
n=0
akkor
(k)
ax = fT(|C) (Taylor-egyutthato)
A f(z) . ’
= 5 /|Z_C|_r Z= o dz (Egydtthatoformula)
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Osszehasonlitas: egyiitthatéformula, Cauchy-formula és Taylor-egyiitthat6

Ha a B(c, R) kdrlapon

akkor

ax =

__ﬂ@(@
k!

_ ] f(2)
= 2mi /|Z—C|—f (Z — C)k-'—‘1 dz

0 (c)
k!

_ 1 f(2)
B 2_7” /|z—c|—r (Z - C)k+1 4

(Taylor-egyutthato)

(Egyutthatéformula)

(Cauchy-formula)

8. Hatvanysorba fejtés
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Tétel (hatvanysorba fejtés)
Ha f holomorf a B(c, R) kérlapon, akkor ezen a kdrlapon a fliggvény hatvanysorba fejthetd,

oo

f(z) = an(z-c)",
n=0
ahol

1 f(w) .
an =5 /|w—c=r W—o dw barmely 0 < r < R-re.
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Biz. Legyenz € B(c,R), d=|z—c| <r< R, M= max |f(w)

w—cl|=r

= T 9ac
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Biz. Legyen z € B(c,R), d=|z—c| < r< R, M= max [f(w)]

|w—c|=r

_ 1 f(w)
f(z) = 27Ti/|w—c—r — dw ‘
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Biz. Legyen z € B(c,R), d=|z—c| < r< R, M= max [f(w)]

|w—c|=r

(2) 1 /l f(w) 1 f(w)

= 5= dw = — dw =
27l Jjw—cj=r W — 2 21l Jiw—cj=r (W—10) —(z—-¢) b
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Biz. Legyen z € B(c,R), d=|z—c| < r< R, M= max [f(w)]

lw—c|=r
_ 1 fw) 4,1 f(w) _
f(z) = 2ni /|W_C_, w—z W= 50 w—cl—r (W—C)—(z—c) dw = b
1 / f(w) 1
= — . dW:
2ri |w—c|=r (w—rc) 1— z2-¢
w-—cC
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Biz. Legyenz € B(c,R), d=|z—c|<r< R, M= ‘Wnlglir|f(w)|

1 f(w) 1 f(w) _
f(Z): 27'”'~/|w—c—r w-—2z dW_277”. lw—c|=r (W_C)_(Z_C) w b

SRy N R
2ni lw—c|=r (W*C) 1 —

: /|Wc|_r (va(iV)c) ' (i} (VZV__Z)H> dw =

" 2ni

8. Hatvanysorba fejtés Ki lex Fliggvénytan, 7-8.
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Biz. Legyen z € B(c,R), d=|z—c| < r< R, M= max [f(w)]

|w—c|=r

1 f(w) 1 f(w) B
f(Z):27Ti~/|w—c—rW_de_27”. lw—c|=r (W_C)_(Z_C) w= b

1 / f(w) 1
= — . dW:
2ri |w—c|=r (w—rc) 1— z2-¢

SRy (i (22 )) aw =

zZ—cC
w—cC

= - <1

2020. szept. 28.  19/28
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Biz. Legyen z € B(c,R), d=|z—c| < r< R, M= max [f(w)]

|w—c|=r
fz)= 2%” /IW—c—r VfV(iV)Z W= 2%” ww—c|=r (W — Cf)(iV)(z -C) = b
—-C
:;w/Wc,,ww)c) (Z = ) . o) 9,
ST b=
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f(z)=2:”./|w W) gy 1 fw)

- dw =
o= W—2Z 21l Jiw—cj=r (W—10) —(z—-¢)

1 f(w) 1 B ’
:27Ti/|w—c=r(wc). Z_CdW_

1_

w-—cC

ol (S () ) e

0
1 f(w)-(z—c)"
- % /wc|_r (Z (W ) aw

n+1
n=0 C)

oo

1 fw)-(z—-c)" _
B ; (27” /|wcr (W - C)n+1 dW)
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=|lz—c|<r<R M= max [f(w)
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|w—c|=r
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. dw =
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:27Ti/|w—c=r(wc). Z_CdW_
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0
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Biz. Legyen z € B(c,R), d=|z—c| < r< R, M= max [f(w)]

|w—c|=r

f(z)=2:”./|w W) gy L f(w)

. dw =
—cl=rW—2 2ri |w—c|=r (w-c)—(z-c)

_1 fw) 1 _ I
27 /|W—c=r (w—rc) w

1 Z—C
w-—cC

:21’7'1'//|wc|r (w— c (ni(vzv i)) v
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Definicio

f: D — C "analitikus”, ha D barmely pontja koril valamekkora kérben hatvanysorba fejthetd.
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f: D — C "analitikus”, ha D barmely pontja koril valamekkora kérben hatvanysorba fejthetd.

Koévetkezmény
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Definicio
f: D — C "analitikus”, ha D barmely pontja koril valamekkora kérben hatvanysorba fejthetd.

Koévetkezmény
f: D — C akkor és csak akkor analitikus, ha holomorf.

Biz. = A hatvanysor 6sszegfliggvénye holomorf.
< Minden holomorf fliggvény barmely ¢ pont kéril hatvanysorba fejthetd, a maximalis ¢ kdzepl
korlapon.
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Tétel (kozépérték-tulajdonsag)
Ha f(z) holomorf a B(c, R) zéart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), akkor
=
— f(z)|dz| = f(c
57 |, (@12l = 1)

vagyis f(z) atlaga a kérvonalon megegyezik a kézéppontban felvett értékkel.
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Tétel (kozépérték-tulajdonsag)

Ha f(z) holomorf a B(c, R) zéart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), akkor

”
o7 /|2—0|=r f(z) |dz| = f(c)

vagyis f(z) atlaga a kérvonalon megegyezik a kézéppontban felvett értékkel.

Biz. . Legyen f(z) c korili hatvanysora f(z) = Z an(z—1c)".
n=0
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Tétel (kozépérték-tulajdonsag)

Ha f(z) holomorf a B(c, R) zéart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), akkor

”
o7 /|2—0|=r f(z) |dz| = f(c)

vagyis f(z) atlaga a kérvonalon megegyezik a kézéppontban felvett értékkel.

Biz. . Legyen f(z) c korili hatvanysora f(z) = Z an(z—1c)".
n=0

1

2nr |z—c|=r

f(z)|dz|
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Tétel (kozépérték-tulajdonsag)

Ha f(z) holomorf a B(c, R) zéart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), akkor

”
o7 /|2—0|=r f(z) |dz| = f(c)

vagyis f(z) atlaga a kérvonalon megegyezik a kézéppontban felvett értékkel.

Biz. . Legyen f(z) c korili hatvanysora f(z) = Z an(z—1c)".
n=0

1 1 =

f(z)|dz| = (Z an(z - c)") |dz|

|z—c|=r n—0

2rr |z—c|=r 2rr
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Tétel (kozépérték-tulajdonsag)

Ha f(z) holomorf a B(c, R) zéart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), akkor

”
o7 /|2—0|=r f(z) |dz| = f(c)

vagyis f(z) atlaga a kérvonalon megegyezik a kézéppontban felvett értékkel.

Biz. . Legyen f(z) c korili hatvanysora f(z) = Z an(z—1c)".
n=0

1 1 =

f(2) |dz| = (Zan<z - c)") dz| =

|z—c|=r n—0

2rr

= ian <2:rr /ZCl_r(z —-c)" |dz|)
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Tétel (k6zépérték-tulajdonsag)

|
N
N
N
N

Ha f(z) holomorf a B(c, R) zéart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), akkor

”
o7 /|2—0|=r f(z) |dz| = f(c)

vagyis f(z) atlaga a kérvonalon megegyezik a kézéppontban felvett értékkel.

o0

Biz. . Legyen f(z) c korili hatvanysora f(z) = Z an(z—1c)".
n=0
L[ - (S antz—or) ezl =
anr |z—c|=r 2rr |z—cl=r \ 155 5
= 1 han=0
go <27rr /ZC|_,( |dz|) Za” {O ha n > 0}
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Tétel (k6zépérték-tulajdonsag)

|
N
N
N
N

Ha f(z) holomorf a B(c, R) zéart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), akkor

”
o7 /|2—0|=r f(z) |dz| = f(c)

vagyis f(z) atlaga a kérvonalon megegyezik a kézéppontban felvett értékkel.

o0

Biz. . Legyen f(z) c korili hatvanysora f(z) = Z an(z—1c)".
n=0
L[ Ha)az - (S antz—or) ezl =
2nr |z—c|=r 2rr |z—cl=r \ 155 !
> 1 han=0
go <27rr /ZC|_,( |dz|) Za” {O ha n > 0} =&
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Tétel (k6zépérték-tulajdonsag)

|
N
N
N
N

Ha f(z) holomorf a B(c, R) zéart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), akkor

”
o7 /|2—0|=r f(z) |dz| = f(c)

vagyis f(z) atlaga a kérvonalon megegyezik a kézéppontban felvett értékkel.

o0

Biz. . Legyen f(z) c korili hatvanysora f(z) = Z an(z—1c)".
n=0
L[ - (S antz—or) ezl =
anr |z—c|=r 2rr |z—cl=r \ 155 5
= 1 han=0
go <27rr /ZCI—r( |dz|) Za” {O ha n > 0} a = f(c).
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Tétel (Parseval-formula hatvanysorokra)

Ha f(z) holomorf a B(0, r) zart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), és a 0
kérdli hatvanysora f(z) = Y-~ anz", akkor

1 27 2 o0
— f(re")| dt = 2L F
o |, |feh > lan
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Tétel (Parseval-formula hatvanysorokra)

Ha f(z) holomorf a B(0, r) zart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), és a 0
kérdli hatvanysora f(z) = Y-~ anz", akkor

1 27
2m Jo

2 |, I

’f(re”)

2 o0
dt =" "|af*r®".
n=0

Az r = 1 esetben

2 oo
dt = Z |an|2.
n=0
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Tétel (Parseval-formula hatvanysorokra)

Ha f(z) holomorf a B(0, r) zart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), és a 0
kérdli hatvanysora f(z) = Y-~ anz", akkor

1 27
2m Jo

1 2m
2 |

’f(re”)

2 o0
dt =" "|af*r®".
n=0

Az r = 1 esetben
f(eit)

2 oo
dt = Z |an|2.
n=0
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Tétel (Parseval-formula hatvanysorokra)

Ha f(z) holomorf a B(0, r) zart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), és a 0
kérdli hatvanysora f(z) = Y-~ anz", akkor

1 27
2m Jo

1 2m
2 |

’f(re”)

2 o0
dt =" "|af*r®".
n=0

Az r = 1 esetben
f(eit)

2 oo
dt = Z |an|2.
n=0

Biz.

27 2m

2 . -
dt = — f(re") - f(reft) dt

f(re") o
0

21 Jo
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Tétel (Parseval-formula hatvanysorokra)

Ha f(z) holomorf a B(0, r) zart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb koérben), és a 0
kérdli hatvanysora f(z) = Y-~ anz", akkor

27
! f(re")

2 = 2.2
— dt = anlere".
271' 0 HZO| n|

Az r = 1 esetben

1/277 f(e”)zdt—i|a 2

27T 0 _n:O <

Biz.
1 f(re)| at = - - f(re") - F(re) dt = - - ia (re")” ia*(re*”)’" dt
27'[' 0 27T 0 271' 0 " — m

n=0
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Tétel (Parseval-formula hatvanysorokra)

Ha f(z) holomorf a B(0, r) zart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb koérben), és a 0
kérdli hatvanysora f(z) = Y-~ anz", akkor

27
! f(re")

21 Jo

1 2m
2 |

2 o0
dt =" "|af*r®".
n=0

Az r = 1 esetben
f(eit)

2 00
dt = Z |an|2.
n=0

2 _ 1 2n it it _ 1 an S it\n - a5 —itym
dth/O f(re") - F(re) dt = - A (Za,,(re))(Zam(re ))dt

n=0
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N
|
N

Tetel (Parseval-formula hatvanysorokra)

Ha f(z) holomorf a B(0, r) zart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), és a 0
kérdli hatvanysora f(z) = Y-~ anz", akkor

1 27
2r

1 2m
2 )y |

o0
dt =" "|af*r®".
n=0

Az r = 1 esetben

e/t

®at = Z|an|2

2 L T N ityn tym
dt:ﬂ/o f(re') - f(reft) dt = (Za (re") ><Za (re”" ) dt
> X . 12 , N 1 han=m
_ n+m_" (n—m)it _ n+m
=3y (anamr 5 /0 e dt> =3 amanr {O ha n % m}

n=0 m=0
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N
|
N

Tetel (Parseval-formula hatvanysorokra)

Ha f(z) holomorf a B(0, r) zart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), és a 0

kérdli hatvanysora f(z) = Y-~ anz", akkor
1 27
2r

1 2m
2 )y |

o0
dt =" "|af*r®".
n=0

Az r = 1 esetben

e/t

“at = Z|an|2

2dt—217T/ozﬁf(re"’)-f(re”)d (Za (re") ><Za (re~tym )dt

_ 2 — ?fn+m1 2ﬂe(n_m)”dt _iiaa—rn+m 1 han=m
=>.>_ | anan 27 Jy = ndm 0 han#m

n=0 m=0
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Parseval-formula vs. Pitagorasz-tétel

Az egységkdrvonalon

egy skaléris szorzas, erre nézve

ortonormaltak.
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f(z) = log(1 + z) holomorf az egységkdrben, f(0) = 0,
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f(z) = log(1 + z) holomorf az egységkdrben, f(0) = 0,

—)k—1(k —
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f(z) = log(1 + z) holomorf az egységkdrben, f(0) = 0,

_q)k—1 _ (k) _q)\k—1
ey - COTC T )
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f(z) = log(1 + z) holomorf az egységkdrben, f(0) = 0,

_q)k—1 _ (k) _q)\k—1
ey - COTC T )

a Taylor sor eléallitja a fliggvényt az egységkdrben:
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f(z) = log(1 + z) holomorf az egységkdrben, f(0) = 0,

k=) f00)  (—1)k

a Taylor sor eléallitja a fliggvényt az egységkdrben:

log(1 i

k=1
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Kovetkezmény (binomialis sor)
Legyen a € C,

(1+2)7= i (i)zk ha |z| < 1

k=0

(Azt a hatvanyfliggvényt vesszik, amelyre 14 = 1.)
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Kovetkezmény (binomialis sor)
Legyen a € C,

(1+2)2= i (la()zk ha |z| < 1

k=0

(Azt a hatvanyfliggvényt vesszik, amelyre 14 = 1.)

Az f(z) = (1 + 2)2 = €2'°9(1+2) figgvény holomorf az egységkérben,

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas

2020. szept. 28.

25/28



Kovetkezmény (binomialis sor)
Legyen a € C,

(1+2)2= i (la()zk ha |z| < 1

k=0

(Azt a hatvanyfliggvényt vesszik, amelyre 14 = 1.)

Az f(z) = (1 + 2)2 = €2'°9(1+2) figgvény holomorf az egységkérben,

f(2)
K|
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Kovetkezmény (binomialis sor)
Legyen a € C,

o0

(1+22=> (la()zk ha |z| < 1

k=0

(Azt a hatvanyfliggvényt vesszik, amelyre 14 = 1.)

Az f(z) = (1 + 2)2 = €2'°9(1+2) figgvény holomorf az egységkérben,

f*(z) _ala—-1)..(a—k+1)(1 + z)ak
kI K
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Kovetkezmény (binomialis sor)
Legyen a € C,

o0

(1+22=> (la()zk ha |z| < 1

k=0

(Azt a hatvanyfliggvényt vesszik, amelyre 14 = 1.)

Az f(z) = (1 + 2)2 = €2'°9(1+2) figgvény holomorf az egységkérben,

fklE!z) _ala- 1)...(a—:l+ N1 +2)2% (i)“ L2y,

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28.

25/28



Kovetkezmény (binomialis sor)
Legyen a € C,

o0

(1+22=> (z)zk ha |z| < 1

k=0

(Azt a hatvanyfliggvényt vesszik, amelyre 14 = 1.)

Az f(z) = (1 + 2)2 = €2'°9(1+2) figgvény holomorf az egységkérben,

fk —1)..(a—k+1)(1+2z)7k a (0
IE!Z):a(a )--(a ut )1 +2) _(i>(1+z) 3 ’E!)_C:);

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 25/28



Kovetkezmény (binomialis sor)
Legyen a € C,

o0

(1+22=> (la()zk ha |z| < 1

k=0

(Azt a hatvanyfliggvényt vesszik, amelyre 14 = 1.)

Az f(z) = (1 + 2)2 = €2'°9(1+2) figgvény holomorf az egységkérben,

k _ _ a—k k
flE!z) _ala-1)..(a :!+1)(1 +2)*" (i)“ L)k, f*(0) (a);

A 0 kordli hatvanysor

o0

1+2°=% (2)2" (|2 < 1).

k=0
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2

Definialjuk az ay, ai, a», . . . valos szamsorozatot a kdvetkezd rekurzidval:

n

an_

a = -1, Zklﬁ:o for n>1.
k=0

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2
Definialjuk az ay, ai, a», . . . valos szamsorozatot a kdvetkezd rekurzidval:

n

an_

a = —1, Zklﬁ:o for n>1.
k=0

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n
an—k

k:1k+1

Gyors fels6 becslés: |a,| = ' -
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2

Definialjuk az ay, ai, a», . . . valos szamsorozatot a kdvetkezd rekurzidval:

n
a
a = —1, Zkl’;_o for n>1.

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

ank

Z|an ks

n
Gyors fels6 becslés: |a,| = ' -
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2
Definialjuk az ay, ai, a», . . . valos szamsorozatot a kdvetkezd rekurzidval:

n

an_

a = —1, Zklﬁ:o for n>1.
k=0

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n
an—k

k:1k+1

n
Gyors fels6 becslés: |a,| = ' - < Z |an_|; trivi indukciéval |a,| < 2.
k=1
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2

Definialjuk az ay, ai, a», . . . valos szamsorozatot a kdvetkezd rekurzidval:

n
a
a = —1, Zqu_o for n>1.

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n
< Z |an_k|; trivi indukcioéval |a,| < 2".
k=1

n
o~ , an_
Gyors felsé becslés: |a,| = ' — k” ’;
pecii

Legyen G(z Z anz"
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2

Definialjuk az ay, ai, a», . . . valos szamsorozatot a kdvetkezd rekurzidval:

n
a
a = —1, Zqu_o for n>1.

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n n
” . o anfk . P e n
Gyors felsé becslés: |a,| = ' - Z 1| < Z |\an_; trivi indukciéval |a,| < 2".
Legyen G(z) = > anz"; ez |z| < }-re b|ztosan konvergens.
n=0
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2

Definialjuk az ay, ai, a», . . . valos szamsorozatot a kdvetkezd rekurzidval:

n
a
a = —1, Zqu_o for n>1.

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n n
“ , a
Gyors fels6 becslés: |a,| = ' - Z k':r’; ; |an_k|; trivi indukcioéval |a,| < 2".
Legyen G(z Z apz"; ez |z < ——re biztosan konvergens. A rekurzié azt jelenti, hogy

n=0
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2

Definialjuk az ay, ai, a», . . . valos szamsorozatot a kdvetkezd rekurzidval:

n
a
a = —1, Zqu_o for n>1.

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n n
Gyors felsd becslés: |a,| = ' - Z 5’:’; < Z |an—k|; trivi indukciéval |a,| < 2".
Legyen G(z Z apz"; ez |z < ——re blztosan konvergens. A rekurzi6 azt jelenti, hogy
n=0

—1 = <Zanzn) Zm
n=0 k=0
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2

Definialjuk az ay, ai, a», . . . valos szamsorozatot a kdvetkezd rekurzidval:

n
a
a = —1, Zqu_o for n>1.

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n n
Gyors felsd becslés: |a,| = ' - Z 5’:’; < Z |an—k|; trivi indukciéval |a,| < 2".
Legyen G(z Z apz"; ez |z < ——re blztosan konvergens. A rekurzi6 azt jelenti, hogy
n=0 o k

B n) ze .—Iog(1—z)_
_1_<n2=:0anz) kZ:ok‘H = G(2) —
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2

Definialjuk az ay, ai, a», . . . valos szamsorozatot a kdvetkezd rekurzidval:

n
a
a = —1, Zqu_o for n>1.

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n n
" . an_ - .
Gyors fels6 becslés: |a,| = ' - Z kll; < Z |an_k|; trivi indukcioval |a,| < 2.
Legyen G(z Z apz"; ez |z < ——re blztosan konvergens. A rekurzi6 azt jelenti, hogy
n=0 o k
z —log(1-2)
() o 2
n=0 k=0
V4
G(2) = jog(1 —2)’ G(0) = -
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2
Definialjuk az ay, ai, a», . . . valos szamsorozatot a kdvetkezd rekurzidval:

n
a
a = —1, Zqu_o for n>1.

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n n
” . o anfk . P e
Gyors fels6 becslés: |a,| = ' — E k 1 < E |an_k|; trivi indukcioval |a,| < 2.
Legyen G(z E apz"; ez |z < —-re blztosan konvergens. A rekurzi6 azt jelenti, hogy
n=0 o k
1= (Y ar) S —log(1-2).
1_<=anz) k§:0k+1_G(z) > ;
V4
G(z 5al 1 — 2 G(0) =
()= oqi =z O

Ennek a fliggvénynek a hatvanysora érdekel minket.
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2

Definialjuk az ag, ay, ao, . . . valds szamsorozatot a kovetkez6 rekurzioval:

n
a
a = —1, ZqufO for n>1.

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n n
” . o anfk . P e
Gyors fels6 becslés: |a,| = ' - E k 1 < E |an_k|; trivi indukcioval |a,| < 2.
Legyen G(z E apz"; ez |z < —-re blztosan konvergens. A rekurzi6 azt jelenti, hogy
n=0 o k
1= (Y ar) S —log(1-2).
1_<=anz) k§:0k+1_G(z) > ;
V4
G(z 5al 1 — 2 G(0) =
()= oqi =z O

Ennek a fliggvénynek a hatvanysora érdekel minket.
Megprébalhatjuk kiszamolni a Taylor-egyUtthatokat...
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2

Definialjuk az ag, ay, ao, . . . valds szamsorozatot a kovetkez6 rekurzioval:

n
a
a = —1, ZqufO for n>1.

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n n
” . o anfk . P e
Gyors fels6 becslés: |a,| = ' - E k 1 < E |an_k|; trivi indukcioval |a,| < 2.
Legyen G(z E apz"; ez |z < —-re blztosan konvergens. A rekurzi6 azt jelenti, hogy
n=0 o k
1= (Y ar) S —log(1-2).
1_<=anz) k§:0k+1_G(z) > ;
V4
G(z 5al 1 — 2 G(0) =
()= oqi =z O

Ennek a fliggvénynek a hatvanysora érdekel minket.
Megprdbalhatjuk kiszamolni a Taylor-egyditthatokat... ehhez k-szor derivalni kell a 0-ban. (Hajra.)
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2
Definialjuk az ag, ay, ao, . . . valos szémsorozatot a kovetkezb rekurzioval:

a
ap = —1, Z Kk _0 for n>1.

k+1

Mutassuk meg, hogy a, > 0 minden n > 1-re.

n n
” . o anfk . P e
Gyors fels6 becslés: |a,| = ' - E k 1 < E |an_k|; trivi indukcioval |a,| < 2.
Legyen G(z E apz"; ez |z < —-re blztosan konvergens. A rekurzi6 azt jelenti, hogy
n=0 o k
1= (Y ar) S —log(1-2).
1_<=anz> k§:0k+1_G(z) > ;
V4
G(z 5al 1 — 2 G(0) =
()= oqi =z O

Ennek a fliggvénynek a hatvanysora érdekel minket.
Megprdbalhatjuk kiszamolni a Taylor-egyditthatokat... ehhez k-szor derivalni kell a 0-ban. (Hajra.)
Vagy, irjuk fel inkabb egyultthatéformulat...

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 26/28



_ 1 G(2)
an = > /lz dz
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a _L/ @dz_i/ ez
"7 270 Jigey 20T °° T 200 )2y 2710g(1 - 2)
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a=5ri )zt ¥ T 50 | Zilog( = 2)

1 / G(Z) 1 / dz Kor helyett ezen a "kulcslyukgorbén” integralunk:
|z lzI=3%

-2

EY
N
A\
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8. Hatvanysorba fejtés

G(2)
Zzn+1

_
T 2ri

dz — 1 / az
~ 2mi J iy 2"log(1 - 2)
/ az
5 Z"log(1 — 2)

Komplex Fiiggvénytan, 7-8. eléadas

Kor helyett ezen a "kulcslyukgorbén” integralunk:

\ A+

EY
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a=5ri )zt ¥ T 50 | Zilog( = 2)

1 / G(Z) 1 / dz Kor helyett ezen a "kulcslyukgdrbén” integralunk:
lz|= lz|=

2 2

_;/L
~ 2mi ), z"log(1 - 2)

SR —
27 Jiyr x"(log(x — 1) — 7i)
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a 1 G(Z) iz 1 dz Kor helyett ezen a "kulcslyukgorbén” integralunk:
o |z zZn+1 o 2ri |z|=1 anog(1 *Z)

2

_;/L
~ 2mi ), z"log(1 - 2)

_ 1 /” ox 1 /” ox
27 iy xn(log(x — 1) — i) 27 Jiip x"(log(x — 1) + 7i)
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1 G(Z) 1 adz Kor helyett ezen a "kulcslyukgorbén” integralunk:
an
|z]=

27i p zm 2= oni zl=3 2"log(1 — 2)

_;/L
~ 2mi ), z"log(1 - 2)

_ 1 /” ox 1 /” ox
27 iy xn(log(x — 1) — i) 27 Jiip x"(log(x — 1) + 7i)

+O(r-|og1r>
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1 G(Z) 1 adz Kor helyett ezen a "kulcslyukgorbén” integralunk:
an
|z|=3

=20 Juy 207 ¥ 200 ),y 77091 - 2)

_;/L
~ 2mi ), z"log(1 - 2)

_ 1 /” ox 1 /” ox
27 iy xn(log(x — 1) — i) 27 Jiip x"(log(x — 1) + 7i)

1 1

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas 2020. szept. 28. 27/28



g [ S L[ L
n 2mi |Z\:% Zn+1 2ri ‘z|=1§ zn |Og(1 - Z)
_ L/ __ 0z
~ 2mi ), z"log(1 - 2)

ax 1 ax

1 /R R
B 27ri/1+, xn(log(x — 1) — i) 27ri/1+, x"(log(x — 1) + i)

1 1

_1/” 2ri - dx
27 Jiyr x7(log(x — 1) — mi)(log(x — 1) + i)

8. Hatvanysorba fejtés Komplex Fliggvénytan, 7-8. eléadas

Kor helyett ezen a "kulcslyukgdrbén” integralunk:
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1 G(Z) 1 adz Kor helyett ezen a "kulcslyukgorbén” integralunk:
an
|

2mi Jz=y 2 2= 2ri zj=1 Z"log(1 — 2)

_;/L
~ 2mi ), z"log(1 - 2)

_ 1 /” ox 1 /” ox
27 iy xn(log(x — 1) — i) 27 Jiip x"(log(x — 1) + 7i)

1 1

_1/R 2mi - dx _|_O(r.|o 1 _|_O ;
= 277 J1, x7(log(x — 1) — xi)(log(x — 1) + i) 97 R—Tlog R
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1 G(Z) 1 adz Kor helyett ezen a "kulcslyukgorbén” integralunk:
an
|

2mi Jz=y 2 2= 2ri zj=1 Z"log(1 — 2)

_;/L
~ 2mi ), z"log(1 - 2)

_ 1 /” ox 1 /” ox
27 iy xn(log(x — 1) — i) 27 Jiip x"(log(x — 1) + 7i)

1 1

_1/R 2mi - dx _|_O(r.|o 1 _|_O ;
= 277 J1, x7(log(x — 1) — xi)(log(x — 1) + i) 97 R—Tlog R

_/R dx
T4r x”(logz(x —1)+ 2
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1 / G(Z) 1 / dz Kor helyett ezen a "kulcslyukgorbén” integralunk:

" 2ni gy 2T 27l 71—y 2"log(1 - 2)

_;/L
~ 2mi ), z"log(1 - 2)

_ 1 /” ox 1 /” ox
27 iy xn(log(x — 1) — i) 27 Jiip x"(log(x — 1) + 7i)

1 1

_1/R 2mi - dx _|_O(r|01 +O;
= 277 J1, x7(log(x — 1) — xi)(log(x — 1) + i) 97 R—Tlog R

R dx 1 1
= +O|(r-log— +O(R~)
/1+r x7(log?(x — 1) + 72 ( 9 r) R"log R
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1

an = —
" 2ni

/ izg dz
jz1=4 2"

1

_ / az
~ 2mi J iy 2"log(1 - 2)

Kor helyett ezen a "kulcslyukgdrbén” integralunk:

_L/L
~ 2mi ), z"log(1 - 2)
i /” dx _1/” dx
"~ 2ri Jyy xn(log(x — 1) — i) 2mi Jii, x7(log(x — 1) + i)
1 1
+ O(r-log r) + O(R Ailog R F{)
1 [F 2mi - dx 1 1
= — ofr-log-)+0( ="
27ri/1+,x”(log(x1)wi)(|og(x1)+7ri)+ (' Ogr>+ (R”‘IogR)
A dx 1 1
- +O(r-|o >+O(R~)
/1+r x”(logz(x— 1) + 72 97 R"log R

Har —-0és R — oo:

8. Hatvanysorba fejtés

Komplex Fiiggvénytan, 7-8. eléadas
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1

a ==
" 2mi

G(2)
/l\Z:; Zn+1 dz

1

_ / =
27 Jiz-y 27log(1 - 2)

Kor helyett ezen a "kulcslyukgdrbén” integralunk:

_;/L
~ 2mi ), z"log(1 - 2)
Y Sy y—
27 iy xn(log(x — 1) — i) 27 Jiip x"(log(x — 1) + 7i)
1 1
+ O(r-log r) + O(R Ailog R F{)
1 (7 2mi - dx 1 1
= — .I _— —
2r /m x7(log(x — 1) —x/)(log(x — 1) +77) O(' °g r) * O(R”‘ log R)
A dx 1 1
= + Ofr-log-— +O(R~)
/1+r x”(logz(x—1)+7r2 ( g r) R"log R

Har —-0és R — oo:

8. Hatvanysorba fejtés

a _/°° dx
" i xn(n2 +log?(x — 1))

K
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1

a ==
" 2mi

G(2)
/l\Z:; Zn+1 dz

1

_ / =
27 Jiz-y 27log(1 - 2)

Kor helyett ezen a "kulcslyukgdrbén” integralunk:

_;/L
~ 2mi ), z"log(1 - 2)
Y Sy y—
27 iy xn(log(x — 1) — i) 27 Jiip x"(log(x — 1) + 7i)
1 1
+ O(r-log r) + O(R Ailog R F{)
1 (7 2mi - dx 1 1
= — .I _— —
2r /m x7(log(x — 1) —x/)(log(x — 1) +77) O(' °g r) * O(R”‘ log R)
A dx 1 1
= + Ofr-log-— +O(R~)
/1+r x”(logz(x—1)+7r2 ( g r) R"log R

Har —-0és R — oo:

8. Hatvanysorba fejtés

a _/°° dx
" i xn(n2 +log?(x — 1))

K

> 0.
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