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Tétel (a gyoktényezo6 kiemelhetd)

o0

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z — o).

Ezek ekvivalensek: k=0
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Tétel (a gyoktényezo6 kiemelhetd)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z — o).
Ezek ekvivalensek: k=0
(A(e = icI=tc == (=10
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Tétel (a gyoktényezo6 kiemelhetd)

o0

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z — o).

Ezek ekvivalensek: k=0
(@) f(c) = f(c) = f'(c) = ... = Fm=N(c) = 0;
(b) Pp=8a =...=am-1 =0;
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Tétel (a gyoktényezo6 kiemelhetd)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z —c)k
Ezek ekvivalensek:

(@) f(c) =f(c)=f"(c)=... = f(mN(c) =0;
(b) a=a =...=am_1=0;

(c) f(z) =(z—c)™- g(z2) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel.

k=0
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Tétel (a gyoktényezo6 kiemelhetd)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z —c)k
Ezek ekvivalensek:

k=0
(A(e = icI=tc == (=10
(b) Pp=8a =...=am-1 =0;
(c) f(z) =(z—c)™- g(z2) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel.
(k)
Biz. (a) & (b), mert ax = f k('c);
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Tétel (a gyoktényezo6 kiemelhetd)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z —c)k
Ezek ekvivalensek:

(@) f(c) =f(c)=f"(c)=... = f(mN(c) =0;

(b) agp=a;=...=an_1 =0;

(c) f(z) =(z—c)™- g(z2) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel.

: f(k)(c). k—m
Biz. (a) & (b), mert ax = P (b)=(c)ag(z) = Z ax(z—oc) figgvénnyel.
’ k=m
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Tétel (a gyoktényezo6 kiemelhetd)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z — o).

Ezek ekvivalensek: LSt
(@) f(c) =f(c)=f"(c)=... = f(mN(c) =0;
(b) dy—=a4 = ... = am-1 =0;
(c) f(z) =(z—c)™- g(z2) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel.
: f(k)(c) k—m
Biz. (a) & (b), mert g = P (b) & (c)ag(z) = Z ax(z-rc) figgvénnyel.
) k=m
Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z — o).

Azt mondjuk, hogy az f(z)-nek a ¢ pont m-szeres gybke, ha: LSt
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Tétel (a gyoktényezo6 kiemelhetd)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z — o).

Ezek ekvivalensek: LSt
(@) f(c) =f(c)=f"(c)=... = f(mN(c) =0;
(b) dy—=a4 = ... = am-1 =0;
(c) f(z) =(z—c)™- g(z2) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel.
: f(k)(c) k—m
Biz. (a) & (b), mert g = P (b) & (c)ag(z) = Z ax(z-rc) figgvénnyel.
) k=m
Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z — o).

Azt mondjuk, hogy az f(z)-nek a ¢ pont m-szeres gybke, ha: LSt
(@ fle)=Ff(c)=Ff"(c)=...=fmN(c)=0és f(M(c) £0
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Tétel (a gyoktényezo6 kiemelhetd)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z — o).

Ezek ekvivalensek: k=0
(@) f(c) =f(c)=f"(c)=... = f(mN(c) =0;
(b)) ag=a1=...=an_1=0;
(c) f(z) =(z—c)™- g(z2) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel.
: f(k)(c) . k—m
Biz. (a) & (b), mert g = P (b) & (c)ag(z) = Z ax(z-rc) figgvénnyel.
k=m

Definicio

|

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z — o).
Azt mondjuk, hogy az f(z)-nek a ¢ pont m-szeres gybke, ha: LSt

(@) f(c) =f'(c) =f"(c) = ... = f(m=N(c) = 0 és f(M(c) # 0, avagy
(b)agy=a=...=an_1=0ésa,#0
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Tétel (a gyoktényezo6 kiemelhetd)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z — o).

Ezek ekvivalensek: k=0
(@) f(c) =f(c)=f"(c)=... = f(mN(c) =0;
(b)) ag=a1=...=an_1=0;
(c) f(z) =(z—c)™- g(z2) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel.
: f(k)(c) . k—m
Biz. (a) & (b), mert g = P (b) & (c)ag(z) = Z ax(z-rc) figgvénnyel.
k=m

Definicio

|

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kérili hatvanysora f(z) = Z ak(z — o).
Azt mondjuk, hogy az f(z)-nek a ¢ pont m-szeres gybke, ha: LSt

(@) f(c) =f'(c) =f"(c) = ... = f(m=N(c) = 0 és f(M(c) # 0, avagy

(b) ag=a;=...=ap_1 =06és an, #0, avagy

(c) f(z) =(z—c)™- g(2) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel, és g(c) # 0.
9. A hatvanysorba fejtés ko ényei Komplex Fiiggvénytan, 9-10. eldada

2020. okt. 5.

3/1




Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f,g, h: D — C holomorf, z;, zo, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f,g, h: D — C holomorf, z;, zo, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans O.
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f,g, h: D — C holomorf, z;, zo, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans O.
(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f, g, h: D — C holomorf, z1, z, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans O.
(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fuggvény értékei barmelyik, D belsejében torléd6 sorozat mentén meghatarozzak a
flggvényt;
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f, g, h: D — C holomorf, z1, z, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans O.
(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fuggvény értékei barmelyik, D belsejében torléd6 sorozat mentén meghatarozzak a
flggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f, g, h: D — C holomorf, z1, z, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans O.
(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fuggvény értékei barmelyik, D belsejében torléd6 sorozat mentén meghatarozzak a
flggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.

Biz. Elég az (a) allitast igazolni, ebbdl a (b) allitas az f = g — h valasztassal kdvetkezik.
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f, g, h: D — C holomorf, z1, z, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans O.
(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fuggvény értékei barmelyik, D belsejében torléd6 sorozat mentén meghatarozzak a
flggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.

Biz. Elég az (a) allitast igazolni, ebbdl a (b) allitas az f = g — h valasztassal kdvetkezik.
Legyen Z = {w € D: f(w) = 0} az f gydkeinek halmaza;
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f, g, h: D — C holomorf, z1, z, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans O.
(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fuggvény értékei barmelyik, D belsejében torléd6 sorozat mentén meghatarozzak a
flggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.

Biz. Elég az (a) allitast igazolni, ebbdl a (b) allitas az f = g — h valasztassal kdvetkezik.
Legyen Z = {w € D: f(w) = 0} az f gydkeinek halmaza;
Zy = Z' N D, a gydkok D-beli torlédasi pontjainak halmaza.
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f, g, h: D — C holomorf, z1, z, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans O.

(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fuggvény értékei barmelyik, D belsejében torléd6 sorozat mentén meghatarozzak a
flggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.

Biz. Elég az (a) allitast igazolni, ebbdl a (b) allitas az f = g — h valasztassal kdvetkezik.
Legyen Z = {w € D: f(w) = 0} az f gyokeinek halmaza;

Zy = Z' N D, a gydkok D-beli torlédasi pontjainak halmaza.

A feltétel szerint lim z, € Z;, tehat Z; nemdres.
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f, g, h: D — C holomorf, z1, z, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.

(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fuggvény értékei barmelyik, D belsejében torléd6 sorozat mentén meghatarozzak a
flggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.

Biz. Elég az (a) allitast igazolni, ebbdl a (b) allitas az f = g — h valasztassal kdvetkezik.
Legyen Z = {w € D: f(w) = 0} az f gyokeinek halmaza;

Zy = Z' N D, a gy6kok D-beli torlodasi pontjainak halmaza.

A feltétel szerint lim z, € Z;, tehat Z; nemdres.

Az f folytonos, ezért a gyokok torlédasi pontjai is gyokok: ha wy, we, ... gyokok és nIme wp € D,

akkor F(lim wy) = lim f(ws) = lim 0 =0.
n—oo n—oo n— oo
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f, g, h: D — C holomorf, z1, z, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fuggvény értékei barmelyik, D belsejében torléd6 sorozat mentén meghatarozzak a
flggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.

Biz. Elég az (a) allitast igazolni, ebbdl a (b) allitas az f = g — h valasztassal kdvetkezik.

Legyen Z = {w € D: f(w) = 0} az f gyokeinek halmaza;

Zy = Z' N D, a gy6kok D-beli torlodasi pontjainak halmaza.

A feltétel szerint lim z, € Z;, tehat Z; nemdres.

Az f folytonos, ezért a gyokok torlédasi pontjai is gyokok: ha wy, we, ... gyokok és nIme wp € D,

akkor F(lim wy) = lim f(ws) = lim 0 =0.
n—oo n—oo n—oo

Ezért Z; Cc Z.
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f, g, h: D — C holomorf, z1, z, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.

(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fuggvény értékei barmelyik, D belsejében torléd6 sorozat mentén meghatarozzak a
flggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.

Biz. Elég az (a) allitast igazolni, ebbdl a (b) allitas az f = g — h valasztassal kdvetkezik.
Legyen Z = {w € D: f(w) = 0} az f gyokeinek halmaza;
Zy = Z' N D, a gy6kok D-beli torlodasi pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim z, € Z;, tehat Z; nemires.
Az f folytonos, ezért a gyokok torlédasi pontjai is gyokok: ha wy, we, ... gyokok és nIme wp € D,
akkor F(lim wy) = lim f(ws) = lim 0 =0.
n—oo n—oo n—oo
Ezért Z; Cc Z.
A Z; halmaz D-ben relativ zart, mert Z’ zart (torlédasi pontok torlédasi pontja torlédasi pont).
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Tétel (unicitastétel; unicitas=egyértelmiiség)

Legyen D tartomany, f, g, h: D — C holomorf, z1, z, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn— CeDész,# .

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fuggvény értékei barmelyik, D belsejében torléd6 sorozat mentén meghatarozzak a
flggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.

Biz. Elég az (a) allitast igazolni, ebbdl a (b) allitas az f = g — h valasztassal kdvetkezik.
Legyen Z = {w € D: f(w) = 0} az f gyokeinek halmaza;
Zy = Z' N D, a gy6kok D-beli torlodasi pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim z, € Z;, tehat Z; nemires.
Az f folytonos, ezért a gyokok torlédasi pontjai is gyokok: ha wy, we, ... gyokok és nIme wp € D,
akkor F(lim wy) = lim f(ws) = lim 0 =0.

n—oo n—oo n—oo
Ezért Z; Cc Z.
A Z; halmaz D-ben relativ zart, mert Z’ zart (torlédasi pontok torlédasi pontja torlédasi pont).
Meg fogjuk mutatni, hogy Z; nyilt is.
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Allitas: Z; nyilt, vagyis Vc € Z; 3r > 0 B(c, r) C Zi.
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Allitas: z, nyilt, vagyis V¢ € Z; 3r > 0 B(c, r) C Z;.
f(z) = X o ak(z — )k

Vegylnk egy tetszbleges ¢ € Z; pontot; a ¢ kériil a maximalis B(c, r) kérben legyen

Komplex Fiiggvénytan, 9-10. eldadas
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Allitas: z, nyilt, vagyis V¢ € Z; 3r > 0 B(c, r) C Z;.
f(z) =X oo ak(z — )k

Vegylnk egy tetszbleges ¢ € Z; pontot; a ¢ kériil a maximalis B(c, r) kérben legyen
Azt akarjuk igazolni, hogy ap = ay

..=0;
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Allitas: z, nyilt, vagyis V¢ € Z; 3r > 0 B(c, r) C Z;.
f(z) =X oo ak(z — )k

Vegylnk egy tetszbleges ¢ € Z; pontot; a ¢ kériil a maximalis B(c, r) kérben legyen
Azt akarjuk igazolni, hogy ap = ay

.. =0; ha ez igaz, akkor B(c, r)-ben f konstans 0,
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Allitas: z, nyilt, vagyis V¢ € Z; 3r > 0 B(c, r) C Z;.

Vegylnk egy tetszbleges ¢ € Z; pontot; a ¢ kériil a maximalis B(c, r) kérben legyen
f(2) = Y0 g ak(z - o).

Azt akarjuk igazolni, hogy ap = a1 =

... = 0; ha ez igaz, akkor B(c, r)-ben f konstans 0, a kérben
minden pont gyok,

o 5 - = =
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Allitas: Z; nyilt, vagyis Vc € Z; 3r > 0 B(c, r) C Zi.

Vegylnk egy tetszbleges ¢ € Z; pontot; a ¢ kériil a maximalis B(c, r) kérben legyen

f(z) = 2o an(z — o).

Azt akarjuk igazolni, hogy ap = a1 = ... = 0; ha ez igaz, akkor B(c, r)-ben f konstans 0, a kérben
minden pont gyok, és minden pont gyokok torlédasi pontja,
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Allitas: Z; nyilt, vagyis Vc € Z; 3r > 0 B(c, r) C Zi.

Vegylnk egy tetszbleges ¢ € Z; pontot; a ¢ kériil a maximalis B(c, r) kérben legyen

f(z) = 2o an(z — o).

Azt akarjuk igazolni, hogy ap = a1 = ... = 0; ha ez igaz, akkor B(c, r)-ben f konstans 0, a kérben
minden pont gydk, és minden pont gyokok torlddasi pontja, és igy B(c,r) C Z;.
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Allitas: Z; nyilt, vagyis V¢ € Z; 3r > 0 B(c, r) C Z;.
Vegylnk egy tetszbleges ¢ € Z; pontot; a ¢ kériil a maximalis B(c, r) kérben legyen

f(z) = 2o an(z — o).

Azt akarjuk igazolni, hogy ap = a1 = ... = 0; ha ez igaz, akkor B(c, r)-ben f konstans 0, a kérben
minden pont gydk, és minden pont gyokok torlddasi pontja, és igy B(c,r) C Z;.

Indukcié. Legyen ap, az elsé olyan egyutthatd, amirél még nem

bizonyitottuk, hogy 0, tehat ay = a1 = ... = ap—1 = 0 mar D
megvan, és vizsgaljuk an-et. (Ha m = 0, akkor a feltétel Ures.)
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Allitas: Z; nyilt, vagyis Vc € Z; 3r > 0 B(c, r) C Zi.
Vegylnk egy tetszbleges ¢ € Z; pontot; a ¢ kériil a maximalis B(c, r) kérben legyen

f(2) = S ak(z — ).

Azt akarjuk igazolni, hogy ap = a1 = ... = 0; ha ez igaz, akkor B(c, r)-ben f konstans 0, a kérben
minden pont gydk, és minden pont gyokok torlddasi pontja, és igy B(c,r) C Z;.

Indukcié. Legyen an, az els6 olyan egyltthatd, amirél még nem

bizonyitottuk, hogy 0, tehat ay = a1 = ... = ap—1 = 0 mar D
megvan, és vizsgaljuk an-et. (Ha m = 0, akkor a feltétel Ures.)
Mivel c torlédasi pontja Z-nek, vannak olyan wy, ws, ... € Z pon-
tok, hogy w,, # ¢ és w, — c.
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Mivel c torlédasi pontja Z-nek, vannak olyan wy, ws, ... € Z pon-
tok, hogy w,, # ¢ és w, — c.

A g(2) = Ypa(z —of" = % fliggvény .

szintén holomorf a B(c,r) koérben, folytonos c-ben, és ot
o f(wn)

Q(Wn)—m—o.
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Allitas: Z; nyilt, vagyis Vc € Z; 3r > 0 B(c, r) C Zi.
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A g(2) = Ypa(z —of" = % fliggvény .

szintén holomorf a B(c,r) koérben, folytonos c-ben, és ot
o f(wp) .

g(Wn)—m—o. Tehat,

am=g(c) = n'l[‘;o 9(wn) = n“_)";oo =0.
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megvan, és vizsgaljuk ap-et. (Ha m = 0, akkor a feltétel Ures.)
Mivel c torlédasi pontja Z-nek, vannak olyan wy, ws, ... € Z pon-
tok, hogy w,, # ¢ és w, — c.

A g2) = Yepa(z — ofkm = % fliggvény .

szintén holomorf a B(c,r) koérben, folytonos c-ben, és ot
o f(wp) .

g(Wn)—m—o. Tehat,

am=g(c) = n'l[‘;o 9(wn) = n'i[*;oo =0.

Ezek utan Z; az 6sszefliggd nyilt D-nek nemires, egyszerre nyilt és relativ zart része, tehat a
teljes D,
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am=g(c) = n'l[‘;o 9(wn) = n'i[*;oo =0.

Ezek utan Z; az 6sszefliggd nyilt D-nek nemires, egyszerre nyilt és relativ zart része, tehat a
telies D, de akkor D = Z; ¢ Z € D miatt Z = D,
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szintén holomorf a B(c,r) koérben, folytonos c-ben, és ot
o f(wp) .

g(Wn)—m—o. Tehat,

am=g(c) = n'l[‘;o 9(wn) = n'i[*;oo =0.

Ezek utan Z; az 6sszefliggd nyilt D-nek nemires, egyszerre nyilt és relativ zart része, tehat a
telies D, de akkor D = Z; ¢ Z D miatt Z = D, vagyis f konstans 0.
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Kovetkezmény (végtelen rendben eltiind fiiggvény)

Legyen f(z) holomorf a D tartomanyon.
Ha valamely pontban f(c) = f/(c) = f’(c) = ... = 0, akkor f konstans 0.
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Kovetkezmény (végtelen rendben eltiind fiiggvény)

Legyen f(z) holomorf a D tartomanyon.
Ha valamely pontban f(c) = f/(c) = f’(c) = ... = 0, akkor f konstans 0.

Biz. Ha f(c) = f'(c) = f’(c) = ... = 0, akkor f ¢ kérlli hatvanysora a konstans 0;
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Kovetkezmény (végtelen rendben eltiind fiiggvény)

Legyen f(z) holomorf a D tartomanyon.
Ha valamely pontban f(c) = f/(c) = f’(c) = ... = 0, akkor f konstans 0.

Biz. Ha f(c) = f'(c) = f’(c) = ... = 0, akkor f ¢ korlli hatvanysora a konstans 0; a
konvergenciakérben, majd a teljes tartomanyon a fliggvény konstans 0.
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Kovetkezmény (végtelen rendben eltiind fiiggvény)

Legyen f(z) holomorf a D tartomanyon.
Ha valamely pontban f(c) = f/(c) = f’(c) = ... = 0, akkor f konstans 0.

Biz. Ha f(c) = f'(c) = f’(c) = ... = 0, akkor f ¢ korlli hatvanysora a konstans 0; a
konvergenciakérben, majd a teljes tartomanyon a fliggvény konstans 0.

Koévetkezmény

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor az f minden gyokének véges a
multiplicitasa.
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Legyen az egységkorben f(z) = sin

1-2z
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Példa

Legyen az egységkorben f(z) = sin

A figgvény gyokei 1 — klw (k=1,2,...).
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Példa

Legyen az egységkorben f(z) = sin

A figgvény gyokei 1 — klw (k=1,2,...).

Miért nem mond ez ellent az unicitastételnek?

9.A any fejtés ko é Fliggvénytan, 9-10. el6ada

2020. okt. 5.
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Példa

Legyen az egységkorben f(z) = sin

A figgvény gyokei 1 — klw (k=1,2,...).

Miért nem mond ez ellent az unicitastételnek?

Valasz: Végtelen sok gydk van, de csak a hatarhoz torlédnak.

9.A any fejtés ko é Fliggvénytan, 9-10. el6ada

2020. okt. 5.
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Lokalis aszimptotikus viselkedés

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, f/(c) = f’(c) = ... = fk=1(c) = 0 és ¥ (c) # 0.

4
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Lokalis aszimptotikus viselkedés

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, f/(c) = f’(c) = ... = fk=1(c) = 0 és ¥ (c) # 0.
A hatvanysorba fejtés miatt a ¢ kdzelében

f(z) — f(c) = f(kl)(gc) (z—-c)f+0(|z — ¢/,

4
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Lokalis aszimptotikus viselkedés

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, f/(c) = f’(c) = ... = fk=1(c) = 0 és ¥ (c) # 0.
A hatvanysorba fejtés miatt a ¢ kdzelében

f(z) — f(c) = f(kl)(gc) (z—-c)f+0(|z — ¢/,

tehat a fliggvény kicsiben kortartd, de nem szégtartd: a ¢ cslcsu szogeket k-val megszorozza.

S

@ kb.Crk
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Tétel (maximum-elv)

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor:
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Tétel (maximum-elv)

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor:
(a) |f(2)|-nek nem létezik lokalis maximuma.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor:
(a) |f(2)|-nek nem létezik lokalis maximuma.
(b1) Ha zy,2,... € D, limz, = w, és |f(z,)| — sup|f|, akkor w a D hataran van.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor:

(a) |f(2)|-nek nem létezik lokalis maximuma.

(b1) Ha zy,2,... € D, limz, = w, és |f(z,)| — sup|f|, akkor w a D hataran van.

(b2) Ha D korlatos, és f folytonos a D lezartjan, akkor |f| a maximumat csak a hataron veszi fel.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor:

(a) |f(2)|-nek nem létezik lokalis maximuma.

(b1) Ha zy,2,... € D, limz, = w, és |f(z,)| — sup|f|, akkor w a D hataran van.

(b2) Ha D korlatos, és f folytonos a D lezartjan, akkor |f| a maximumat csak a hataron veszi fel.

Biz. Ha c € D, és B(c, r) C D, akkor
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Tétel (maximum-elv)

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor:

(a) |f(2)|-nek nem létezik lokalis maximuma.

(b1) Ha zy,2,... € D, limz, = w, és |f(z,)| — sup|f|, akkor w a D hataran van.

(b2) Ha D korlatos, és f folytonos a D lezartjan, akkor |f| a maximumat csak a hataron veszi fel.

Biz. Ha ¢ € D, és B(c, r) C D, akkor a kdzépérték-tulajdonsag szerint

10 =57 [ 1)1l
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Tétel (maximum-elv)
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10 =57 [ 1)1l
1

If(c)| = 27rr/|zcr f(z) |dz|
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Tétel (maximum-elv)
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10 =57 [ 1)1l
1

If(c)| = 27”/'”’ f(z) |dz|

1
< — f(z)|- |dz
< ), V@I 1z
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Tétel (maximum-elv)

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor:

(a) |f(2)|-nek nem létezik lokalis maximuma.

(b1) Ha zy,2,... € D, limz, = w, és |f(z,)| — sup|f|, akkor w a D hataran van.
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10 =57 [ 1)1l
1

If(c)| = 27rr/|zcrf(z) ldz| f(2)] - [dz] < max |f(2)].

<
2nr |zfc\:r| |z—c|=r
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Tétel (maximum-elv)

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor:
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(b1) Ha zy,2,... € D, limz, = w, és |f(z,)| — sup|f|, akkor w a D hataran van.

(b2) Ha D korlatos, és f folytonos a D lezartjan, akkor |f| a maximumat csak a hataron veszi fel.

Biz. Ha ¢ € D, és B(c, r) C D, akkor a kdzépérték-tulajdonsag szerint

10 =57 [ 1)1l
1

1) = |5 [, 1)1

Egyenléség csak akkor lehetne, ha f iranya és nagysaga is allandé lenne a kérvonalon;

< o1 rolr |f(z)| - ldz| < IZT?‘ir|f(z)|-
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Tétel (maximum-elv)
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Biz. Ha ¢ € D, és B(c, r) C D, akkor a kdzépérték-tulajdonsag szerint

10 =57 [ 1)1l
1

1) = |5 [, 1)1

Egyenlbéség csak akkor lehetne, ha f iranya és nagysaga is allandé lenne a kérvonalon; de akkor
az unicitastétel miatt f konstans lenne.

< o1 rolr |f(z)| - ldz| < IZT?‘ir|f(z)|-
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Tétel (maximum-elv)

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor:

(a) |f(z)|-nek nem létezik lokalis maximuma.
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Biz. Ha ¢ € D, és B(c, r) C D, akkor a kdzépérték-tulajdonsag szerint

10 =57 [ 1)1l
1

1) = |5 [, 1)1

Egyenlbéség csak akkor lehetne, ha f iranya és nagysaga is allandé lenne a kérvonalon; de akkor
az unicitastétel miatt f konstans lenne.
Tehat, akarmilyen kicsi r-re

< o1 rolr |f(z)| - ldz| < |zr11?\);r|f(z)|'

[f(c)| < max |f(2)];

|z—c|=r
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Tétel (maximum-elv)

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor:

(a) |f(z)|-nek nem létezik lokalis maximuma.

(b1) Ha zy,2,... € D, limz, = w, és |f(z,)| — sup|f|, akkor w a D hataran van.

(b2) Ha D korlatos, és f folytonos a D lezartjan, akkor |f| a maximumat csak a hataron veszi fel.

Biz. Ha ¢ € D, és B(c, r) C D, akkor a kdzépérték-tulajdonsag szerint

f(c) = % /|Zc_r f(z)|dz|;
1

1) = |5 [, 1)1

Egyenlbéség csak akkor lehetne, ha f iranya és nagysaga is allandé lenne a kérvonalon; de akkor
az unicitastétel miatt f konstans lenne.
Tehat, akarmilyen kicsi r-re

= 2rr |z—c|=r |f(Z)| ldzl < IZT?\);r|f(Z)|'

[f(c)| < nax 1f(2)];

I
az |f|-nek nem lehet lokalis maximuma c-ben.
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Ugyanez Parseval-formulaval:
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Van-e minimum-elv?

@ Ha f(c) = 0, akkor |f(Z)|-nek c lokalis minimumhelye.

@ Ha f(c) #0, és c az |f(z)|-nek lokalis minimumhelye, akkor ¢ az |1/f(z)|-nek lokalis
maximumhelye, tehat f konstans.

Ha f-nek nincs gyoke, akkor van minimume-elv is.
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Ha (a)-ban vagy (b)-ben, barmelyik belsd pontban egyenléség van, akkor ott |g| = 1. Az

maximume-elv szerint ez csak Ugy lehet, ha g konstans, g(z) = c; ez a konstans persze egységnyi,

es akkor f(z) = cz egy forgatés.
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Legyen f(z) = >, anz" egészfiggvény, és barmely r > 0-ra M(r) = max,— |f(z)|. Ekkor

M(r)
Biz. Egyutthatéformula, majd trivialis becslés:
1 f(2) f(2) 1 M(r)
= |— < onr< — . —>2.2
&l 2ri /|z_, zr1 92 ey e = E
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M(r)
lan| < o
Biz. Egyutthatéformula, majd trivialis becslés:
1 f(2) f(2) 1 M(r) M(r)
=|— < 2rr < — - 2nr =
&l 2ri /|z_, zr1 92 ey e R B
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Lemma (egyiitthatobecslés)

Legyen f(z) = >, anz" egészfiggvény, és barmely r > 0-ra M(r) = max,— |f(z)|. Ekkor

M(r)
lan| < o
Biz. Egyutthatéformula, majd trivialis becslés:
1 f(2) f(2) 1 M(r) M(r)
=|— < 2rr < — - 2nr =
&l 2ri /|z_, zr1 92 ey e R B

Vagy, a Parseval-formulabol:
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Lemma (egyiitthatobecslés)

Legyen f(z) = >, anz" egészfiggvény, és barmely r > 0-ra M(r) = max,— |f(z)|. Ekkor
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lan| < o
Biz. Egyutthatéformula, majd trivialis becslés:
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=|— < 2rr < — - 2nr =
&l 2ri /|z_, zr1 92 ey e R B

Vagy, a Parseval-formulabol:

o} 2m
> lafPrk = 217T/0 |f(re)|? at
k=0
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Legyen f(z) = >, anz" egészfiggvény, és barmely r > 0-ra M(r) = max,— |f(z)|. Ekkor

M(r)
lan| < o
Biz. Egyutthatéformula, majd trivialis becslés:
1 f(2) f(2) 1 M(r) M(r)
=|— < 2rr < — - 2nr =
&l 2ri /|z_, zr1 92 ey e R B

Vagy, a Parseval-formulabol:

00 1 27 Lo
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lan| < o
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Lemma (egyiitthatobecslés)

Legyen f(z) = >, anz" egészfiggvény, és barmely r > 0-ra M(r) = max,— |f(z)|. Ekkor

M(r)
lan| < o
Biz. Egyutthatéformula, majd trivialis becslés:
1 f(2) f(2) 1 M(r) M(r)
=|— < 2rr < — - 2nr =
&l 2ri /|z_, zr1 92 ey e R B

Vagy, a Parseval-formulabol:

oo 1 2w Lo
2,2 2,2k t 2
|an[2r2" < ;\au P2k — ﬂ/o |#(re")|? at < M(r)

M(r)

Tehat |a,| < o
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Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfliggvény korlatos, akkor konstans.
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Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfliggvény korlatos, akkor konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 372 anz”,
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Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfliggvény korlatos, akkor konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = Y72, an,z", a korlat |f(z)| < M.
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Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfliggvény korlatos, akkor konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = Y72, an,z", a korlat |f(z)| < M.

Az egyiitthatébecslés szerint r > 0-raés n > 1-re

lan| < -
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Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfliggvény korlatos, akkor konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = Y72, an,z", a korlat |f(z)| < M.
Az egyltthatobecslés szerint r > 0-ra és n > 1-re

M

|an| < —

rn’

Az r — oo hataratmenetbdl azt kapjuk, hogy |a,| = 0 minden n > 1-re
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Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = Y72, an,z", a korlat |f(z)| < M.
Az egyltthatobecslés szerint r > 0-ra és n > 1-re

M

|an| < —

rn’

Az r — oo hataratmenetbdl azt kapjuk, hogy |a,| = 0 minden n > 1-re, tehat f konstans.
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Kovetkezmény

s

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyik fel, hogy az értékkészlet nem siird,
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sir{, vagyis van egy B(c, r) kor, amelyben a
flggvény nem vesz fel értéket:
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sir{, vagyis van egy B(c, r) kor, amelyben a
fliggvény nem vesz fel értéket: |f(z) — ¢| > r minden z-re.
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sir{, vagyis van egy B(c, r) kor, amelyben a
fliggvény nem vesz fel értéket: |f(z) — ¢| > r minden z-re.

Legyen g(z) = ;
gyen g(z) f2)—c i
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sir{, vagyis van egy B(c, r) kor, amelyben a
fliggvény nem vesz fel értéket: |f(z) — ¢| > r minden z-re.

Legyen g(z) = m; ez egy egészfiiggvény és i
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sir{, vagyis van egy B(c, r) kor, amelyben a
fliggvény nem vesz fel értéket: |f(z) — ¢| > r minden z-re.

Legyen g(z) = m; ez egy egészfiiggvény és i

la(2)]
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sir{, vagyis van egy B(c, r) kor, amelyben a
fliggvény nem vesz fel értéket: |f(z) — ¢| > r minden z-re.

Legyen g(z) = m; ez egy egészfiiggvény és i

1
}Q(Z)’ = m
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sir{, vagyis van egy B(c, r) kor, amelyben a
fliggvény nem vesz fel értéket: |f(z) — ¢| > r minden z-re.

Legyen g(z) = m; ez egy egészfiiggvény és i

1
}Q(Z)’ = m

1
< —.
r
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sir{, vagyis van egy B(c, r) kor, amelyben a
fliggvény nem vesz fel értéket: |f(z) — ¢| > r minden z-re.

Legyen g(z) = m; ez egy egészfiiggvény és i
—>

1 1
}g(z)] = m < .

A Liouville-tétel miatt g(z) konstans,
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sir{, vagyis van egy B(c, r) kor, amelyben a
fliggvény nem vesz fel értéket: |f(z) — ¢| > r minden z-re.
Legyen g(z) = ———; ez egy egészfliggvény és

( ) f(Z) —C R(f)

1
}Q(Z)’ = m

1
< —.
r

A Liouville-tétel miatt g(z) konstans, de akkor

1 .
f(z) = ——= + c is konstans.

9(z)
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sir{, vagyis van egy B(c, r) kor, amelyben a
fliggvény nem vesz fel értéket: |f(z) — ¢| > r minden z-re.

Legyen g(z) = m; ez egy egészfiiggvény és i
—>

1
}g(z)] = m

1
< —.
r

A Liouville-tétel miatt g(z) konstans, de akkor

1 .
f(z) = ——= + c is konstans.

9(z)

Tétel (kis Picard-tétel)
Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.
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Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete siir(i C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sir{, vagyis van egy B(c, r) kor, amelyben a
fliggvény nem vesz fel értéket: |f(z) — ¢| > r minden z-re.

Legyen g(z) = m; ez egy egészfiiggvény és i

1
}g(z)] = m

1
< —.
r

A Liouville-tétel miatt g(z) konstans, de akkor

1 .
f(z) = ——= + c is konstans.

9(z)

Tétel (kis Picard-tétel)
Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

Pl. az e* értékkészlete C \ {0}.
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Kevesebb is elég:
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Kevesebb is elég:

f(2)

Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.
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Kevesebb is elég:

f(2)

Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.

Biz. Legyen a 0 kortili hatvanysor f(z) = 3 az .
k=0
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Kevesebb is elég:

f(2)

Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 3 axzX. n>1ésr > 1 esetén
k=0
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Kevesebb is elég:

f(2)

Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 3 axzX. n>1ésr > 1 esetén
k=0

M(r)

rn

|an| <
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Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 3 axzX. n>1ésr > 1 esetén
k=0

10. Egészfiiggvények Fliggvénytan, 9-10. el6ada 2020. okt. 5. 18/1




Kevesebb is elég:

f(2)

Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 3 axzX. n>1ésr > 1 esetén
k=0

M(r) < m; 0 har— oo

rm r

|an| <
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Kevesebb is elég:

f(2)

Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 3 axzX. n>1ésr > 1 esetén
k=0

M(r) < m; —0 har— oo

rm r

|an| <

Tétel (a polinomok jellemzése)

f(2)

Ha f(z) egészfliggvény, és lim,_, g

= 0, akkor f(z) legfeljebb n-edfokd polinom.
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Kevesebb is elég:

f(z)

Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 3 axzX. n>1ésr > 1 esetén
k=0

M(r) < m; —0 har— oo

rm r

|an| <

Tétel (a polinomok jellemzése)

f(2)

Ha f(z) egészfliggvény, és lim,_, g

= 0, akkor f(z) legfeljebb n-edfokd polinom.

Biz. Legyen a 0 kortili hatvanysor f(z) = 3 axz .
k=0
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Kevesebb is elég:

f(z)

Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 3 axzX. n>1ésr > 1 esetén
k=0
M(r) _ M(r)

p ST; —0 har— oo.

|an| <

Tétel (a polinomok jellemzése)

f(2)

Ha f(z) egészfliggvény, és lim,_, g

= 0, akkor f(z) legfeljebb n-edfokd polinom.

Biz. Legyen a 0 koriili hatvanysor f(z) = 3 axz*. Az egyitthatobecslés szerint r > 1-ra és
k=0

M(r
ja < 20

k>n+1-re
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Kevesebb is elég:

f(z)

Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 3 axzX. n>1ésr > 1 esetén
k=0
M(r) _ M(r)

p ST; —0 har— oo.

|an| <

Tétel (a polinomok jellemzése)

Ha f(z) egészfliggvény, és lim,_, ;(_z) = 0, akkor f(z) legfeljebb n-edfokd polinom.

Biz. Legyen a 0 koriili hatvanysor f(z) = 3 axz*. Az egyitthatobecslés szerint r > 1-ra és
k=0
k>n+1-re
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Kevesebb is elég:
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Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 3 axzX. n>1ésr > 1 esetén
k=0
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p ST; —0 har— oo.
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Tétel (a polinomok jellemzése)

Ha f(z) egészfliggvény, és lim,_, ;(_z) = 0, akkor f(z) legfeljebb n-edfokd polinom.

Biz. Legyen a 0 koriili hatvanysor f(z) = 3 axz*. Az egyitthatobecslés szerint r > 1-ra és
k=0
k>n+1-re

—0 har— c.
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Kevesebb is elég:

f(z)

Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 3 axzX. n>1ésr > 1 esetén
k=0

< —2 0 har— oo.

|an| <

Tétel (a polinomok jellemzése)

Ha f(z) egészfliggvény, és lim,_, ;(_z) = 0, akkor f(z) legfeljebb n-edfokd polinom.

Biz. Legyen a 0 koriili hatvanysor f(z) = 3 axz*. Az egyitthatobecslés szerint r > 1-ra és

k>n+1-re

P —0 har— c.

Tehat, |ax| =0 minden k =n+1,n+2,.. .-re,
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Kevesebb is elég:

f(z)

Ha f(z) egészfliggvény és zim -~ = 0, akkor f(z) konstans.

Biz. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) = 3 axzX. n>1ésr > 1 esetén
k=0

M(r) < m; —0 har— oo

rm r

|an| <

Tétel (a polinomok jellemzése)

Ha f(z) egészfliggvény, és lim,_, ;(_z) = 0, akkor f(z) legfeljebb n-edfokd polinom.

Biz. Legyen a 0 koriili hatvanysor f(z) = 3 axz*. Az egyitthatobecslés szerint r > 1-ra és
k=0
M(r) _ M(r)
—2 <
rk — rn+t
Tehat, |ax| =0 minden k = n+1,n+2,.. .-re, vagyis f(z) legfeljebb n-edfoku.polinom.

k>n+1-re

lak| < —0 har— .
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Tétel (az algebra alaptétele)
Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyoke.
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Tétel (az algebra alaptétele)
Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyoke.

Biz. Atfogalmazva: Ha egy polinomnak nincs gydke, akkor konstans.
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Tétel (az algebra alaptétele)
Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyoke.

Biz. Atfogalmazva: Ha egy polinomnak nincs gydke, akkor konstans.
Tegy(k fel, hogy p(z) = anz" + ... + ap polinom, a, # 0 és nincs gyoke.
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Tétel (az algebra alaptétele)
Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyoke.
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