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Tétel (a gyöktényező kiemelhető)

Legyen f (z) holomorf a c pontban, a c körüli hatványsora f (z) =
∞∑

k=0

ak (z − c)k .

Ezek ekvivalensek:

(a) f (c) = f ′(c) = f ′′(c) = . . . = f (m−1)(c) = 0;
(b) a0 = a1 = . . . = am−1 = 0;
(c) f (z) = (z − c)m · g(z) egy c-ben holomorf g(z) függvénnyel.

Biz. (a)⇔ (b), mert ak =
f (k)(c)

k !
; (b)⇔ (c) a g(z) =

∞∑
k=m

ak (z − c)k−m függvénnyel.

Definı́ció

Legyen f (z) holomorf a c pontban, a c körüli hatványsora f (z) =
∞∑

k=0

ak (z − c)k .

Azt mondjuk, hogy az f (z)-nek a c pont m-szeres gyöke, ha:
(a) f (c) = f ′(c) = f ′′(c) = . . . = f (m−1)(c) = 0 és f (m)(c) 6= 0, avagy
(b) a0 = a1 = . . . = am−1 = 0 és am 6= 0, avagy
(c) f (z) = (z − c)m · g(z) egy c-ben holomorf g(z) függvénnyel, és g(c) 6= 0.
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Legyen f (z) holomorf a c pontban, a c körüli hatványsora f (z) =
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Definı́ció
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Legyen f (z) holomorf a c pontban, a c körüli hatványsora f (z) =
∞∑

k=0

ak (z − c)k .

Azt mondjuk, hogy az f (z)-nek a c pont m-szeres gyöke, ha:
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Tétel (unicitástétel; unicitás=egyértelműség)

Legyen D tartomány, f ,g,h : D → C holomorf, z1, z2, . . . ∈ D olyan konvergens sorozat, hogy
zn → ζ ∈ D és zn 6= ζ.

(a) Ha f (zn) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(zn) = h(zn) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.
Avagy, a függvény értékei bármelyik, D belsejében torlódó sorozat mentén meghatározzák a
függvényt; bármely értéksorozathoz legfeljebb egy függvény létezik.

Biz. Elég az (a) állı́tást igazolni, ebből a (b) állı́tás az f = g − h választással következik.
Legyen Z = {w ∈ D : f (w) = 0} az f gyökeinek halmaza;
Z1 = Z ′ ∩ D, a gyökök D-beli torlódási pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim zn ∈ Z1, tehát Z1 nemüres.
Az f folytonos, ezért a gyökök torlódási pontjai is gyökök: ha w1,w2, . . . gyökök és lim

n→∞
wn ∈ D,

akkor
f
(
lim

n→∞
wn
)
= lim

n→∞
f (wn) = lim

n→∞
0 = 0.

Ezért Z1 ⊂ Z .
A Z1 halmaz D-ben relatı́v zárt, mert Z ′ zárt (torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont).
Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyı́lt is.
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Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyı́lt is.
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Avagy, a függvény értékei bármelyik, D belsejében torlódó sorozat mentén meghatározzák a
függvényt; bármely értéksorozathoz legfeljebb egy függvény létezik.

Biz. Elég az (a) állı́tást igazolni, ebből a (b) állı́tás az f = g − h választással következik.
Legyen Z = {w ∈ D : f (w) = 0} az f gyökeinek halmaza;
Z1 = Z ′ ∩ D, a gyökök D-beli torlódási pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim zn ∈ Z1, tehát Z1 nemüres.
Az f folytonos, ezért a gyökök torlódási pontjai is gyökök: ha w1,w2, . . . gyökök és lim

n→∞
wn ∈ D,

akkor
f
(
lim

n→∞
wn
)
= lim

n→∞
f (wn) = lim

n→∞
0 = 0.

Ezért Z1 ⊂ Z .
A Z1 halmaz D-ben relatı́v zárt, mert Z ′ zárt (torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont).
Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyı́lt is.
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Tétel (unicitástétel; unicitás=egyértelműség)

Legyen D tartomány, f ,g,h : D → C holomorf, z1, z2, . . . ∈ D olyan konvergens sorozat, hogy
zn → ζ ∈ D és zn 6= ζ.
(a) Ha f (zn) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(zn) = h(zn) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.
Avagy, a függvény értékei bármelyik, D belsejében torlódó sorozat mentén meghatározzák a
függvényt; bármely értéksorozathoz legfeljebb egy függvény létezik.

Biz. Elég az (a) állı́tást igazolni, ebből a (b) állı́tás az f = g − h választással következik.

Legyen Z = {w ∈ D : f (w) = 0} az f gyökeinek halmaza;
Z1 = Z ′ ∩ D, a gyökök D-beli torlódási pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim zn ∈ Z1, tehát Z1 nemüres.
Az f folytonos, ezért a gyökök torlódási pontjai is gyökök: ha w1,w2, . . . gyökök és lim

n→∞
wn ∈ D,

akkor
f
(
lim

n→∞
wn
)
= lim

n→∞
f (wn) = lim

n→∞
0 = 0.

Ezért Z1 ⊂ Z .
A Z1 halmaz D-ben relatı́v zárt, mert Z ′ zárt (torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont).
Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyı́lt is.
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Tétel (unicitástétel; unicitás=egyértelműség)

Legyen D tartomány, f ,g,h : D → C holomorf, z1, z2, . . . ∈ D olyan konvergens sorozat, hogy
zn → ζ ∈ D és zn 6= ζ.
(a) Ha f (zn) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(zn) = h(zn) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.
Avagy, a függvény értékei bármelyik, D belsejében torlódó sorozat mentén meghatározzák a
függvényt; bármely értéksorozathoz legfeljebb egy függvény létezik.

Biz. Elég az (a) állı́tást igazolni, ebből a (b) állı́tás az f = g − h választással következik.
Legyen Z = {w ∈ D : f (w) = 0} az f gyökeinek halmaza;

Z1 = Z ′ ∩ D, a gyökök D-beli torlódási pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim zn ∈ Z1, tehát Z1 nemüres.
Az f folytonos, ezért a gyökök torlódási pontjai is gyökök: ha w1,w2, . . . gyökök és lim

n→∞
wn ∈ D,

akkor
f
(
lim

n→∞
wn
)
= lim

n→∞
f (wn) = lim

n→∞
0 = 0.

Ezért Z1 ⊂ Z .
A Z1 halmaz D-ben relatı́v zárt, mert Z ′ zárt (torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont).
Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyı́lt is.
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Tétel (unicitástétel; unicitás=egyértelműség)

Legyen D tartomány, f ,g,h : D → C holomorf, z1, z2, . . . ∈ D olyan konvergens sorozat, hogy
zn → ζ ∈ D és zn 6= ζ.
(a) Ha f (zn) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(zn) = h(zn) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.
Avagy, a függvény értékei bármelyik, D belsejében torlódó sorozat mentén meghatározzák a
függvényt; bármely értéksorozathoz legfeljebb egy függvény létezik.

Biz. Elég az (a) állı́tást igazolni, ebből a (b) állı́tás az f = g − h választással következik.
Legyen Z = {w ∈ D : f (w) = 0} az f gyökeinek halmaza;
Z1 = Z ′ ∩ D, a gyökök D-beli torlódási pontjainak halmaza.

A feltétel szerint lim zn ∈ Z1, tehát Z1 nemüres.
Az f folytonos, ezért a gyökök torlódási pontjai is gyökök: ha w1,w2, . . . gyökök és lim

n→∞
wn ∈ D,

akkor
f
(
lim

n→∞
wn
)
= lim

n→∞
f (wn) = lim

n→∞
0 = 0.

Ezért Z1 ⊂ Z .
A Z1 halmaz D-ben relatı́v zárt, mert Z ′ zárt (torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont).
Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyı́lt is.
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Tétel (unicitástétel; unicitás=egyértelműség)

Legyen D tartomány, f ,g,h : D → C holomorf, z1, z2, . . . ∈ D olyan konvergens sorozat, hogy
zn → ζ ∈ D és zn 6= ζ.
(a) Ha f (zn) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(zn) = h(zn) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.
Avagy, a függvény értékei bármelyik, D belsejében torlódó sorozat mentén meghatározzák a
függvényt; bármely értéksorozathoz legfeljebb egy függvény létezik.

Biz. Elég az (a) állı́tást igazolni, ebből a (b) állı́tás az f = g − h választással következik.
Legyen Z = {w ∈ D : f (w) = 0} az f gyökeinek halmaza;
Z1 = Z ′ ∩ D, a gyökök D-beli torlódási pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim zn ∈ Z1, tehát Z1 nemüres.

Az f folytonos, ezért a gyökök torlódási pontjai is gyökök: ha w1,w2, . . . gyökök és lim
n→∞

wn ∈ D,
akkor

f
(
lim

n→∞
wn
)
= lim

n→∞
f (wn) = lim

n→∞
0 = 0.

Ezért Z1 ⊂ Z .
A Z1 halmaz D-ben relatı́v zárt, mert Z ′ zárt (torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont).
Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyı́lt is.
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Tétel (unicitástétel; unicitás=egyértelműség)

Legyen D tartomány, f ,g,h : D → C holomorf, z1, z2, . . . ∈ D olyan konvergens sorozat, hogy
zn → ζ ∈ D és zn 6= ζ.
(a) Ha f (zn) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(zn) = h(zn) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.
Avagy, a függvény értékei bármelyik, D belsejében torlódó sorozat mentén meghatározzák a
függvényt; bármely értéksorozathoz legfeljebb egy függvény létezik.

Biz. Elég az (a) állı́tást igazolni, ebből a (b) állı́tás az f = g − h választással következik.
Legyen Z = {w ∈ D : f (w) = 0} az f gyökeinek halmaza;
Z1 = Z ′ ∩ D, a gyökök D-beli torlódási pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim zn ∈ Z1, tehát Z1 nemüres.
Az f folytonos, ezért a gyökök torlódási pontjai is gyökök: ha w1,w2, . . . gyökök és lim

n→∞
wn ∈ D,

akkor
f
(
lim

n→∞
wn
)
= lim

n→∞
f (wn) = lim

n→∞
0 = 0.

Ezért Z1 ⊂ Z .
A Z1 halmaz D-ben relatı́v zárt, mert Z ′ zárt (torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont).
Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyı́lt is.
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Tétel (unicitástétel; unicitás=egyértelműség)

Legyen D tartomány, f ,g,h : D → C holomorf, z1, z2, . . . ∈ D olyan konvergens sorozat, hogy
zn → ζ ∈ D és zn 6= ζ.
(a) Ha f (zn) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(zn) = h(zn) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.
Avagy, a függvény értékei bármelyik, D belsejében torlódó sorozat mentén meghatározzák a
függvényt; bármely értéksorozathoz legfeljebb egy függvény létezik.

Biz. Elég az (a) állı́tást igazolni, ebből a (b) állı́tás az f = g − h választással következik.
Legyen Z = {w ∈ D : f (w) = 0} az f gyökeinek halmaza;
Z1 = Z ′ ∩ D, a gyökök D-beli torlódási pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim zn ∈ Z1, tehát Z1 nemüres.
Az f folytonos, ezért a gyökök torlódási pontjai is gyökök: ha w1,w2, . . . gyökök és lim

n→∞
wn ∈ D,

akkor
f
(
lim

n→∞
wn
)
= lim

n→∞
f (wn) = lim

n→∞
0 = 0.

Ezért Z1 ⊂ Z .

A Z1 halmaz D-ben relatı́v zárt, mert Z ′ zárt (torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont).
Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyı́lt is.
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Tétel (unicitástétel; unicitás=egyértelműség)

Legyen D tartomány, f ,g,h : D → C holomorf, z1, z2, . . . ∈ D olyan konvergens sorozat, hogy
zn → ζ ∈ D és zn 6= ζ.
(a) Ha f (zn) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(zn) = h(zn) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.
Avagy, a függvény értékei bármelyik, D belsejében torlódó sorozat mentén meghatározzák a
függvényt; bármely értéksorozathoz legfeljebb egy függvény létezik.

Biz. Elég az (a) állı́tást igazolni, ebből a (b) állı́tás az f = g − h választással következik.
Legyen Z = {w ∈ D : f (w) = 0} az f gyökeinek halmaza;
Z1 = Z ′ ∩ D, a gyökök D-beli torlódási pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim zn ∈ Z1, tehát Z1 nemüres.
Az f folytonos, ezért a gyökök torlódási pontjai is gyökök: ha w1,w2, . . . gyökök és lim

n→∞
wn ∈ D,

akkor
f
(
lim

n→∞
wn
)
= lim

n→∞
f (wn) = lim

n→∞
0 = 0.

Ezért Z1 ⊂ Z .
A Z1 halmaz D-ben relatı́v zárt, mert Z ′ zárt (torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont).

Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyı́lt is.
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Tétel (unicitástétel; unicitás=egyértelműség)

Legyen D tartomány, f ,g,h : D → C holomorf, z1, z2, . . . ∈ D olyan konvergens sorozat, hogy
zn → ζ ∈ D és zn 6= ζ.
(a) Ha f (zn) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(zn) = h(zn) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.
Avagy, a függvény értékei bármelyik, D belsejében torlódó sorozat mentén meghatározzák a
függvényt; bármely értéksorozathoz legfeljebb egy függvény létezik.

Biz. Elég az (a) állı́tást igazolni, ebből a (b) állı́tás az f = g − h választással következik.
Legyen Z = {w ∈ D : f (w) = 0} az f gyökeinek halmaza;
Z1 = Z ′ ∩ D, a gyökök D-beli torlódási pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim zn ∈ Z1, tehát Z1 nemüres.
Az f folytonos, ezért a gyökök torlódási pontjai is gyökök: ha w1,w2, . . . gyökök és lim

n→∞
wn ∈ D,

akkor
f
(
lim

n→∞
wn
)
= lim

n→∞
f (wn) = lim

n→∞
0 = 0.

Ezért Z1 ⊂ Z .
A Z1 halmaz D-ben relatı́v zárt, mert Z ′ zárt (torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont).
Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyı́lt is.

9. A hatványsorba fejtés következményei Komplex Függvénytan, 9–10. előadás 2020. okt. 5. 4 / 1



Állı́tás: Z1 nyı́lt, vagyis ∀c ∈ Z1 ∃r > 0 B(c, r) ⊂ Z1.

Vegyünk egy tetszőleges c ∈ Z1 pontot; a c körül a maximális B(c, r) körben legyen
f (z) =

∑∞
n=0 ak (z − c)k .

Azt akarjuk igazolni, hogy a0 = a1 = . . . = 0; ha ez igaz, akkor B(c, r)-ben f konstans 0, a körben
minden pont gyök, és minden pont gyökök torlódási pontja, és ı́gy B(c, r) ⊂ Z1.
Indukció. Legyen am az első olyan együttható, amiről még nem
bizonyı́tottuk, hogy 0, tehát a0 = a1 = . . . = am−1 = 0 már
megvan, és vizsgáljuk am-et. (Ha m = 0, akkor a feltétel üres.)
Mivel c torlódási pontja Z -nek, vannak olyan w1,w2, . . . ∈ Z pon-
tok, hogy wn 6= c és wn → c.

A g(z) =
∑∞

k=m ak (z − c)k−m =
f (z)

(z − c)m függvény

szintén holomorf a B(c, r) körben, folytonos c-ben, és

g(wn) =
f (wn)

(wn − c)m = 0. Tehát,

am = g(c) = lim
n→∞

g(wn) = lim
n→∞

0 = 0.

Ezek után Z1 az összefüggő nyı́lt D-nek nemüres, egyszerre nyı́lt és relatı́v zárt része, tehát a
teljes D, de akkor D = Z1 ⊂ Z ⊂ D miatt Z = D, vagyis f konstans 0.
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Állı́tás: Z1 nyı́lt, vagyis ∀c ∈ Z1 ∃r > 0 B(c, r) ⊂ Z1.
Vegyünk egy tetszőleges c ∈ Z1 pontot; a c körül a maximális B(c, r) körben legyen
f (z) =

∑∞
n=0 ak (z − c)k .

Azt akarjuk igazolni, hogy a0 = a1 = . . . = 0; ha ez igaz, akkor B(c, r)-ben f konstans 0, a körben
minden pont gyök, és minden pont gyökök torlódási pontja, és ı́gy B(c, r) ⊂ Z1.
Indukció. Legyen am az első olyan együttható, amiről még nem
bizonyı́tottuk, hogy 0, tehát a0 = a1 = . . . = am−1 = 0 már
megvan, és vizsgáljuk am-et. (Ha m = 0, akkor a feltétel üres.)
Mivel c torlódási pontja Z -nek, vannak olyan w1,w2, . . . ∈ Z pon-
tok, hogy wn 6= c és wn → c.

A g(z) =
∑∞

k=m ak (z − c)k−m =
f (z)

(z − c)m függvény

szintén holomorf a B(c, r) körben, folytonos c-ben, és

g(wn) =
f (wn)

(wn − c)m = 0. Tehát,

am = g(c) = lim
n→∞

g(wn) = lim
n→∞

0 = 0.

Ezek után Z1 az összefüggő nyı́lt D-nek nemüres, egyszerre nyı́lt és relatı́v zárt része, tehát a
teljes D, de akkor D = Z1 ⊂ Z ⊂ D miatt Z = D, vagyis f konstans 0.
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Állı́tás: Z1 nyı́lt, vagyis ∀c ∈ Z1 ∃r > 0 B(c, r) ⊂ Z1.
Vegyünk egy tetszőleges c ∈ Z1 pontot; a c körül a maximális B(c, r) körben legyen
f (z) =

∑∞
n=0 ak (z − c)k .

Azt akarjuk igazolni, hogy a0 = a1 = . . . = 0;

ha ez igaz, akkor B(c, r)-ben f konstans 0, a körben
minden pont gyök, és minden pont gyökök torlódási pontja, és ı́gy B(c, r) ⊂ Z1.
Indukció. Legyen am az első olyan együttható, amiről még nem
bizonyı́tottuk, hogy 0, tehát a0 = a1 = . . . = am−1 = 0 már
megvan, és vizsgáljuk am-et. (Ha m = 0, akkor a feltétel üres.)
Mivel c torlódási pontja Z -nek, vannak olyan w1,w2, . . . ∈ Z pon-
tok, hogy wn 6= c és wn → c.

A g(z) =
∑∞

k=m ak (z − c)k−m =
f (z)

(z − c)m függvény

szintén holomorf a B(c, r) körben, folytonos c-ben, és

g(wn) =
f (wn)

(wn − c)m = 0. Tehát,

am = g(c) = lim
n→∞

g(wn) = lim
n→∞

0 = 0.

Ezek után Z1 az összefüggő nyı́lt D-nek nemüres, egyszerre nyı́lt és relatı́v zárt része, tehát a
teljes D, de akkor D = Z1 ⊂ Z ⊂ D miatt Z = D, vagyis f konstans 0.
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Állı́tás: Z1 nyı́lt, vagyis ∀c ∈ Z1 ∃r > 0 B(c, r) ⊂ Z1.
Vegyünk egy tetszőleges c ∈ Z1 pontot; a c körül a maximális B(c, r) körben legyen
f (z) =

∑∞
n=0 ak (z − c)k .

Azt akarjuk igazolni, hogy a0 = a1 = . . . = 0; ha ez igaz, akkor B(c, r)-ben f konstans 0,

a körben
minden pont gyök, és minden pont gyökök torlódási pontja, és ı́gy B(c, r) ⊂ Z1.
Indukció. Legyen am az első olyan együttható, amiről még nem
bizonyı́tottuk, hogy 0, tehát a0 = a1 = . . . = am−1 = 0 már
megvan, és vizsgáljuk am-et. (Ha m = 0, akkor a feltétel üres.)
Mivel c torlódási pontja Z -nek, vannak olyan w1,w2, . . . ∈ Z pon-
tok, hogy wn 6= c és wn → c.

A g(z) =
∑∞

k=m ak (z − c)k−m =
f (z)

(z − c)m függvény

szintén holomorf a B(c, r) körben, folytonos c-ben, és

g(wn) =
f (wn)

(wn − c)m = 0. Tehát,

am = g(c) = lim
n→∞

g(wn) = lim
n→∞

0 = 0.

Ezek után Z1 az összefüggő nyı́lt D-nek nemüres, egyszerre nyı́lt és relatı́v zárt része, tehát a
teljes D, de akkor D = Z1 ⊂ Z ⊂ D miatt Z = D, vagyis f konstans 0.
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∑∞
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(wn − c)m = 0. Tehát,

am = g(c) = lim
n→∞

g(wn) = lim
n→∞

0 = 0.

Ezek után Z1 az összefüggő nyı́lt D-nek nemüres, egyszerre nyı́lt és relatı́v zárt része, tehát a
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bizonyı́tottuk, hogy 0, tehát a0 = a1 = . . . = am−1 = 0 már
megvan, és vizsgáljuk am-et. (Ha m = 0, akkor a feltétel üres.)
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Állı́tás: Z1 nyı́lt, vagyis ∀c ∈ Z1 ∃r > 0 B(c, r) ⊂ Z1.
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Állı́tás: Z1 nyı́lt, vagyis ∀c ∈ Z1 ∃r > 0 B(c, r) ⊂ Z1.
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Következmény (végtelen rendben eltűnő függvény)

Legyen f (z) holomorf a D tartományon.
Ha valamely pontban f (c) = f ′(c) = f ′′(c) = . . . = 0, akkor f konstans 0.

Biz. Ha f (c) = f ′(c) = f ′′(c) = . . . = 0, akkor f c körüli hatványsora a konstans 0; a
konvergenciakörben, majd a teljes tartományon a függvény konstans 0.

Következmény

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor az f minden gyökének véges a
multiplicitása.
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multiplicitása.
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9. A hatványsorba fejtés következményei Komplex Függvénytan, 9–10. előadás 2020. okt. 5. 6 / 1
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Példa

Legyen az egységkörben f (z) = sin
1

1− z
.

A függvény gyökei 1− 1
kπ

(k = 1,2, . . .).

Miért nem mond ez ellent az unicitástételnek?

Válasz: Végtelen sok gyök van, de csak a határhoz torlódnak.
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Válasz: Végtelen sok gyök van, de csak a határhoz torlódnak.
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Lokális aszimptotikus viselkedés

Legyen f (z) holomorf a c pontban, f ′(c) = f ′′(c) = . . . = f (k−1)(c) = 0 és f (k)(c) 6= 0.

A hatványsorba fejtés miatt a c közelében

f (z)− f (c) =
f (k)(c)

k !
· (z − c)k + O

(
|z − c|k+1),

tehát a függvény kicsiben körtartó, de nem szögtartó: a c csúcsú szögeket k -val megszorozza.
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Lokális aszimptotikus viselkedés

Legyen f (z) holomorf a c pontban, f ′(c) = f ′′(c) = . . . = f (k−1)(c) = 0 és f (k)(c) 6= 0.
A hatványsorba fejtés miatt a c közelében

f (z)− f (c) =
f (k)(c)

k !
· (z − c)k + O

(
|z − c|k+1),

tehát a függvény kicsiben körtartó, de nem szögtartó: a c csúcsú szögeket k -val megszorozza.
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Lokális aszimptotikus viselkedés

Legyen f (z) holomorf a c pontban, f ′(c) = f ′′(c) = . . . = f (k−1)(c) = 0 és f (k)(c) 6= 0.
A hatványsorba fejtés miatt a c közelében

f (z)− f (c) =
f (k)(c)

k !
· (z − c)k + O

(
|z − c|k+1),

tehát a függvény kicsiben körtartó, de nem szögtartó: a c csúcsú szögeket k -val megszorozza.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:

(a)
∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.

(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.

(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.

(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor

a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣

≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz|

≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.

Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon;

de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.

Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;

az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f (z) holomorf, nem konstans a D tartományon, akkor:
(a)

∣∣f (z)∣∣-nek nem létezik lokális maximuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és |f (zn)| → sup |f |, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és f folytonos a D lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.

Biz. Ha c ∈ D, és B(c, r) ⊂ D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f (c) =
1

2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|;

∣∣f (c)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
2πr

∫
|z−c|=r

f (z) |dz|

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πr

∫
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣ · |dz| ≤ max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
Egyenlőség csak akkor lehetne, ha f iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor
az unicitástétel miatt f konstans lenne.
Tehát, akármilyen kicsi r -re ∣∣f (c)∣∣ < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣;
az |f |-nek nem lehet lokális maximuma c-ben.
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Ugyanez Parseval-formulával:
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|f (c)|2 = |a0|2 <
∞∑

n=0

|an|2r2n =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (c + reit)
∣∣2 dt ≤

(
max
|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣)2
,

tehát
|f (c)| < max

|z−c|=r

∣∣f (z)∣∣.
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Van-e minimum-elv?

Ha f (c) = 0, akkor |f (z)|-nek c lokális minimumhelye.
Ha f (c) 6= 0, és c az |f (z)|-nek lokális minimumhelye, akkor c az |1/f (z)|-nek lokális
maximumhelye, tehát f konstans.

Ha f -nek nincs gyöke, akkor van minimum-elv is.
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Tétel (Schwarz-lemma)

Ha f : D→ D holomorf és f (0) = 0, akkor

(a) |f ′(0)| ≤ 1;
(b) z 6= 0 esetén |f (z)| ≤ |z|;
(c) Ha az fentiekben egyetlen pontban is egyenlőség van, akkor f (z) egy 0 körüli forgatás:

f (z) = cz valamilyen |c| = 1-gyel.

Biz. Az f -nek a 0 gyöke, tehát f (z) = g(z) · z valamilyen holomorf g függvénnyel.
A 0-ban f ′(0) = g(0); azt kell igazolni, hogy |g| ≤ 1.

Legyen z1, z2, . . . ∈ D olyan pontok, hogy |g(zn)| → sup |g|. Ha g nem konstans, akkor a
maximum-elv miatt |zn| → 1. Ha g konstans, akkor mi választjuk a pontokat ı́gy.

1 ≥ |f (zn)| = |g(zn)| · |zn| → sup |g| · 1 = sup |g|

Tehát az egész körlapon |g| ≤ 1.

Ha (a)-ban vagy (b)-ben, bármelyik belső pontban egyenlőség van, akkor ott |g| = 1. Az
maximum-elv szerint ez csak úgy lehet, ha g konstans, g(z) = c; ez a konstans persze egységnyi,
és akkor f (z) = cz egy forgatás.
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maximum-elv szerint ez csak úgy lehet, ha g konstans, g(z) = c; ez a konstans persze egységnyi,
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1 ≥ |f (zn)| = |g(zn)| · |zn| → sup |g| · 1 = sup |g|

Tehát az egész körlapon |g| ≤ 1.
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Biz. Az f -nek a 0 gyöke, tehát f (z) = g(z) · z valamilyen holomorf g függvénnyel.
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Biz. Az f -nek a 0 gyöke, tehát f (z) = g(z) · z valamilyen holomorf g függvénnyel.
A 0-ban f ′(0) = g(0); azt kell igazolni, hogy |g| ≤ 1.

Legyen z1, z2, . . . ∈ D olyan pontok, hogy |g(zn)| → sup |g|. Ha g nem konstans, akkor a
maximum-elv miatt |zn| → 1. Ha g konstans, akkor mi választjuk a pontokat ı́gy.
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és akkor f (z) = cz egy forgatás.
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Tétel (Schwarz-lemma)

Ha f : D→ D holomorf és f (0) = 0, akkor
(a) |f ′(0)| ≤ 1;
(b) z 6= 0 esetén |f (z)| ≤ |z|;
(c) Ha az fentiekben egyetlen pontban is egyenlőség van, akkor f (z) egy 0 körüli forgatás:
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1 ≥ |f (zn)| = |g(zn)| · |zn| → sup |g| · 1 = sup |g|

Tehát az egész körlapon |g| ≤ 1.
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Lemma (együtthatóbecslés)

Legyen f (z) =
∑∞

n=0 anzn egészfüggvény, és bármely r > 0-ra

M(r) = max|z|=r
∣∣f (z)∣∣. Ekkor

|an| ≤
M(r)

rn .

Biz. Együtthatóformula, majd triviális becslés:

|an| =

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|z|=r

f (z)
zn+1 dz

∣∣∣∣∣ ≤ max
|z|=r

∣∣∣∣ 1
2πi
· f (z)

zn+1

∣∣∣∣ · 2πr ≤ 1
2π
· M(r)

rn+1 · 2πr =
M(r)

rn .

Vagy, a Parseval-formulából:

|an|2r2n ≤
∞∑

k=0

|ak |2r2k =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (reit)
∣∣2 dt ≤ M(r)2

Tehát |an| ≤
M(r)

rn .
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Biz. Együtthatóformula, majd triviális becslés:

|an| =

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|z|=r

f (z)
zn+1 dz

∣∣∣∣∣ ≤ max
|z|=r

∣∣∣∣ 1
2πi
· f (z)

zn+1

∣∣∣∣ · 2πr ≤ 1
2π
· M(r)

rn+1 · 2πr

=
M(r)

rn .

Vagy, a Parseval-formulából:
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Biz. Együtthatóformula, majd triviális becslés:

|an| =

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|z|=r

f (z)
zn+1 dz

∣∣∣∣∣ ≤ max
|z|=r

∣∣∣∣ 1
2πi
· f (z)

zn+1

∣∣∣∣ · 2πr ≤ 1
2π
· M(r)

rn+1 · 2πr =
M(r)

rn .

Vagy, a Parseval-formulából:
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Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfüggvény korlátos, akkor konstans.

Biz. Legyen a 0 körüli hatványsor f (z) =
∑∞

n=0 anzn, a korlát |f (z)| ≤ M.

Az együtthatóbecslés szerint r > 0-ra és n ≥ 1-re

|an| ≤
M
rn .

Az r →∞ határátmenetből azt kapjuk, hogy |an| = 0 minden n ≥ 1-re, tehát f konstans.
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Ha egy egészfüggvény korlátos, akkor konstans.
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Következmény

Ha egy egészfüggvény nem konstans, akkor az értékkészlete sűrű C-ben.

Biz. Indirekt. Tegyük fel, hogy az értékkészlet nem sűrű, vagyis van egy B(c, r) kör, amelyben a
függvény nem vesz fel értéket:

∣∣f (z)− c
∣∣ ≥ r minden z-re.

Legyen g(z) =
1

f (z)− c
; ez egy egészfüggvény és

∣∣g(z)∣∣ = 1∣∣f (z)− c
∣∣ ≤ 1

r
.

A Liouville-tétel miatt g(z) konstans, de akkor

f (z) =
1

g(z)
+ c is konstans.

Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfüggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

Pl. az ez értékkészlete C \ {0}.
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Következmény
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Biz. Indirekt. Tegyük fel, hogy az értékkészlet nem sűrű, vagyis van egy B(c, r) kör, amelyben a
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∣∣g(z)∣∣ = 1∣∣f (z)− c
∣∣ ≤ 1

r
.

A Liouville-tétel miatt g(z) konstans, de akkor

f (z) =
1

g(z)
+ c is konstans.

Tétel (kis Picard-tétel)
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Ha egy egészfüggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
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Kevesebb is elég:

Tétel

Ha f (z) egészfüggvény és lim
z→∞

f (z)
z

= 0, akkor f (z) konstans.

Biz. Legyen a 0 körüli hatványsor f (z) =
∞∑

k=0
ak zk . n ≥ 1 és r > 1 esetén

|an| ≤
M(r)

rn ≤ M(r)
r

; → 0 ha r →∞.

Tétel (a polinomok jellemzése)

Ha f (z) egészfüggvény, és limz→∞
f (z)
zn+1 = 0, akkor f (z) legfeljebb n-edfokú polinom.

Biz. Legyen a 0 körüli hatványsor f (z) =
∞∑

k=0
ak zk . Az együtthatóbecslés szerint r > 1-ra és

k ≥ n + 1-re

|ak | ≤
M(r)

r k ≤ M(r)
rn+1 → 0 ha r →∞.

Tehát, |ak | = 0 minden k = n + 1,n + 2, . . .-re, vagyis f (z) legfeljebb n-edfokú polinom.
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ak zk . Az együtthatóbecslés szerint r > 1-ra és

k ≥ n + 1-re

|ak | ≤
M(r)

r k ≤ M(r)
rn+1 → 0 ha r →∞.

Tehát, |ak | = 0 minden k = n + 1,n + 2, . . .-re, vagyis f (z) legfeljebb n-edfokú polinom.
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Biz. Legyen a 0 körüli hatványsor f (z) =
∞∑

k=0
ak zk . n ≥ 1 és r > 1 esetén

|an| ≤
M(r)

rn ≤ M(r)
r

; → 0 ha r →∞.

Tétel (a polinomok jellemzése)
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Tétel (az algebra alaptétele)

Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyöke.

Biz. Átfogalmazva: Ha egy polinomnak nincs gyöke, akkor konstans.
Tegyük fel, hogy p(z) = anzn + . . .+ a0 polinom, an 6= 0 és nincs gyöke.

Vizsgáljuk az f (z) =
1

p(z)
egészfüggvényt.

Az f folytonos, és véges határértéke van∞-ben:

lim
z→∞

f (z) = lim
z→∞

1
p(z)

= lim
z→∞

1

zn ·
(

an +
an−1

z + . . .+ a0
zn

) =

{
1
an

ha n = 0
0 ha n > 0.

ezért f korlátos. A Liouville-tétel miatt f konstans, tehát p is konstans, kész.

Ugyanez, Liouville-tétel helyett maximum-elvvel:
Ha p(z) nem konstans, vagyis n > 0, akkor lim

z→∞
p(z) =∞. A |p(z)|-nek van abszolút minimuma.

Ez egyben lokális minimum is, vagyis ott a függvényérték 0.
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Vizsgáljuk az f (z) =
1

p(z)
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Tétel (az algebra alaptétele)
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Ez egyben lokális minimum is, vagyis ott a függvényérték 0.
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Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyöke.
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Ez egyben lokális minimum is, vagyis ott a függvényérték 0.
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Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyöke.
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Tétel (az algebra alaptétele)
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Biz. Átfogalmazva: Ha egy polinomnak nincs gyöke, akkor konstans.
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