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Komplex Függvénytan, 11–12. előadás 2020. okt. 12. 1 / 30



11. Laurent-sorok
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Definı́ció
c körüli Laurent-polinom:

N∑
n=−M

an(z − c)n = a−M(z − c)−M + a−M+1(z − c)−M+1 + . . .+ aN(z − c)N

c körüli Laurent-sor:
∞∑

n=−∞
an(z − c)n = . . .+

a−2

(z − c)2 +
a−1

z − c
+ a0 + a1(z − c) + a2(z − c)2 + . . . =

=
∞∑

n=0

an(z − c)n +
∞∑

n=1

a−n

(z − c)n

A Laurent-sor konvergens, ha mindkét irányban konvergens:
∞∑

n=0
an(z − c)n és

∞∑
n=1

a−n

(
1

z−c

)n
is

konvergens (hasonlóan az
∫∞
−∞ alakú improprius integrálokhoz).

Ha a−1 = a−2 = . . . = 0, akkor a sort hatványsornak tekintjük; a c-beli érték az a0.
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∫∞
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Fourier-sor

f (t) =
∞∑

n=−∞
anen·it = a0 +

∞∑
n=1

an + a−n

2
cos(nt) +

∞∑
n=1

an − a−n

2i
sin(nt)

Olyan Laurent-sor, amit csak az egységkörvonalon vizsgálunk.
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A Laurent-sor konvergencia tartománya
∞∑

n=0

an(z − c)n +
∞∑

n=1

a−n

(z − c)n

A sor ”pozitı́v” fele,
∞∑

n=0
an(z − c)n egy hatványsor, ez

valamilyen, c középpontú, 0 ≤ R1 ≤ ∞ sugarú kör belsejében
lokálisan egyenletesen abszolút konvergens, a kör külsejében
divergens. (A határral most sem foglalkozunk.)

A sor ”negatı́v” fele,
∞∑

n=1

a−n
(z−c)n egy hatványsor, amelybe 1

z−c -t

helyettesı́tettünk; ez meg valamilyen, c középpontú,
0 ≤ R2 ≤ ∞ sugarú körön külsejében lokálisan egyenletesen
abszolút abszolút konvergens, belül divergens.
Lehetséges R2 > R1 is; a számunkra érdekes eset, ha
R2 < R1; ilyenkor a konvergenciahalmaz egy ”körgyűrű”.
Ha a belső sugár 0, akkor csak a c pont hiányzik.
Ha a külső sugár∞, akkor nincs is külső kör.
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A Laurent-sor konvergencia tartománya
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abszolút abszolút konvergens, belül divergens.
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R2 < R1; ilyenkor a konvergenciahalmaz egy ”körgyűrű”.
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Ha a külső sugár∞, akkor nincs is külső kör.
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Példák

Laurent-sor konvergenciatartomány

∞∑
n=0

zn

n!
+
∞∑

n=1

z−n

n!
0 < |z| <∞

∞∑
n=0

(z − 1)n

3n +
∞∑

n=1

1
2n(z − 1)n

1
2
< |z − 1| < 3

∞∑
n=0

(z − 1)n +
∞∑

n=1

2n

(z − 1)n ∅ (2 < |z − 1| < 1)
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∞∑
n=0

zn

n!
+
∞∑

n=1

z−n

n!
0 < |z| <∞

∞∑
n=0

(z − 1)n

3n +
∞∑

n=1

1
2n(z − 1)n

1
2
< |z − 1| < 3

∞∑
n=0

(z − 1)n +
∞∑

n=1

2n

(z − 1)n ∅ (2 < |z − 1| < 1)
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Tétel (együtthatóformula)

Tegyük fel, hogy az R2 < |z − c| < R1 körgyűrűn

f (z) =
∞∑

n=−∞
an(z − c)n.

Ekkor bármely R2 < r < R1 és k ∈ Z esetén

ak =
1

2πi

∫
|z−c|=r

f (z)
(z − c)k+1 dz.

Következmény

A Laurent-sor egyértelmű.
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Biz.

1
2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)k+1 dw

=
1

2πi

∫
|w−c|=r

∞∑
n=−∞

an(w − c)n

(w − c)k+1 dw

=
1

2πi

∫
|w−c|=r

( ∞∑
n=−∞

an(w − c)n−k−1
)

dw

=
∞∑

n=−∞

(
an ·

1
2πi

∫
|w−c|=r

(w − c)n−k−1 dw
)

=
∞∑

n=−∞
an ·

{
1 ha n − k − 1 = −1
0 ha n − k − 1 6= −1

}
= ak .
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Tétel (Laurent-sorba fejtés)

Ha f holomorf a R2 < |z − c| < R1 körgyűrűn,

akkor a c körül a függvény Laurent-sorba fejthető
ezen a halmazon:

f (z) =
∞∑

n=−∞
an(z − c)n, ha R2 < |z − c| < R1,

és az együtthatók:

an =
1

2πi

∫
|w−c|=r

f (w)

(w − c)n+1 dw bármely R2 < r < R1-re.
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Biz. Vegyünk egy tetszőleges z pontot a gyűrűből. A z körül egy
kicsi δ > 0 sugarú körön ı́rjuk fel a Cauchy-formulát.

Legyen r1 és r2
két sugár, R2 < r2 < |z − c| − δ és |z − c|+ δ < r1 < R1. A kis kört
átnyomorgatjuk ... nyomorgatjuk ... az r1 sugarú, pozitı́v irányı́tású
γ1 kör és az r2 sugarú, negatı́v irányı́tású γ2 kör uniójává.

f (z) =
1

2πi

∫
|z−c|=δ

f (w)

w − z
dw

=
1

2πi

∫
γ1

f (w)

w − z
dw +

1
2πi

∫
γ2

f (w)

w − z
dw .

Másképpen: Felı́rjuk az általános Cauchy-formulát a két új körből álló rendszerre: Bármilyen, a
körgyűrű külsejében felvő pontra, a két kör indexének összege 0, tehát

1
2πi

∫
γ1

f (w)

w − z
dw +

1
2πi

∫
γ2

f (w)

w − z
dw =

(
n(z, γ1) + n(z, γ2)

)
· f (z) = 1 · f (z).
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1
2πi

∫
γ1

f (w)

w − z
dw +

1
2πi

∫
γ2

f (w)

w − z
dw =

(
n(z, γ1) + n(z, γ2)

)
· f (z) = 1 · f (z).
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kicsi δ > 0 sugarú körön ı́rjuk fel a Cauchy-formulát. Legyen r1 és r2
két sugár, R2 < r2 < |z − c| − δ és |z − c|+ δ < r1 < R1. A kis kört
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Másképpen: Felı́rjuk az általános Cauchy-formulát a két új körből álló rendszerre: Bármilyen, a
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f (z) =
1

2πi

∫
γ1

f (w)

w − z
dw +

1
2πi

∫
γ2

f (w)

w − z
dw

A nagyobbik körön
∣∣ z−c

w−c

∣∣ = |z−c|
r1

< 1. Az első vonalintegrál:

1
2πi

∫
γ1

f (w)

w − z
dw =

1
2πi

∫
|w−c|=r1

f (w)

(w − c)− (z − c)
dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r1

f (w)

(w − c)
· 1

1− z − c
w − c

dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r1

f (w)

(w − c)
·

( ∞∑
n=0

(
z − c
w − c

)n
)

dw =

=
∞∑

n=0

(
1

2πi

∫
|w−c|=r1

f (w)

(w − c)n+1 dw

)
· (z − c)n =

∞∑
n=0

an · (z − c)n.

Ez lesz a Laurent-sor ”pozitı́v” fele.
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< 1. Az első vonalintegrál:

1
2πi

∫
γ1

f (w)

w − z
dw =

1
2πi

∫
|w−c|=r1

f (w)

(w − c)− (z − c)
dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r1

f (w)

(w − c)
· 1

1− z − c
w − c

dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r1

f (w)

(w − c)
·

( ∞∑
n=0

(
z − c
w − c

)n
)

dw =

=
∞∑

n=0

(
1

2πi

∫
|w−c|=r1

f (w)

(w − c)n+1 dw

)
· (z − c)n =

∞∑
n=0

an · (z − c)n.

Ez lesz a Laurent-sor ”pozitı́v” fele.
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f (z) =
1

2πi

∫
γ1

f (w)

w − z
dw +

1
2πi

∫
γ2

f (w)

w − z
dw

A kisebbik körön
∣∣w−c

z−c

∣∣ = r2
|z−c| < 1. A második vonalintegrál:

1
2πi

∫
γ2

f (w)

w − z
dw

= − 1
2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

w − z
dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

z − w
dw =

1
2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

(z − c)− (w − c)
dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

(z − c)
· 1

1− w − c
z − c

dw =
1

2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

(z − c)
·

( ∞∑
k=0

(
w − c
z − c

)k
)

dw =

=
∞∑

k=0

(
1

2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)(w − c)k dw

)
· (z − c)−k−1 =

=
−1∑

n=−∞

(
1

2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

(w − c)n+1 dw

)
· (z − c)n =

−1∑
n=−∞

an · (z − c)n.

Ez pedig a Laurent-sor ”negatı́v” fele, kész.
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f (z) =
1

2πi

∫
γ1

f (w)

w − z
dw +

1
2πi

∫
γ2

f (w)

w − z
dw

A kisebbik körön
∣∣w−c

z−c

∣∣ = r2
|z−c| < 1. A második vonalintegrál:

1
2πi

∫
γ2

f (w)

w − z
dw = − 1

2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

w − z
dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

z − w
dw =

1
2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

(z − c)− (w − c)
dw =

=
1

2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

(z − c)
· 1

1− w − c
z − c

dw

=
1

2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

(z − c)
·

( ∞∑
k=0

(
w − c
z − c

)k
)

dw =

=
∞∑

k=0

(
1

2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)(w − c)k dw

)
· (z − c)−k−1 =

=
−1∑

n=−∞

(
1

2πi

∫
|w−c|=r2

f (w)

(w − c)n+1 dw

)
· (z − c)n =

−1∑
n=−∞

an · (z − c)n.

Ez pedig a Laurent-sor ”negatı́v” fele, kész.
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Példák
Azonos középpontú, de különböző körgyűrűkön lehet különböző a Laurent-sor.

Ha |z| < 1, akkor
1

1− z
= 1 + z + z2 + z3 + . . . ;

Ha viszont |z| > 1, akkor

1
1− z

=
−1
z
· 1

1− 1
z

= −1
z
− 1

z2 −
1
z3 − . . . .

Az f (z) =
1

1− z
+

1
2− z

függvény Laurent-sorai

|z| < 1 1 < |z| < 2 2 < |z|
∞∑

n=0

(
1 +

1
2n+1

)
zn

∞∑
n=0

zn

2n+1 +
∞∑

m=1

−1
zm

∞∑
m=1

−1− 2m−1

zm
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Program: racionális törtek Laurent-sora fejtése

Pl. f (z) =
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6 rendezzük, csoportosı́tjuk.
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Példa
A 0 körül, a 0 < |z| < π körben, ı́rjuk fel ctg z Laurent-sorának első néhány tagját.

Ha |z| kicsi, akkor

ctg z =
cos z
sin z

=
1− z2

2 + z4

24 + O(|z|6)

z
(

1− z2

6 + z4

120 + O(|z|6)
) =

1
z
·
(

1− z2

2
+

z4

24
+O(|z|6)

)
· 1

1−
(

z2

6 −
z4

120 + O(|z|6)
)

=
1
z
·
(

1− z2

2
+

z4

24
+ O(|z|6)

)
·
∞∑

k=0

(
z2

6
− z4

120
+ O(|z|6)

)k

=
1
z
·
(

1− z2

2
+

z4

24
+ O(|z|6)

)
·

(
1 +

(
z2

6
− z4

120

)
+

(
z2

6

)2

+ O(|z|6)

)

=
1
z
·
(

1− z2

2
+

z4

24
+ O(|z|6)

)
·
(

1 +
z2

6
+

7z4

360
+ O(|z|6)

)

=
1
z
− z

3
− z3

45
+ O(|z|5).
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Ha |z| kicsi, akkor

ctg z =
cos z
sin z

=
1− z2

2 + z4

24 + O(|z|6)

z
(

1− z2

6 + z4

120 + O(|z|6)
) =

1
z
·
(

1− z2

2
+

z4

24
+O(|z|6)

)
· 1

1−
(

z2

6 −
z4

120 + O(|z|6)
)

=
1
z
·
(

1− z2

2
+

z4

24
+ O(|z|6)

)
·
∞∑

k=0

(
z2

6
− z4

120
+ O(|z|6)

)k

=
1
z
·
(

1− z2

2
+

z4

24
+ O(|z|6)

)
·

(
1 +

(
z2

6
− z4

120

)
+

(
z2

6

)2

+ O(|z|6)

)

=
1
z
·
(

1− z2

2
+

z4

24
+ O(|z|6)

)
·
(

1 +
z2

6
+

7z4

360
+ O(|z|6)

)

=
1
z
− z

3
− z3

45
+ O(|z|5).
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Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Ha f (z) holomorf a |z| = r körvonalon (tehát holomorf egy kicsivel nagyobb körgyűrűn), és itt a 0

körüli Laurent-sora f (z) =
∞∑

n=−∞
anzn, akkor

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣f (reit)
∣∣∣2 dt =

∞∑
n=−∞

|an|2r2n.

Az r = 1 esetben
1

2π

∫ 2π

0
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12. Izolált szingularitások
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Definı́ció

Az f (z)-nek a c pontban ”izolált szingularitása” van, ha f holomorf a c egy Ḃ(c, r) pontozott
környezetében, de nem értelmes c-ben.

Ezen belül:
Az f (z)-nek a c pontban ”megszüntethető szingularitása” van, ha van olyan, c-ben holomorf g(z)
függvény, amelyre (c kivételével) f (z) = g(z).
Ha f (z)-nek megszüntethető szingularitása van, akkor azt is szokás mondani, hogy f (z) ”holomorf”
c-ben.
Az f (z)-nek a c pontban ”m-edrendű pólusa” van, ha f (z) =

g(z)
(z − c)m , ahol m pozitı́v egész, g(z)

holomorf c-ben és g(c) 6= 0.
Az f (z)-nek a c pontban ”lényeges szingularitása” van, ha c nem megszüntethető szingularitás, és
nem is pólus.

Példák

A
sin z

z
függvénynek megszüntethető szingularitása van a 0-ban.

A ctg z függvénynek elsőrendű pólusa van a π többszöröseiben.

Az e1/z4
függvénynek lényeges szingularitása van a 0-ban.
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g(z)
(z − c)m , ahol m pozitı́v egész, g(z)

holomorf c-ben és g(c) 6= 0.

Az f (z)-nek a c pontban ”lényeges szingularitása” van, ha c nem megszüntethető szingularitás, és
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Az e1/z4
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Megszüntethető szingularitások

Tétel (megszüntethető szingularitások jellemzése)

Tegyük fel, hogy f (z)-nek izolált szingularitása van a c pontban. és a c egy pontozott
környezetében a Laurent-sorba fejtése

f (z) =
∞∑

n=−∞
an(z − c)n.

Ezek ekvivalensek:
(a) Az f (z)-nek a c pontban megszüntethető szingularitása van.
(b) a−1 = a−2 = . . . = 0.
(c) limz→c f (z) létezik és véges.
(d) A c egy pontozott környezetében f (z) korlátos.
(e) lim

z→c

(
(z − c) · f (z)

)
= 0.
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(d) A c egy pontozott környezetében f (z) korlátos.
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Tétel (megszüntethető szingularitások jellemzése)
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(d) A c egy pontozott környezetében f (z) korlátos.
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(a) Az f (z)-nek a c pontban megszüntethető szingularitása van.
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(d) A c egy pontozott környezetében f (z) korlátos.

(e) lim
z→c

(
(z − c) · f (z)

)
= 0.

Biz. (a)⇔(b), mert a hatványsor lesz a Laurent-sor és fordı́tva.

(a)⇒(c)⇒(d)⇒(e) triviális.

(e)⇒(b): Legyen k tetszőleges pozitı́v egész; megmutatjuk, hogy a−k = 0.

Veszünk egy elég kicsi r sugarat, felı́rjuk az együthatóformulát, majd triviális becslés:

|a−k | =
∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|z−c|=r

f (z) · (z − c)k−1 dz
∣∣∣∣ ≤ ( 1

2π max
|z−c|=r

|f (z)| · r k−1
)
· 2πr =

=
(

max
|z−c|=r

|(z − c) · f (z)|
)
· r k−1.

Most r → 0. A feltétel szerint limr→0+ max|z−c|=r |(z − c) · f (z)| = 0. A második tényező, r k−1

konstans, ha k = 1, és 0-hoz tart, ha k ≥ 2.
A határérték mindenképpen 0, tehát a−k = 0.
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(b) a−1 = a−2 = . . . = 0.

(c) limz→c f (z) létezik és véges.
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konstans, ha k = 1, és 0-hoz tart, ha k ≥ 2.
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Pólusok

Tétel (pólusok jellemzése)

Tegyük fel, hogy f (z)-nek izolált szingularitása van a c pontban, a c egy pontozott környezetében a

Laurent-sorba fejtése f (z) =
∞∑

n=−∞
an(z − c)n, és m pozitı́v egész.

Ezek ekvivalensek:
(a) Az f (z)-nek a c pontban m-edrendű pólusa van.
(b) a−m 6= 0, és a−m−1 = a−m−2 = a−m−3 = . . . = 0.
(c) Az 1/f (z) függvénynek a c pontban m-szeres gyöke van.
(d) lim

z→c

(
(z − c)mf (z)

)
létezik, véges és nem 0.

Következmény

f (z)-nek akkor és csak akkor van pólusa c-ben, ha lim
z→c

f (z) =∞.
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Tegyük fel, hogy f (z)-nek izolált szingularitása van a c pontban, a c egy pontozott környezetében a

Laurent-sorba fejtése f (z) =
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(a) Az f (z)-nek a c pontban m-edrendű pólusa van.

(b) a−m 6= 0, és a−m−1 = a−m−2 = a−m−3 = . . . = 0.

(c) Az 1/f (z) függvénynek a c pontban m-szeres gyöke van.

(d) lim
z→c

(
(z − c)mf (z)

)
létezik, véges és nem 0,

Biz. (a)⇒(b): Egy c-ben holomorf, nemnulla g(z) függvénnyel f (z) =
g(z)

(z − c)m . Vegyük g(z)

hatványsorát c körül, és osszuk el (z − c)m-mel, megkapjuk f (z) Laurent-sorát. Trivi, hogy
a−m−1 = a−m−2 = . . . = 0 és a−m = g(c) 6= 0.

(b)⇒(a): legyen g(z) =
∑∞

n=0 an−m(z − c)n, akkor f (z) =
g(z)

(z − c)m és g(c) = a−m 6= 0.

(a)⇔(c): Ha f (z) =
g(z)

(z − c)m és g(c) 6= 0, akkor
1

f (z)
= (z − c)m · 1

g(z)
és fordı́tva.

(a)⇒(d): f (z) =
g(z)

(z − c)m és g(c) 6= 0, tehát lim
z→c

(
(z − c)mf (z)

)
= lim

z→c
g(z) = g(c) 6= 0.

(d)⇒(a): A g(z) = (z − c)mf (z) függvénynek véges, nemnulla határértéke van, tehát g(z)-nek
megszüntethető szingularitása van c-ben, g(c) értéke nem 0.
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(c) Az 1/f (z) függvénynek a c pontban m-szeres gyöke van.
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g(z)

(z − c)m . Vegyük g(z)

hatványsorát c körül, és osszuk el (z − c)m-mel, megkapjuk f (z) Laurent-sorát.

Trivi, hogy
a−m−1 = a−m−2 = . . . = 0 és a−m = g(c) 6= 0.

(b)⇒(a): legyen g(z) =
∑∞

n=0 an−m(z − c)n, akkor f (z) =
g(z)

(z − c)m és g(c) = a−m 6= 0.

(a)⇔(c): Ha f (z) =
g(z)

(z − c)m és g(c) 6= 0, akkor
1

f (z)
= (z − c)m · 1

g(z)
és fordı́tva.

(a)⇒(d): f (z) =
g(z)

(z − c)m és g(c) 6= 0, tehát lim
z→c

(
(z − c)mf (z)

)
= lim

z→c
g(z) = g(c) 6= 0.
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(c) Az 1/f (z) függvénynek a c pontban m-szeres gyöke van.
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(a) Az f (z)-nek a c pontban m-edrendű pólusa van.
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(c) Az 1/f (z) függvénynek a c pontban m-szeres gyöke van.
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g(z)
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1
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és fordı́tva.
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Lényeges szingularitások

Következmény (lényeges szingularitások jellemzése)

Tegyük fel, hogy f (z)-nek izolált szingularitása van a c pontban, a c egy pontozott környezetében a

Laurent-sorba fejtése f (z) =
∞∑

n=−∞
an(z − c)n.

Ezek ekvivalensek:
(a) Az f (z)-nek a c pontban lényeges szingularitása van.
(b) Az a−1,a−2, . . . együtthatók között végtelen sok nemnulla van.
(c) A lim

z→c
f (z) határérték nem létezik (véges és végtelen sem).
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Lényeges szingularitások
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Példa: e1/z szingularitása a 0-ban

e1/z = 1 +
1
z
+

1
2z2 +

1
6z3 + · · · =

∞∑
n=0

1/n!
zn

Mindegyik holdacska képe a teljes komplex sı́k, kivéve a 0 pontot.
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Példa: Az exp(1/iz + πi/3) hatása a 0 közelében
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Casorati–Weierstrass tétel
Ha f (z)-nek lényeges szingularitása van a c pontban, akkor

bármely α ∈ C∪ {∞}-hez van olyan (z1, z2, . . .) sorozat, amelyre zn 6= c, zn → c és f (zn)→ α.

Bármely r > 0-ra, a Ḃ(c, r) pontozott környezett f szerinti képe, f
(
(Ḃ(c, r)

)
sűrű C-ben.

Biz. A két állı́tás ekvivalens;
a másodikat bizonyı́tjuk.

Indirekt. Tegyük fel, hogy f
(
(Ḃ(c, r)

)
nem sűrű:

valamilyen B(d , %) körben nincs pontja.

Legyen g(z) =
1

f (z)− d
; ezzel g

(
(Ḃ(c, r)

)
⊂ B(0, 1

% ).

A Ḃ(c, r) pontozott környezetben g(z) korlátos, tehát c-ben megszüntethető szingularitása van.

Ha g(c) 6= 0, akkor f (z) =
1

g(z)
+ d holomorf c-ben, de ez ellemtmodás, mert feltettük, hogy

lényeges szingularitása van.

Ha g(c) = 0, akkor lim
z→c

f (c) = lim
z→c

(
1

g(z)
+ d

)
=∞, tehát f -nek pólusa van c-ben; ez is

ellentmondás.
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(Ḃ(c, r)

)
nem sűrű:
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Bármely r > 0-ra, a Ḃ(c, r) pontozott környezett f szerinti képe, f
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Biz. A két állı́tás ekvivalens;
a másodikat bizonyı́tjuk.

Indirekt. Tegyük fel, hogy f
(
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nagy Picard-tétel

Ha f (z)-nek lényeges szingularitása van a c pontban, akkor a c bármely pontozott környezetében,
legfeljebb 1 kivétellel, minden komplex értéket végtelen sokszor felvesz.
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Defı́nició (viselkedés∞-ben)

Az f (z)∞-beli viselkedésén az f (1/z) 0-beli viselkedését értjük:

f (z) a∞-ben holomorf, ha f (1/z) a 0-ban holomorf.
f (z)-nek a∞-ben m-szeres gyöke van, ha f (1/z)-nek a 0-ban m-szeres gyöke van.
f (z)-nek a∞-ben m-edrendű pólusa van, ha f (1/z)-nek a 0-ban m-edrendű pólusa van.
f (z)-nek a∞-ben lényeges szingularitása van, ha f (1/z)-nek a 0 lényeges szingularitása.

Példák
Az m-edfokú polinomoknak a∞-ben m-edrendű pólusuk van.
Az ez függvénynek a∞-ben lényeges szingularitása van.
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Defı́nició (viselkedés∞-ben)

Az f (z)∞-beli viselkedésén az f (1/z) 0-beli viselkedését értjük:
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Az m-edfokú polinomoknak a∞-ben m-edrendű pólusuk van.
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f (z)-nek a∞-ben m-edrendű pólusa van, ha f (1/z)-nek a 0-ban m-edrendű pólusa van.
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