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Definicio
@ c koruli Laurent-polinom:
N
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@ c koruli Laurent-polinom:
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@ c koruli Laurent-polinom:
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Y az-co)"=amz-c)Mtam(z-c)M+.  +av(z-c
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@ c koriili Laurent-sor:
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n=—oo

a_o a_1
> T
z—cP z-

oo ; 0o a_,
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C+a0+a1(z—c)+a2(z—c)2+...:

@ A Laurent-sor konvergens, ha mindkét iranyban konvergens:
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@ c koruli Laurent-polinom:

N
Y az-co)"=amz-c)Mtam(z-c)M+.  +av(z-c
n=—M

)N

@ c koriili Laurent-sor:

(oe]

> an(z—c)”:...+(

n=—oo

a_o a_1
> T
z—cP z-

oo . oo a_,
— nz::oa,,(z— c) +;7(z— o

C+a0+a1(z—c)+a2(z—c)2+...:

o] o0 n
@ A Laurent-sor konvergens, ha mindkét iranyban konvergens: > a,(z —c)" és > a_n(4> is
n=0 n=1

konvergens
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@ c koruli Laurent-polinom:

N
Y az-co)"=amz-c)Mtam(z-c)M+.  +av(z-c
n=—M

)N

@ c koriili Laurent-sor:

(oe]

> an(z—c)”:...+(

n=—oo

a_o a_1
> T
z—cP z-

oo . oo a_,
:nz::oan(Z—C) +;m

C+a0+a1(z—c)+a2(z—c)2+...:

o0 (=) n
e A Laurent-sor konvergens, ha mindkét iranyban konvergens: > an(z —c)" és > a_n(4> is
n=0 n=1

konvergens (hasonléan az [ alaku improprius integrélokhoz).
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@ c koruli Laurent-polinom:

N
Y az-o)"=amz-c)M+ama(z-c) M +.. +ay(z-o)N
n=—M

@ c koriili Laurent-sor:

a a
> an(z—c)”:...+(2_20)2+Z_1C+a0+a1(z—c)+a2(z—c)2+...:

oo . oo a_,
:nz::oan(Z—C) +;m

o0 (=) n
e A Laurent-sor konvergens, ha mindkét iranyban konvergens: > an(z —c)" és > a_n(4> is

Z—C
n=0 n=1
konvergens (hasonléan az [ alaku improprius integrélokhoz).
@ Haa { =a_,=...=0, akkor a sort hatvanysornak tekintjiik; a c-beli érték az ay.
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(= ane™=a+ > % cos(nt) + | % sin(nt)

n=—oo0 n=1 n=1

Olyan Laurent-sor, amit csak az egységkdrvonalon vizsgalunk.
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A Laurent-sor konvergencia tartomanya
o0 oo a
n —n
n=0 n=1

v
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A Laurent-sor konvergencia tartomanya
o0 oo a
n —n
n=0 n=1

@ A sor "pozitiv” fele, > an(z — )" egy hatvanysor,
n=0

v
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A Laurent-sor konvergencia tartomanya

o0 o0 a
n —n
n=0 n=1

@ A sor "pozitiv” fele, > a,(z — ¢)" egy hatvanysor, ez
n=0
valamilyen, ¢ k6zéppontl, 0 < Ry < oo sugaru kor belsejében
lokalisan egyenletesen abszolut konvergens, a kor kiilsejében
divergens. (A hatarral most sem foglalkozunk.)
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A Laurent-sor konvergencia tartomanya

oo . %) a,
;an(z e ; o

@ A sor "pozitiv” fele, > a,(z — ¢)" egy hatvanysor, ez
n=0
valamilyen, ¢ k6zéppontl, 0 < Ry < oo sugaru kor belsejében
lokalisan egyenletesen abszolut konvergens, a kor kiilsejében
divergens. (A hatarral most sem foglalkozunk.)

@ A sor "negativ” fele, > (Za_;g) egy hatvanysor, amelybe zlc-t
n=1

helyettesitettlink;
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A Laurent-sor konvergencia tartomanya

@ A sor "pozitiv” fele, > a,(z — ¢)" egy hatvanysor, ez
n=0
valamilyen, ¢ k6zéppontl, 0 < Ry < oo sugaru kor belsejében
lokalisan egyenletesen abszolut konvergens, a kor kiilsejében
divergens. (A hatarral most sem foglalkozunk.)

o

@ A sor "negativ” fele, Z

helyettesitettliink; ez meg valamllyen ¢ kdzéppontd, !

0 < R, < oo sugaru koron kllsejében lokalisan egyenletesen Ry
abszolut abszolut konvergens
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A Laurent-sor konvergencia tartomanya

@ A sor "pozitiv” fele, > a,(z — ¢)" egy hatvanysor, ez
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helyettesitettliink; ez meg valamllyen ¢ kdzéppontd, !

0 < R, < oo sugaru koron kllsejében lokalisan egyenletesen Ry
abszolut abszolut konvergens, belll divergens.
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A Laurent-sor konvergencia tartomanya

@ A sor "pozitiv” fele, > a,(z — ¢)" egy hatvanysor, ez
n=0
valamilyen, ¢ k6zéppontl, 0 < Ry < oo sugaru kor belsejében
lokalisan egyenletesen abszolut konvergens, a kor kiilsejében
divergens. (A hatarral most sem foglalkozunk.)

o

@ A sor "negativ” fele, Z

helyettesitettliink; ez meg valamllyen ¢ kdzéppontd, !

0 < R, < oo sugaru koron kllsejében lokalisan egyenletesen Ry
abszolut abszolut konvergens, belll divergens.

@ Lehetséges R> > R is; a szamunkra érdekes eset, ha
R. < Ry; ilyenkor a konvergenciahalmaz egy "korgylr(”.
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A Laurent-sor konvergencia tartomanya

@ A sor "pozitiv” fele, > a,(z — ¢)" egy hatvanysor, ez
n=0
valamilyen, ¢ k6zéppontl, 0 < Ry < oo sugaru kor belsejében
lokalisan egyenletesen abszolut konvergens, a kor kiilsejében
divergens. (A hatarral most sem foglalkozunk.)

@ A sor "negativ” fele, Z

helyettesitettliink; ez meg valamllyen ¢ kdzéppontd,
0 < R, < oo sugaru koron kllsejében lokalisan egyenletesen
abszolut abszolut konvergens, belll divergens.

@ Lehetséges R> > R is; a szamunkra érdekes eset, ha
R. < Ry; ilyenkor a konvergenciahalmaz egy "korgylr(”.
Ha a belsé sugar 0, akkor csak a ¢ pont hianyzik.

o

Ry
Ry
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A Laurent-sor konvergencia tartomanya

@ A sor "pozitiv” fele, > a,(z — ¢)" egy hatvanysor, ez
n=0
valamilyen, ¢ k6zéppontl, 0 < Ry < oo sugaru kor belsejében
lokalisan egyenletesen abszolut konvergens, a kor kiilsejében
divergens. (A hatarral most sem foglalkozunk.)

@ A sor "negativ” fele, Z

helyettesitettliink; ez meg valamllyen ¢ kdzéppontd,
0 < R, < oo sugaru koron kllsejében lokalisan egyenletesen
abszolut abszolut konvergens, belll divergens.

@ Lehetséges R> > R is; a szamunkra érdekes eset, ha
R. < Ry; ilyenkor a konvergenciahalmaz egy "korgylr(”.
Ha a belsé sugar 0, akkor csak a ¢ pont hianyzik.

Ha a kiilsd sugar oo, akkor nincs is kilsd kor.

o

Ry
Ry
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Peéldak
Laurent-sor konvergenciatartomany

z
[ ]

Ry
R
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Peéldak
Laurent-sor konvergenciatartomany
o0 o0 n Z
zZ~ [ ]

Zn
ZF+ n!

n=0 n=1

Ry
R
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Példak

Laurent-sor konvergenciatartomany
o0 o0 Z
z" z " °
E — 0<|z| <o
! n!
n=0 n=1

Ry
R
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Példak
Laurent-sor konvergenciatartomany
Z
St Zn €9 Zz—n L]
> =+ 0<|z| < oo
! n!
n=0 n=1
c
i (z—1)" n N 1 Ry
n n(->_ 1\n Ro
= 3 c2 (z—1)
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Peéldak
Laurent-sor konvergenciatartomany
s Zn €9 Zz—n Z.
> =+ 0<|z| < oo
! n!
n=0 n=1
-

S (z-1)" &~ 1 i
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Példak

Laurent-sor

konvergenciatartomany
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Tétel (egyiitthatéformula)

Tegyik fel, hogy az R, < |z — ¢| < Ry kérgydrin
f(z2)= > anz—c)"
nN=—oo
Ry
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Tétel (egyiitthatéformula)

Tegyik fel, hogy az R, < |z — ¢| < Ry kérgydrin

o

f(z2)= > anz—c)"

nN=—oo

Ekkor barmely R, < r < Ry és k € Z esetén

1 f(2)
= — 2 dz.
W= /z_c|_, (z — c)kt1 ‘

Ry
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Tétel (egyiitthatéformula)

Tegyik fel, hogy az R, < |z — ¢| < Ry kérgydrin

Ekkor barmely R, < r < Ry és k € Z esetén

1 f(2)
= — 2 dz.
W= /z_c|_, (z — c)kt1 ‘

Kovetkezmény

A Laurent-sor egyértelm.
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Biz.

1 -
2y /|W—0|=r W dw

o0

Z an(W_ C)”
_ 1 / -
2l [w—cl=r

(w — c)k+1 dw

oo

- 2%” /|W—c|:r (n;oo an(w — c)”—k—1) dw
- i (an !

C— W o)kt dw)
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Biz.

1 f(w)
— ——d
2mi /|w—c|=r (w — c) ! "

i an(w —c)"

— L/ n=-o0 dw
2mi lw—c|=r (W—C)kJr1

1 / ( - n—k—1>
= — an(w-—c dw
2mi lw—c|=r n;w nl )
- 1 / n—k—1 )
= an- — w-—cC dw
n;m < " 2ni \ch|:r( )

o0

_ Z an.{1 han—k—-1=— }

e 0 han—k—1#—1
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Biz.
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Tétel (Laurent-sorba fejtés)
Ha f holomorf a Ry < |z — ¢| < Ry kérgylrin,

'V

f S
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Tétel (Laurent-sorba fejtés)

s o

Ha f holomorf a R, < |z — ¢| < Ry kérgy(riin, akkor a c koril a figgvény Laurent-sorba fejthetd
ezen a halmazon:

'V

f S
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Tétel (Laurent-sorba fejtés)

Ha f holomorf a R, < |z — ¢| < Ry kérgy(riin, akkor a c koril a figgvény Laurent-sorba fejthetd
ezen a halmazon:

f(z) = Z an(z —c)", ha R, < |z —c¢| < Ry,

nN=—oc

'V

f S
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Tétel (Laurent-sorba fejtés)

Ha f holomorf a R, < |z — ¢| < Ry kérgy(riin, akkor a c koril a figgvény Laurent-sorba fejthetd
ezen a halmazon:

f(z) = Z an(z —c)", ha R, < |z —c¢| < Ry,

nN=—oc

és az egyutthatok:

1 f(w)

8h = =— —
" 2ni |w—c|=r (w— )t

dw barmely R, < r < Ry-re.

'V

f S
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart koron irjuk fel a Cauchy-formulat.

DA

a
n}
a
)
it
v
a
int
it



Biz. Vegylink egy tetszdleges z pontot a gy(ir(ibdl

. A z korll egy
kicsi 6 > 0 sugart koron irjuk fel a Cauchy-formulat.

f(z)_%/| de

z—c|=46 w—2z

DA
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—-dés|z—c|+d<n < Ry.
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
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kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk ... nyomorgatjuk
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk ... nyomorgatjuk ...

z—c|=s W—Z2 l
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk ... nyomorgatjuk ...

f(z) = 1/| f(w) dw
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk ... nyomorgatjuk ... az ry sugard, pozitiv iranyitasu
~1 kor és az r, sugarl, negativ iranyitasu - kor uniojava.

_ 1 f(w)
f(z) = 5 /|206 - dw
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk ... nyomorgatjuk ... az ry sugard, pozitiv iranyitasu
~1 kor és az r, sugarl, negativ iranyitasu - kor uniojava.

_ 1 f(w)
f(z) = 5 /|206 - dw

Sy VR Ry g )
2ri W=z 2ri w W=z
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk ... nyomorgatjuk ... az ry sugard, pozitiv iranyitasu
~1 kor és az r, sugarl, negativ iranyitasu - kor uniojava.

(z) = 217ﬂ/| W) 4w ‘

z—c|=s W—Z2
Sy VR Ry g )
2ri W=z 2ri w W=z

Masképpen: Felirjuk az altaldnos Cauchy-formulat a két 0j korbél allé rendszerre:
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk ... nyomorgatjuk ... az ry sugard, pozitiv iranyitasu
~1 kor és az r, sugarl, negativ iranyitasu - kor uniojava.

f(z)_;ﬂ/l‘ W)

z—c|=48 w-—2z

Sy VR Ry g )
2ri W=z 2ri w W=z

Masképpen: Felirjuk az altalanos Cauchy-formulat a két 0j kérbdl allé rendszerre: Barmilyen, a

korgylrQ kiilsejében felvd pontra, a két kor indexének dsszege 0

11. Laurent-sorok Komplex Fliggvénytan, 11-12. el6adas

b

2020. okt. 12.

10/30



Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk ... nyomorgatjuk ... az ry sugard, pozitiv iranyitasu

(z) = 217ﬂ/| W) 4w ‘

z—c|=s W—Z2
Sy VR Ry g )
2ri W=z 2ri w W=z

Masképpen: Felirjuk az altalanos Cauchy-formulat a két 0j kérbdl allé rendszerre: Barmilyen, a
korgylr( kilsejében felvd pontra, a két kor indexének dsszege 0, tehat

: / f(w) dw + 1 /dez(”(Zﬁ1)+”(2772))'f(z)

2ri w—2z 2ni w—2z
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Biz. Vegylnk egy tetszbleges z pontot a gy(irlibél. A z kéril egy
kicsi 6 > 0 sugart kordn irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és ra
kétsugar, Ro < <|z—c|—dés|z—c|+ 6 <nr < Ry. Akis kort
atnyomorgatjuk ... nyomorgatjuk ... az ry sugard, pozitiv iranyitasu

(z) = 217ﬂ/| W) 4w ‘

z—c|=s W—Z2
Sy VR Ry g )
2ri W=z 2ri w W=z

Masképpen: Felirjuk az altalanos Cauchy-formulat a két 0j kérbdl allé rendszerre: Barmilyen, a
korgylrQ kiilsejében felvd pontra, a két kor indexének dsszege 0

1 / W) g ] /dez(”(Za71)+’7(2772))'f(z):1'f(z)'

2ri w—2z 2ni w—2z
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f
/ ﬂ dw 1
2mi 7 w

fi
+—,/ W)
—Z 2mi ’Yzw_z

<O <>

<=

a
it
v

Hao



_ 1 f(w) s f(w)
fz) = 27”'/71 w—z w+ 2ri /72 w—z w
A nagyobbik kéron |Vz,,—_cC = er;fl < 1. Az els6 vonalintegral

2020. okt. 12.

DA

11/30



_ 1 fw) A [ fw)
f(2) = 27ri/71 w—2z dw+ 27ri/72 w—2z dw
. - z—c| _ |z—c P . ~
A nagyobbik korén | 2=¢| = J—lﬁ < 1. Az elsd vonalintegral

L,/ RICONP
2ri "

w-—-2

DA

11/30

2020. okt. 12.



f(z):;/ de;/ RICOR
2mi Jyy W= 2Z 2mi Jn,

w-—2z

A nagyobbik korén |2=¢| = ‘Z%I < 1. Az elsd vonalintegral:

i/ fw) dw:i./ W) dw =
2ni )y, W—2Z 27mi Jiw—cj=r, (W —
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f(z):;/ de;/ RICOR
2mi Jyy W= 2Z 2mi Jn,

w-—2z

A nagyobbik korén |2=¢| = ‘Z%I < 1. Az elsd vonalintegral:

i/ fw) dw:i./ W) dw =
2ni )y, W—2Z 27mi Jiw—cj=r, (W —

1 / f(w) 1
= — . dW:
2mi |w—c|=r (W — C) 1_ zZ—C
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+L/ mdW

f(z)—i/ 1w)
C2mi),, w—z 2mi w—=z

A nagyobbik korén |2=¢| = ‘Z%I < 1. Az elsd vonalintegral:

i/ (w) dw:i./ fw dw =
2ri J,, w—2z 27i Jiw—gj=r, (W —C) — (2 )
1 / f(w) 1
= — . dW:
2ni Jiw—c=r, W—0) 4 _Z%2-C€ ’
w—c

1 f(w) (i(w_c‘)) aw =

 2mi |w—c|=r (w—rc)

2020. okt. 12. 11/30

Komplex Fiiggvénytan, 11-12. eldadas

11. Laurent-sorok



i/ fw). dw+i./ W) 4w
21l Jyy W—2Z

f(z) =
(2) 2ni Joy W—2Z

A nagyobbik korén |2=¢| = ‘Z%l < 1. Az elsd vonalintegral
f(w) dw —

1L1 - dw = 217ri/wc_,1 (w—c)—(z-2c)
B

2ri w—z
1 f(w) 1
27i /WC|,1 (w—rc) y_ 2= c
w—c
1 / f(w) > (zc)”
= _— — . dw =
2mi lw—c|=r (W—C) ngo w—cC

f(W)n+1 dW) (z- C)n

‘i<2mfw or, (W—=20)

n=
11/30

2020. okt. 12.
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i/ fw). dw+i./ W) 4w
21l Jyy W—2Z

f(z) =
(2) 2ni Joy W—2Z

A nagyobbik korén |2=¢| = ‘Z%l < 1. Az elsd vonalintegral
f(w) dw —

1L1 - dw = 217ri/wc_,1 (w—c)—(z-2c)
B

27 w—2z

_;ﬂ/wm (V’;(KV)C) — ;_C dw —
= (Z<>>

_i<2mfw ol n(f(vg"“dw> Za" z-o)

n=
11/30

2020. okt. 12.
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i/ fw). dw+i./ W) 4w
21l Jyy W—2Z

f(z) =
(2) 2ni Joy W—2Z

A nagyobbik korén |2=¢| = ‘Z%l < 1. Az elsd vonalintegral
f(w) dw —

1L1 - dw = 217ri/wc_,1 (w—c)—(z-2c)
B

2ri w—z
1 f(w) 1
= — . dW:
2ri /WC|,1 (w—-rc) 1_ zZ—-cC
w—c
1 / f(w) > (zc)”
= _— — . dw =
2mi lw—c|=r (W—C) ngo w—cC

S f(w)
- n=0 (27” /w0|r1 (w—o)tt dW) Z an-(z-c)"

Ez lesz a Laurent-sor "pozitiv” fele

2020. okt. 12. 11/30
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o1 f(w) 1 f(w)
f(z)_z_ﬂ'i/h W_zdw+2_7”./y2

dw
w—z

«O» <Fr <>

<

it
v

A



f(z):zim,/ fw) 4

oot [ g
w—2z 2mi Jy, W —2Z
A kisebbik koron [4=¢| = 2~

T lz=d

< 1. A méasodik vonalintegral:

DA
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f(w) 1 f(w)
fz) = 27rl/ W_Zdw+g[{2w_zdw

A kisebbik koron |4=2 ] =

Iz C‘ < 1. A masodik vonalintegral:

1 f(w)

Tl o w-—-2z

11. Laurent-sorok Komplex Fliggvénytan, 11-12. el6adas
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f(w) 1 f(w)
fz) = 27rl/ W_Zdw+g[{2w_zdw

A kisebbik koron |4=2 ] =

Iz C‘ < 1. A masodik vonalintegral:

i. f(w) dW:—i. f(w) dw = ‘
2ni ), w—z 21l J\w—cj=r, W — Z
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f(w) 1 f(w)
fz) = 27rl/ W_Zdw+g[{2w_zdw

A kisebbik koron |4=2 ] =

Iz C‘ < 1. A masodik vonalintegral:

1 f(w) 1 f(w)

. aw- g aw - B
2ri wW—2Z 2ri A, W—2Z

lw—c|=r
2l J\w—c|=r, Z— W

11. Laurent-sorok Komplex Fiiggvénytan, 11-12. eldadas 2020. okt. 12. 12/30



f
f(z):i_/ f(w) dw+i,/ W) 4
2mi Joy W—2Z 2mi Jy, W —2Z

A kisebbik koron [4=¢| =

< 1. A masodik vonalintegral:

P
i. f(w) dW:—i. f(w) dw = ‘
2ni ), w—z 21l J\w—cj=r, W — Z
:L. f(w) dW:i. Hw) dw =
21l J\w—cj=r, Z— W 27l J\w—cj=r, (Z—0C) — (W —0)
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f
f(z):i_/ f(w) dw+i,/ (w) dw
2mi Joy W—2Z 2mi Jy, W —2Z

A kisebbik koron [4=¢| =

< 1. A masodik vonalintegral:

Iz C\
i. f(w) dW:—i. f(w) dw = ‘
2ni ), w—z 21l J\w—cj=r, W — Z
—L. f(w) dW:i./ f(w) dw =
2ri lw—c|=r zZ— W 2ri |w—c|=n ( C) - (W - C)
1 / f(w) 1
2ni Jyw—c=r, (Z—C) 4 _W=C
zZ—cC
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f
f(z):i_/ f(w) dw+i,/ W) 4
2mi Joy W—2Z 2mi Jy, W —2Z

A kisebbik koron [4=¢| =

< 1. A masodik vonalintegral:

IZ C\
i. f(w) dW:—i. f(w) dw = ‘
2ni ), w—z 21l J\w—cj=r, W — Z
- f(w) dw:i./ UL
27T/ \W—C|:I'2 zZ— W 27'('/ |W Cl > ( C) — (W — C)
1 / f(w) 1 1 / > ( )"
2ni Jyw—c|=r, (Z—C) W= ¢ 27l Jjw—c|=r, (Z z;
Z—C
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f
f(z):i_/ f(w) dw+i,/ W) 4
2mi Joy W—2Z 2mi Jy, W —2Z

A kisebbik koron [4=¢| =

< 1. A masodik vonalintegral:

Iz C\
i. f(w) dW:—i. f(w) dw = ‘
2ni ), w—z 21l J\w—cj=r, W — Z
. =L | W) aw -
27T/ \W—C|:I'2 zZ— W 27'('/ |W Cl > ( C) — (W — C)
&S] k
2mi Jiw—cj=r, (Z—C) 4 _ 270 J\w—¢|=r, (Z—C) —=\z-c
z—cC

= i <217”/ | f(w)(w — c)¥ dW) (z—c)F 1=
P w—c|=n,
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f
f(z):i_/ f(w) dw+i,/ W) 4
2mi Joy W—2Z 2mi Jy, W —2Z

A kisebbik koron [4=¢| =

< 1. A masodik vonalintegral:

IZ C\
i. f(w) dW:—i. f(w) dw = ‘
2ni ), w—z 21l J\w—cj=r, W — Z
—L. f(w) dW:i./ f(w) dw =
21l J\w—cj=r, Z— W 270 J\w—cj=r, (z=c)—(w-20)

B N N S Ny )
2mi |w—c|=r» (Z C WﬁC 2mi |w—c|=r (Z—C)
Z—C

_kf: 217”/w o f(w)(w — c)¥ dw) (z—c)k 1 =

0

—1 1 .
; <27”/| e € —C”“ dW)-(Z—C)
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f
f(z):i_/ f(w) dw+i,/ W) 4
2mi Joy W—2Z 2mi Jy, W —2Z

A kisebbik koron [4=¢| =

< 1. A masodik vonalintegral:

IZ C\
i. f(w) dW:—i. f(w) dw = ‘
2ni ), w—z 21l J\w—cj=r, W — Z
—L. f(w) dW:i./ f(w) dw =
21l J\w—cj=r, Z— W 270 J\w—cj=r, (z=c)—(w-20)

B N N S Ny )
2mi |w—c|=r» (Z C WﬁC 2mi |w—c|=r (Z—C)
Z—C

_kf: 217”/w o f(w)(w — c)¥ dw) (z—c)k 1 =

0
—1

; <27”/| —c|l= rz _Cnﬂ dW>.(Z_C) B Z ezl

n=—o0
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f
f(z):i_/ f(w) dw+i,/ (w) dw
2mi Joy W—2Z 2mi Jy, W —2Z

A kisebbik koron |4=2 ] =

< 1. A masodik vonalintegral:

Iz C\
i. f(w) dW:—i. f(w) dw = ‘
2ni ), w—z 21l J\w—cj=r, W — Z
_ 1 () aw= o | (L E———
27T/ \W—C|:I'2 zZ— W 27'('/ |W Cl > ( C) — (W — C)

1 f(w) 1 1 f(w) = (w—c\" B
_27Ti/wc—r2(z_c).1WCdW_27Ti/wc|_r2(z_c)'<z<z_c) )dW—

Z—C pr
(1 o
) k=0 <27” /Wcl—rz o ) dW) ( c)
4 ] f | . |
= <27” /lw_""z (W—(Vg"“ dW) (z-0) = n;m ap-(z—c)".

Ez pedig a Laurent-sor "negativ” fele, kész.
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Példak

Azonos kdzéppontd, de kiildnb6zd korgy(iriikdn lehet kiillbnbdzd a Laurent-sor.
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Példak
Azonos kdzéppontd, de kiildnb6zd korgy(iriikdn lehet kiillbnbdzd a Laurent-sor.

Ha |z| < 1, akkor

1
— =14 z4+ 2+ + ..
1-z

11. Laurent-sorok Komplex Fliggvénytan, 11-12. el6adas
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Példak
Azonos kdzéppontd, de kiildnb6zd korgy(iriikdn lehet kiillbnbdzd a Laurent-sor.

Ha |z| < 1, akkor

]
—z:1+z+zz+23+...;

Ha viszont |z| > 1, akkor
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Példak
Azonos kdzéppontd, de kiildnb6zd korgy(iriikdn lehet kiillbnbdzd a Laurent-sor.

Ha |z| < 1, akkor

]
—Z:1+z+zz+23+...;

Ha viszont |z| > 1, akkor

1 . . .
Az f(z) = T + 55 fliggvény Laurent-sorai
|z] <1 1<zl <2 2 < |z|
= 1 = & = =i | == =1 — 2T
S (1+mm)? | Xt | L
n=0 n=0 m=1 m=1
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Program: racionalis tortek Laurent-sora fejtése
e+ z4+1 o

Pl. f(z) = az 1 koéril, az 1 < |z — 1| < 2 gylrln

284 22
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Program: racionalis tortek Laurent-sora fejtése

4 1
Pl. f(2) = % az 1kériil, az 1 < |z — 1| < 2 gy(riin

. i : 1 1
@ maradékosan osztunk, parcidlis tortekre bontjuk: f(z) =z — 1 + 7 + 251
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Program: racionalis tortek Laurent-sora fejtése

4 1
Pl. f(2) = % az 1kériil, az 1 < |z — 1| < 2 gy(riin

@ maradékosan osztunk, parcialis tortekre bontjuk: f(z) =z -1 + % + 21?

li
© a magasabb foku tértek derivaltak, pl. % = (j)
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Program: racionalis tortek Laurent-sora fejtése

4 1
Pl. f(2) = % az 1kériil, az 1 < |z — 1| < 2 gy(riin

@ maradékosan osztunk, parcialis tortekre bontjuk: f(z) =z -1 + % + 21?

li
© a magasabb foku tértek derivaltak, pl. % = (_21)

Q atirjuk (z —1)-gyel: f(z2) = (z—1) — (1 +(l_1)> + (2_1)+2
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Program: racionalis tortek Laurent-sora fejtése

4 1
Pl. f(2) = % az 1 koril, az 1 < |z — 1] < 2 gy(rtin

. i : 1 1
@ maradékosan osztunk, parcidlis tortekre bontjuk: f(z) = z — 1 + 7 + 251

li
© a magasabb foku tortek derivéltak, pl. % = (_21)

Q atirjuk (z — 1)-gyel: f(2) = (z—1) — (1 +(l_1)> + (2_1)+2

© minden nevezbbdl kiemeljiik a nagyobb tagot:

1 1 " 1
’(z)—(z—1)‘(z_1'1+21_1> R
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Program: racionalis tortek Laurent-sora fejtése

4+ z+1

Pl. f(z) = A2 az 1 koérdl,az 1 < |z—1| < 2 gylrin

. i : 1 1
@ maradékosan osztunk, parcidlis tortekre bontjuk: f(z) = z — 1 + 7 + 251

li
© a magasabb foku tortek derivéltak, pl. % = (j)

Q atirjuk (z — 1)-gyel: f(2) = (z—1) — (1 +(1 )> + (2_1)+2

z-—1
© minden nevezbbdl kiemeljiik a nagyobb tagot:

1 1 " 1
’(z)—(z—1)‘(z_1'1+21_1> R

2
=) K\’ 00 k
© Atirjuk mértani sor 6sszegévé: f(z) = (z — 1) — (11 > (- %) ) +1-> (-5
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Program: racionalis tortek Laurent-sora fejtése

4+ z+1

Pl. f(z) = A2 az 1 koérdl,az 1 < |z—1| < 2 gylrin

. i : 1 1
@ maradékosan osztunk, parcidlis tortekre bontjuk: f(z) = z — 1 + 7 + 251

li
© a magasabb foku tortek derivaltak, pl. % = (j)

Q atirjuk (z — 1)-gyel: f(2) = (z—1) — (1 +(1 )> + (2_1)+2

z-—1
© minden nevezbbdl kiemeljiik a nagyobb tagot:

1 1 " 1
f(z2)=(z-1)— C— =
@=-0- (75 17 ) “3 e
=) K\’ 00 k
© atirjuk mértani sor 5sszegévé: f(z) — (z-1)-(11 > (- %) ) +1-> (-5

@ rendezziik, csoportositjuk.
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A 0 koéril, a 0 < |z| < 7 kdrben, irjuk fel ctg z Laurent-soranak elsé néhany tagjat.

o’

11. Laurent-sorok Komplex Fiiggvénytan, 11-12. eldadas 2020. okt. 12. 15/30



Példa
A 0 koéril, a 0 < |z| < 7 kdrben, irjuk fel ctg z Laurent-soranak elsé néhany tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor

o’
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Példa
A 0 koéril, a 0 < |z| < 7 kdrben, irjuk fel ctg z Laurent-soranak elsé néhany tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor

cos z 1-Z 424029
i 2 4
SNz z(1- % + &5+ 0(219))

o’
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Példa
A 0 koéril, a 0 < |z| < 7 kdrben, irjuk fel ctg z Laurent-soranak elsé néhany tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor

~
1
N
N
N
N

cos z 175+§+O(|z|5) 1 (1_22 1

gz~ %987 _ l +z4+0(|z|6))-
SNz z(1-2+&+0(29) 2\ 2 24 1= (% - %+ 0029)

o’

2020. okt. 12. 15/30
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A 0 koéril, a 0 < |z| < 7 kdrben, irjuk fel ctg z Laurent-soranak elsé néhany tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor

cos z 1-Z 4 2 1 0| 1 (1_22 1

gz~ %987 _ l +z4+0(|z|6))-
SNz z(1-2+&+0(29) 2\ 2 24 1= (% - %+ 0029)

.O ;+Z+qm0

o’

2020. okt. 12. 15/30
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A 0 koéril, a 0 < |z| < 7 kdrben, irjuk fel ctg z Laurent-soranak elsé néhany tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor

17& z* 6 2 4
e RO (8 o)
2(1 z+120+0(|2\6)) 1—(2——@+O(|z|6))
1 2?2z > z4
L (-2 g o) 3 (2 - B v ouep)
k=0

o’

2020. okt. 12. 15/30
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péda_

A 0 koéril, a 0 < |z| < 7 kdrben, irjuk fel ctg z Laurent-soranak elsé néhany tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor

cosz _ 1-Z 4% +0(z9) _1(
sinz Z<1 _ %2—&—%—1—0“2\6)) z 2

£ — &5+ O(lz1%))
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A 0 koéril, a 0 < |z| < 7 kdrben, irjuk fel ctg z Laurent-soranak elsé néhany tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor

2 4
ctgz:coszz 1—%+§—4+O(|z|6) :1~ 1—i2+i4+0(|z|6) : 1
sinz Z<1 2 A O(|z‘6)> z 2 24 _ (Zj _Z 4 O(|z|6)>
& T 120 6 120
1 2 A 6 S\l s
! (1 >+ 22+ 00z )) Z(e 20 + 92l )>
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A 0 koéril, a 0 < |z| < 7 kdrben, irjuk fel ctg z Laurent-soranak elsé néhany tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor

_Z .z 6 2z

sinz Z<1 —Zgyz g O(|z‘6)> z _ (i = @ + O(|Z|6)>
1 2 4 ] © /2 7 6 k
! (1 >+ 22+ 00z )) Z(e 20 + 92l )>

:l.(1_2+z+0(|z| )> ( +€+%+O(IZI ))
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Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

s rr

Ha f(z) holomorf a |z| = r kérvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb korgy(riin), és itt a 0

kordli Laurent-sora f(z) = 5. apz", akkor

n=—oo
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Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)
Ha f(z) holomorf a |z| = r kérvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb korgy(riin), és itt a 0

kordli Laurent-sora f(z)

oo
> apz", akkor
n=—oo

o0

.2
f(re”)‘ dt=Y" |an2r®".

nN=—oo

1 27

27T0
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Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Ha f(z) holomorf a |z| = r kérvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb korgy(riin), és itt a 0

kordli Laurent-sora f(z) = 5. apz", akkor

n=—oo
1 f(re') “at= Z |an|?r?".
27T 0 n=—oo
Az r = 1 esetben
1 en it - 2
— f(e dt = a
27T 0 ( ) n;OO| ”|
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Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Ha f(z) holomorf a |z| = r kérvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb korgy(riin), és itt a 0
kordli Laurent-sora f(z)

Az r = 1 esetben

i anz", akkor

n=—oo

1 27

— f(re") dt = an|?re".

27T 0 H—Zoo | |
12 it S 2
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27T 0 ( ) n;oo ‘ ”|

Biz.
1 27
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Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Ha f(z) holomorf a |z| = r kérvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb korgy(riin), és itt a 0

korili Laurent-sora f(z) =

i anz", akkor

n=—oo
l 2 re Z |a |2 2!'7
2 Rt
Az r = 1 esetben ,
1 g , s
o f it — 2
27T (e ) dt n;oo ‘an|
Biz.
1 2 ' 1 2w ,
f(re")| dt = — re") - f(reft) dt
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Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Ha f(z) holomorf a |z| = r kérvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérgydiriin), és itt a 0
korili Laurent-sora f(z) = >, anz”", akkor
n=—oo

g f(re")| dt = i |\an|?r?"

2m 0 n=—oo ’
Az r = 1 esetben ,

1 4 ; =

o f it — 2

27 Jo (e9)] n;oo‘an|
Biz.
o f(re"’)zdt‘:L ” f(re') - f(reft) dt = e i an(re")" i am(re”™)m ) dt
27T 0 27T 0 27T 0 N oo n e — oo m
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Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Ha f(z) holomorf a |z| = r kérvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérgydiriin), és itt a 0
korili Laurent-sora f(z) = >, anz”", akkor
n=—oo
g f(re")| dt = i |\an|?r?"
2m 0 n=—oo ’
Az r = 1 esetben ,
1 4 =
o f it — 2
21 Jo (&)} at n;oo‘an|
Biz.
1 fret)| at = - - f(re') - F(re) dt = - - f: ap(re")" i am(re™")™ ) dt
27T 0 27T 0 27T 0 n m

oo oo

27
-y > (1 [ e dt)
27T 0

n=—oo0 M=—oo
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Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Ha f(z) holomorf a |z| = r kérvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérgydiriin), és itt a 0
korili Laurent-sora f(z) = >, anz”", akkor
n=—oo
g f(re")| dt = i |\an|?r?"
27T 0 - "
Az r = 1 esetben
1 it _ S 2
=l (f(e) dt_n;m\an|
Biz.
1 fret)| at= 1 zwf(re”)-f(re”)dt:l - i an(re")" i an(re”")™) dt
27T 0 27T 0 27T 0 N oo n e — oo m

oo oo

1 (27 i G 1 han=m
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> > (amry | > > amen{y panon
n=—oo0 M=—oo nN=—0o0 M=—o0

11. Laurent-sorok Komplex Fiiggvénytan, 11-12. eldadas 2020. okt. 12. 16/30



Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Ha f(z) holomorf a |z| = r kérvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérgydiriin), és itt a 0

kordli Laurent-sora f(z)

i anz", akkor

n=—oo
1 [Tl at= 3 japr
27T 0 —cs
Az r = 1 esetben
1 , >
_ f it t = 2
2 |, [feh] at="3" lad
n=—oo
Biz.
1T f(re"’)zdtfi ; f(re') - f(reft) di = - ” i an(re™)" i am(re”™)™ | dt
2r 0 2 0 27 0 N oo " Moo m
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@ Az f(z)-nek a ¢ pontban "izolalt szingularitisa” van, ha f holomorf a ¢ egy B(c, r) pontozott
kornyezetében, de nem értelmes c-ben.
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Definicio
@ Az f(z)-nek a ¢ pontban "izolalt szingularitisa” van, ha f holomorf a ¢ egy B(c, r) pontozott
kérnyezetében, de nem értelmes c-ben. Ezen beliil:

e Az f(z)-nek a c pontban "megsziintethetd szingularitasa” van, ha van olyan, c-ben holomorf g(z)
figgvény, amelyre (c kivételével) f(z) = g(z).

12. Izolalt szingularitasok Komplex Fiiggvénytan, 11-12. eldadas 2020. okt. 12. 19/30



Definicio
@ Az f(z)-nek a ¢ pontban "izolalt szingularitdsa” van, ha f holomorf a ¢ egy B(c, r) pontozott
kérnyezetében, de nem értelmes c-ben. Ezen beliil:
e Az f(z)-nek a c pontban "megsziintethetd szingularitasa” van, ha van olyan, c-ben holomorf g(z)
figgvény, amelyre (c kivételével) f(z) = g(z).
Ha f(z)-nek megszintethetd szingularitdsa van, akkor azt is szokds mondani, hogy f(z) "holomorf”
c-ben.
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Definicio

@ Az f(z)-nek a ¢ pontban "izolalt szingularitisa” van, ha f holomorf a ¢ egy B(c, r) pontozott
kérnyezetében, de nem értelmes c-ben. Ezen beliil:

e Az f(z)-nek a c pontban "megsziintethetd szingularitasa” van, ha van olyan, c-ben holomorf g(z)
figgvény, amelyre (c kivételével) f(z) = g(z).
Ha f(z)-nek megszintethetd szingularitdsa van, akkor azt is szokds mondani, hogy f(z) "holomorf”
c-ben.

e Az f(z)-nek a c pontban "m-edrendl pdlusa” van, ha f(z) = % ahol m pozitiv egész, g(z)
holomorf c-ben és g(c) # 0.
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Definicio

@ Az f(z)-nek a ¢ pontban "izolalt szingularitisa” van, ha f holomorf a ¢ egy B(c, r) pontozott
kérnyezetében, de nem értelmes c-ben. Ezen beliil:

e Az f(z)-nek a c pontban "megsziintethetd szingularitasa” van, ha van olyan, c-ben holomorf g(z)
figgvény, amelyre (c kivételével) f(z) = g(z).
Ha f(z)-nek megszintethetd szingularitdsa van, akkor azt is szokds mondani, hogy f(z) "holomorf”
c-ben.

e Az f(z)-nek a c pontban "m-edrendl pdlusa” van, ha f(z) = % ahol m pozitiv egész, g(z)
holomorf c-ben és g(c) # 0.

e Az f(z)-nek a c pontban "Iényeges szingularitdsa” van, ha ¢ nem megsziintethetd szingularitas, és
nem is pélus.
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@ Az f(z)-nek a ¢ pontban "izolalt szingularitdsa” van, ha f holomorf a ¢ egy B(c, r) pontozott
kérnyezetében, de nem értelmes c-ben. Ezen beliil:
e Az f(z)-nek a c pontban "megsziintethetd szingularitasa” van, ha van olyan, c-ben holomorf g(z)
figgvény, amelyre (c kivételével) f(z) = g(z).
Ha f(z)-nek megszintethetd szingularitdsa van, akkor azt is szokds mondani, hogy f(z) "holomorf”
c-ben.

e Az f(z)-nek a c pontban "m-edrendl pdlusa” van, ha f(z) = % ahol m pozitiv egész, g(z)
holomorf c-ben és g(c) # 0.

e Az f(z)-nek a c pontban "Iényeges szingularitdsa” van, ha ¢ nem megsziintethetd szingularitas, és
nem is pélus.

Példak

oA ¥ flggvénynek megsziintethetd szingularitasa van a 0-ban.

12. Izolalt szingularitasok Komplex Fiiggvénytan, 11-12. eldadas 2020. okt. 12. 19/30



@ Az f(z)-nek a ¢ pontban "izolalt szingularitdsa” van, ha f holomorf a ¢ egy B(c, r) pontozott
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c-ben.

e Az f(z)-nek a c pontban "m-edrendl pdlusa” van, ha f(z) = % ahol m pozitiv egész, g(z)
holomorf c-ben és g(c) # 0.

e Az f(z)-nek a c pontban "Iényeges szingularitdsa” van, ha ¢ nem megsziintethetd szingularitas, és
nem is pélus.

Példak

oA ¥ flggvénynek megsziintethetd szingularitasa van a 0-ban.

@ A ctg z fliggvénynek elsérendl pdlusa van a « tdbbszérdseiben.
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kérnyezetében, de nem értelmes c-ben. Ezen beliil:
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figgvény, amelyre (c kivételével) f(z) = g(z).
Ha f(z)-nek megszintethetd szingularitdsa van, akkor azt is szokds mondani, hogy f(z) "holomorf”
c-ben.

e Az f(z)-nek a c pontban "m-edrendl pdlusa” van, ha f(z) = % ahol m pozitiv egész, g(z)
holomorf c-ben és g(c) # 0.

e Az f(z)-nek a c pontban "Iényeges szingularitdsa” van, ha ¢ nem megsziintethetd szingularitas, és
nem is pélus.

Példak

oA ¥ flggvénynek megsziintethetd szingularitasa van a 0-ban.

@ A ctg z fliggvénynek elsérendl pdlusa van a « tdbbszérdseiben.
o Az e!/? figgvénynek lényeges szingularitdsa van a 0-ban.
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Megsziintetheto szingularitasok

Tétel (megsziintethet6 szingularitasok jellemzése)

TegyUk fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban. és a ¢ egy pontozott
kérnyezetében a Laurent-sorba fejtése
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Megsziintetheto szingularitasok

Tétel (megsziintethet6 szingularitasok jellemzése)

TegyUk fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban. és a ¢ egy pontozott
kérnyezetében a Laurent-sorba fejtése

Ezek ekvivalensek:
(a) Az f(z)-nek a c pontban megszlntethetd szingularitasa van.
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Megsziintetheto szingularitasok

Tétel (megsziintethet6 szingularitasok jellemzése)

TegyUk fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban. és a ¢ egy pontozott
kérnyezetében a Laurent-sorba fejtése

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f(z)-nek a c pontban megszlntethetd szingularitasa van.
(b)) ai=a.-=...=0.
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Megsziintetheto szingularitasok

Tétel (megsziintethet6 szingularitasok jellemzése)

TegyUk fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban. és a ¢ egy pontozott
kérnyezetében a Laurent-sorba fejtése

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f(z)-nek a c pontban megszlntethetd szingularitasa van.
(b)) ai=a.-=...=0.
(c) lim,_¢f(2) létezik és véges.
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Megsziintetheto szingularitasok

Tétel (megsziintethet6 szingularitasok jellemzése)

TegyUk fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban. és a ¢ egy pontozott
kérnyezetében a Laurent-sorba fejtése

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f(z)-nek a c pontban megszlntethetd szingularitasa van.
(b) a1=a>=...=0.

(c) lim,_¢f(2) létezik és véges.

(d) A c egy pontozott kdrnyezetében f(z) korlatos.
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Megsziintetheto szingularitasok

Tétel (megsziintethet6 szingularitasok jellemzése)

TegyUk fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban. és a ¢ egy pontozott
kérnyezetében a Laurent-sorba fejtése

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f(z)-nek a c pontban megszlntethetd szingularitasa van.
(b)) ai=a.-=...=0.

(c) lim,_¢f(2) létezik és véges.

(d) A c egy pontozott kdrnyezetében f(z) korlatos.

(e) zlinc ((z—c)-f(z)) =0.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban megsziintetheté szingularitasa van.
(b) a_1=a.>=...=0.

(c) limz_¢ f(z) létezik és véges.

(d) A c egy pontozott kérnyezetében f(z) korlatos.

() lim ((z=c) - f(2)) =0.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban megsziintetheté szingularitasa van.
(b) a_1=a.>=...=0.

(c) limz_¢ f(z) létezik és véges.

(d) A c egy pontozott kérnyezetében f(z) korlatos.

() lim ((z=c) - f(2)) =0.

Biz. (a)<(b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban megsziintetheté szingularitasa van.
(b) a_1=a.>=...=0.
(c) limz_¢f(2) létezik és véges.
(d) A c egy pontozott kérnyezetében f(z) korlatos.
() lim ((z=c) - f(2)) =0.
Biz. (a)<(b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.

(a)=(c)=(d)=(e) trividlis.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban megsziintetheté szingularitasa van.

(b) a1=a,,=...=0.

(c) limz_¢ f(z) létezik és véges.

(d) A c egy pontozott kérnyezetében f(z) korlatos.

(e) lim ((z—c)-f(2)) =0.
Biz. (a)<(b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.
(a)=(c)=(d)=-(e) trivialis.
(e)=(b): Legyen k tetszdleges pozitiv egész; megmutatjuk, hogy a_x = 0.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban megsziintetheté szingularitasa van.
(b) a1=a,,=...=0.
(c) limz_¢ f(z) létezik és véges.
(d) A c egy pontozott kérnyezetében f(z) korlatos.
(e) lim ((z—¢)-f(2)) =0.
Biz. (a)<(b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.
(a)=(c)=(d)=-(e) trivialis.
(e)=(b): Legyen k tetszdleges pozitiv egész; megmutatjuk, hogy a_x = 0.
Veszlink egy elég kicsi r sugarat, felirjuk az egythatéformulat, majd trivialis becslés:
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Veszlink egy elég kicsi r sugarat, felirjuk az egythatéformulat, majd trivialis becslés:

1 / k—1
a gl =|=— flz)-(z—c dz
8= g ), @ (=0
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1 / k—1
a gl =|=— flz)-(z—c dz
8= g ), @ (=0

< (i max |f(z)] - rk*1) . 2nr =
|z—c|=r
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1 / k—1
— flz)-(z—c dz
o), . [@ =0

- ( max |(z—c)- f(z)|) ket

|z—c|=r

la_x| = < (217 max |f(z)] - r"f‘) onr =

|z—c|=r
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban megsziintetheté szingularitasa van.
(b) a1=a,,=...=0.
(c) limz_¢ f(z) létezik és véges.
(d) A c egy pontozott kérnyezetében f(z) korlatos.
(e) lim ((z—¢)-f(2)) =0.
Biz. (a)<(b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.
(a)=(c)=(d)=-(e) trivialis.
(e)=(b): Legyen k tetszdleges pozitiv egész; megmutatjuk, hogy a_x = 0.
Veszlink egy elég kicsi r sugarat, felirjuk az egythatéformulat, majd trivialis becslés:

1 / k—1
— flz)-(z—c dz
o), . [@ =0

- ( max |(z—c)- f(z)|) ket

|z—c|=r

la_k| =

< (i max |f(z)] - rk*1) . 2nr =
|z—c|=r

Most r — 0.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban megsziintetheté szingularitasa van.
(b) a1=a,,=...=0.
(c) limz_¢ f(z) létezik és véges.
(d) A c egy pontozott kérnyezetében f(z) korlatos.
(e) lim ((z—¢)-f(2)) =0.
Biz. (a)<(b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.
(a)=(c)=(d)=-(e) trivialis.
(e)=(b): Legyen k tetszdleges pozitiv egész; megmutatjuk, hogy a_x = 0.
Veszlink egy elég kicsi r sugarat, felirjuk az egythatéformulat, majd trivialis becslés:

1 / k—1
— flz)-(z—c dz
o), . [@ =0

- ( max |(z—c)- f(z)|) ket

|z—c|=r

la_k| =

< (i max |f(z)] - rk*1) . 2nr =
|z—c|=r

Most r — 0. A feltétel szerint lim,_,o4 max,_¢ -, |[(z — ¢) - f(2)| = 0.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban megsziintetheté szingularitasa van.
(b) a1=a,,=...=0.
(c) limz_¢ f(z) létezik és véges.
(d) A c egy pontozott kérnyezetében f(z) korlatos.
(e) lim ((z—¢)-f(2)) =0.
Biz. (a)<(b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.
(a)=(c)=(d)=-(e) trivialis.
(e)=(b): Legyen k tetszdleges pozitiv egész; megmutatjuk, hogy a_x = 0.
Veszlink egy elég kicsi r sugarat, felirjuk az egythatéformulat, majd trivialis becslés:

1 / k—1
— flz)-(z—c dz
o), . [@ =0

- ( max |(z—c)- f(z)|) ket

|z—c|=r

la_k| =

< (i max |f(z)] - rk*1) . 2nr =
|z—c|=r

Most r — 0. A feltétel szerint lim,_,o. max,_¢— |(z — ¢) - f(z)| = 0. A masodik tényezd, rk—
konstans, ha k = 1, és 0-hoz tart, ha k > 2.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban megsziintetheté szingularitasa van.
(b) a1=a,,=...=0.
(c) limz_¢ f(z) létezik és véges.
(d) A c egy pontozott kérnyezetében f(z) korlatos.
(e) lim ((z—¢)-f(2)) =0.
Biz. (a)<(b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.
(a)=(c)=(d)=-(e) trivialis.
(e)=(b): Legyen k tetszdleges pozitiv egész; megmutatjuk, hogy a_x = 0.
Veszlink egy elég kicsi r sugarat, felirjuk az egythatéformulat, majd trivialis becslés:

1 / k—1
— flz)-(z—c dz
o), . [@ =0

- ( max |(z—c)- f(z)|) ket

|z—c|=r

la_x| = < (i max |f(z)] - r"f‘) onr =

2™ \z—c|=r

Most r — 0. A feltétel szerint lim,_,o. max,_¢— |(z — ¢) - f(z)| = 0. A masodik tényezd, rk—
konstans, ha k = 1, és 0-hoz tart, ha k > 2.
A hatarérték mindenképpen 0, tehat a_, = 0.
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Polusok

Tétel (polusok jellemzése)

Tegy(k fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitasa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kérnyezetében a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z an(z — )", és m pozitiv egész.

nN=—oc
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Polusok

Tétel (polusok jellemzése)

Tegy(k fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitasa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kérnyezetében a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z an(z — )", és m pozitiv egész.
n=—oo

Ezek ekvivalensek:
(a) Az f(z)-nek a c pontban m-edrendii pdlusa van.
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Polusok

Tétel (polusok jellemzése)

Tegy(k fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitasa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kérnyezetében a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z an(z — )", és m pozitiv egész.
n=—oo

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f(z)-nek a c pontban m-edrendii pdlusa van.
(b)) am#0,ésam1=ame=ams=...=0.
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Polusok

Tétel (polusok jellemzése)

Tegy(k fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitasa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kérnyezetében a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z an(z — )", és m pozitiv egész.
n=—oo

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f(z)-nek a c pontban m-edrendii pdlusa van.

(b)) am#0,ésam1=ame=ams=...=0.

(c) Az 1/f(z) fuggvénynek a c pontban m-szeres gydke van.
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Polusok

Tétel (polusok jellemzése)

Tegy(k fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitasa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kérnyezetében a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z an(z — )", és m pozitiv egész.
n=—oo

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f(z)-nek a c pontban m-edrendii pdlusa van.

(b)) am#0,ésam1=ame=ams=...=0.

(c) Az 1/f(z) fuggvénynek a c pontban m-szeres gydke van.
(d) lim ((z— c)™f(z2)) létezik, véges és nem 0.
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Polusok

Tétel (polusok jellemzése)
Tegy(k fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitasa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kérnyezetében a
Laurent-sorba fejtése f(z) = Z an(z — )", és m pozitiv egész.
n=—oc
Ezek ekvivalensek:
(a) Az f(z)-nek a c pontban m-edrendii pdlusa van.
(b)) am#0,ésam1=ame=ams=...=0.
(c) Az 1/f(z) fuggvénynek a c pontban m-szeres gydke van.
(d) lim ((z— c)™f(z2)) létezik, véges és nem 0.

Kovetkezmény

| A

f(z)-nek akkor és csak akkor van pélusa c-ben, ha zIIan f(z) = co.

A\
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendl pélusa van.

(b) a—m#0,ésa_p_1=a_pmo=a-pms3=...=0.

(c) Az 1/f(z) fuggvénynek a c pontban m-szeres gydke van.
. m ST .

(d) fim ((z = ¢)™f(2)) létezik, véges és nem 0,
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendl pélusa van.

(b) a—m#0,ésa_p_1=a_pmo=a-pms3=...=0.

(c) Az 1/f(z) fuggvénynek a c pontban m-szeres gydke van.
(d) fim ((z = ¢)™f(2)) létezik, véges és nem 0,

Biz. (a)=(b): Egy c-ben holomorf, nemnulla g(z) fliggvénnyel f(z) = (Zg_(zg)m

12. Izolalt szingularitasok Komplex Fiiggvénytan, 11-12. eldadas 2020. okt. 12. 23/30



(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendl pélusa van.

(b) a—m#0,ésa_p_1=a_pmo=a-pms3=...=0.

(c) Az 1/f(z) fuggvénynek a c pontban m-szeres gydke van.
. m ST .

(d) fim ((z = ¢)™f(2)) létezik, véges és nem 0,

Biz. (a)=(b): Egy c-ben holomorf, nemnulla g(z) fliggvénnyel f(z) = (Zg_(zg)m Vegyik g(z)
hatvanysorat ¢ koril, és osszuk el (z — ¢)™-mel, megkapjuk f(z) Laurent-sorat.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendl pélusa van.

(b) a—m#0,ésa_p_1=a_pmo=a-pms3=...=0.

(c) Az 1/f(z) fuggvénynek a c pontban m-szeres gydke van.
. m ST .

(d) fim ((z = ¢)™f(2)) létezik, véges és nem 0,

Biz. (a)=(b): Egy c-ben holomorf, nemnulla g(z) fliggvénnyel f(z) = Zg_(zg)m Vegyik g(z)

hatvanysorat ¢ koril, és osszuk el (z — ¢)™-mel, megkapjuk f(z) Laurent-sorat. Trivi, hogy
ami1=amo=...=0ésa_n=g(c)#0.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendl pélusa van.

(b) a—m#0,ésa_p_1=a_pmo=a-pms3=...=0.

(c) Az 1/f(z) fuggvénynek a c pontban m-szeres gydke van.
. m ST .

(d) fim ((z = ¢)™f(2)) létezik, véges és nem 0,

Biz. (a)=(b): Egy c-ben holomorf, nemnulla g(z) fliggvénnyel f(z) = (Zg_(zg)m Vegyik g(z)

hatvanysorat ¢ koril, és osszuk el (z — ¢)™-mel, megkapjuk f(z) Laurent-sorat. Trivi, hogy
ami1=amo=...=0ésa_n=g(c)#0.
9(2)

(b)=(a): legyen g(z) = >=, @n—m(z — ¢)", akkor f(z) = z-om ésg(c) =a-m#0.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendl pélusa van.
(b) a—m#0,ésa_p_1=a_pmo=a-pms3=...=0.
(c) Az 1/f(z) fuggvénynek a c pontban m-szeres gydke van.
. m ST .
(d) fim ((z = ¢)™f(2)) létezik, véges és nem 0,
9(2) -

————_ Vegylk g(z

z— o Voo 9(z)

hatvanysorat ¢ koril, és osszuk el (z — ¢)™-mel, megkapjuk f(z) Laurent-sorat. Trivi, hogy
ami1=amo=...=0ésa_n=g(c)#0.

Biz. (a)=(b): Egy c-ben holomorf, nemnulla g(z) fliggvénnyel f(z) =

(0)=a): legyen g(2) = X5 g ar-n(z — o), akkor f(2) = 220 és o(e) = an 20.

(@Q)e(c): Haf(z) = (zg_(zc?)m és g(c) # 0, akkor f(12) =(z—¢c)"- 9(12) és forditva.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendl pélusa van.

(b) a—m#0,ésa_p_1=a_pmo=a-pms3=...=0.

(c) Az 1/f(z) fuggvénynek a c pontban m-szeres gydke van.
. m ST .

(d) fim ((z = ¢)™f(2)) létezik, véges és nem 0,

9(2)
(z—c)m
hatvanysorat ¢ koril, és osszuk el (z — ¢)™-mel, megkapjuk f(z) Laurent-sorat. Trivi, hogy
ami1=amo=...=0ésa_n=g(c)#0.

Biz. (a)=(b): Egy c-ben holomorf, nemnulla g(z) fliggvénnyel f(z) = Vegyik g(z)

9(z)
(z—c)m

(b)=(a): legyen g(2) = 3=, an-m(z — )", akkor f(z) = esg(c)=a-m#0.

(@Q)e(c): Haf(z) = (zg_(zc?)m és g(c) # 0, akkor f(12) =(z—¢c)"- 9(12) és forditva.

(a)=(d): f(z) = (zg_(zg)m és g(c) # 0, tehat lim (z—c)™(2)) = lim g(z) = g(c) # 0.
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(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendl pélusa van.

(b) a—m#0,ésa_p_1=a_pmo=a-pms3=...=0.

(c) Az 1/f(z) fuggvénynek a c pontban m-szeres gydke van.
. m ST .

(d) fim ((z = ¢)™f(2)) létezik, véges és nem 0,

Biz. (a)=(b): Egy c-ben holomorf, nemnulla g(z) fliggvénnyel f(z) = (zg_(Zg)m Vegyik g(z)

hatvanysorat ¢ koril, és osszuk el (z — ¢)™-mel, megkapjuk f(z) Laurent-sorat. Trivi, hogy
ami1=amo=...=0ésa_n=g(c)#0.

(0)=a): legyen g(2) = X5 g ar-n(z — o), akkor f(2) = 220 és o(e) = an 20.

(@Q)e(c): Haf(z) = (zg_(zg)m és g(c) # 0, akkor f(12) =(z—¢c)"- 9(12) és forditva.

(a)=(d): f(z) = (zg_(zg)m és g(c) # 0, tehat lim (z—c)™(2)) = lim g(z) = g(c) # 0.

(d)=(a): A g(z) = (z — c)™f(z) fuggvénynek véges, nemnulla hatarértéke van, tehat g(z)-nek
megszuntethetd szingularitasa van c-ben, g(c) értéke nem 0.
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Lényeges szingularitasok

Kévetkezmény (lényeges szingularitasok jellemzése)

Tegy(k fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitasa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kérnyezetében a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Y an(z—¢)".

nN=—oc
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Lényeges szingularitasok

Kévetkezmény (lényeges szingularitasok jellemzése)

Tegy(k fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitasa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kérnyezetében a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Y an(z—¢)".
n=—oo

Ezek ekvivalensek:
(a) Az f(z)-nek a c pontban |ényeges szingularitasa van.
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Lényeges szingularitasok

Kévetkezmény (lényeges szingularitasok jellemzése)

Tegy(k fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitasa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kérnyezetében a
Laurent-sorba fejtése f(z) = Y an(z—¢)".

nN=—oc

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f(z)-nek a c pontban |ényeges szingularitasa van.
(b) Az a_1,a_», ... egyltthatok kozott végtelen sok nemnulla van.
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Lényeges szingularitasok

Kévetkezmény (lényeges szingularitasok jellemzése)

Tegy(k fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitasa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kérnyezetében a
Laurent-sorba fejtése f(z) = Y an(z—¢)".

nN=—oc

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f(z)-nek a c pontban |ényeges szingularitasa van.

(b) Az a_1,a_», ... egyltthatok kozott végtelen sok nemnulla van.

(c) A Iimc f(z) hatarérték nem létezik (véges és végtelen sem).
z—
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Példa: e'/Z szingularitasa a 0-ban

1 1 1 > 1/n!
1/z _ I T
€ 1+z+222+62 i Z
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Példa: e'/Z szingularitasa a 0-ban

1 1 1 Oo1/n!
Vz 14 4 4 ... =
€ +z+222+623+ ;z”
A
U gl
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Példa: e'/Z szingularitasa a 0-ban

1 1 1 > 1/n!
1/z _ _
e =1 — N - T —
+z+222+623+ ;z”
A
1
- 0
(:_,Z
— 2k
|
—(2k + 2)mi

Mindegyik holdacska képe a teljes komplex sik, kivéve a 0 pontot.
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Példa: Az exp(1/iz + wi/3) hatasa a 0 kozelében
N T

iy

12. Izolalt szingularitasok Komplex Fiiggvénytan, 11-12. eldadas 2020. okt. 12. 26 /30



Példa: Az exp(1/iz + wi/3) hatasa a 0 kozelében
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Casorati—-Weierstrass tétel
Ha f(z)-nek Iényeges szingularitasa van a ¢ pontban, akkor
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Casorati—-Weierstrass tétel
Ha f(z)-nek Iényeges szingularitasa van a ¢ pontban, akkor
@ barmely o € CU{oc}-hez van olyan (z;, z, . . .) sorozat, amelyre z, # ¢, z, — ¢ és f(z,) — .
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Casorati—-Weierstrass tétel
Ha f(z)-nek Iényeges szingularitasa van a ¢ pontban, akkor
@ barmely o € CU{oc}-hez van olyan (z;, z, . . .) sorozat, amelyre z, # ¢, z, — ¢ és f(z,) — .

@ Barmely r > 0-ra, a B(c, r) pontozott kdrnyezett f szerinti képe, f ((B(c, r)) stri C-ben.
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Casorati—Weierstrass tétel

Ha f(z)-nek Iényeges szingularitasa van a ¢ pontban, akkor
@ barmely o € CU{oc}-hez van olyan (z;, z, . . .) sorozat, amelyre z, # ¢, z, — ¢ és f(z,) — .
@ Barmely r > 0-ra, a B(c, r) pontozott kdrnyezett f szerinti képe, f ((B(c, r)) stri C-ben.

Biz. A két allitas ekvivalens;
a masodikat bizonyitjuk.
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Casorati—-Weierstrass tétel

Ha f(z)-nek Iényeges szingularitasa van a ¢ pontban, akkor
@ barmely o € CU{oc}-hez van olyan (z;, z, . . .) sorozat, amelyre z, # ¢, z, — ¢ és f(z,) — .
e Barmely r > 0-ra, a B(c, r) pontozott kérnyezett f szerinti képe, f((B(c, r)) sirl C-ben.

Biz. A két allitas ekvivalens; F(Ble,r))
a masodikat bizonyitjuk.

Indirekt. Tegyik fel, hogy f((B(c, r)) nem s{r(:
valamilyen B(d, o) kdrben nincs pontja.
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Casorati—-Weierstrass tétel

Ha f(z)-nek Iényeges szingularitasa van a ¢ pontban, akkor
@ barmely o € CU{oc}-hez van olyan (z;, z, . . .) sorozat, amelyre z, # ¢, z, — ¢ és f(z,) — .
e Barmely r > 0-ra, a B(c, r) pontozott kérnyezett f szerinti képe, f((B(c, r)) sirl C-ben.

Biz. A két allitas ekvivalens; F(Ble,r))
a masodikat bizonyitjuk.

Indirekt. Tegyik fel, hogy f((B(c, r)) nem s{r(:
valamilyen B(d, o) kdrben nincs pontja.

; ezzel g((B(c,r)) € B(0, 1).

1
T

y
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Casorati—-Weierstrass tétel
Ha f(z)-nek Iényeges szingularitasa van a ¢ pontban, akkor
@ barmely o € CU{oc}-hez van olyan (z;, z, . . .) sorozat, amelyre z, # ¢, z, — ¢ és f(z,) — .

e Barmely r > 0-ra, a B(c, r) pontozott kérnyezett f szerinti képe, f((B(c, r)) sirl C-ben.

Biz. A két allitas ekvivalens; F(Ble,r))
a masodikat bizonyitjuk.

Indirekt. Tegyik fel, hogy f((B(c, r)) nem s{r(:
valamilyen B(d, o) kdrben nincs pontja.

Legyen g(z) = f(z)1d; ezzel g((B(c.r)) c B(O, 15)_

A B(c, r) pontozott kdrnyezetben g(z) korlatos, tehat c-ben megsziintetheté szingularitdsa van.
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A B(c, r) pontozott kdrnyezetben g(z) korlatos, tehat c-ben megsziintetheté szingularitdsa van.

Ha g(c) # 0, akkor f(z) = g(12) + d holomorf c-ben,
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Iényeges szingularitasa van.
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Casorati—-Weierstrass tétel
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Biz. A két allitas ekvivalens; F(Ble,r))
a masodikat bizonyitjuk.

Indirekt. Tegyik fel, hogy f((B(c, r)) nem s{r(:
valamilyen B(d, o) kdrben nincs pontja.

Legyen g(z) = f(z)1d; ezzel g((B(c.r)) c B(O, 15)_

A B(c, r) pontozott kdrnyezetben g(z) korlatos, tehat c-ben megsziintetheté szingularitdsa van.
Ha g(c) # 0, akkor f(z) = g(12) + d holomorf c-ben, de ez ellemtmodas, mert feltettik, hogy
Iényeges szingularitasa van.

Ha g(c) = 0, akkor zlinc f(c) = lim (1 + d) = 00, tehat f-nek pdlusa van c-ben; ez is

Z—C g(Z)
ellentmondas.

12. Izolalt szingularitasok Komplex Fiiggvénytan, 11-12. eldadas 2020. okt. 12. 27/30



nagy Picard-tétel

Ha f(z)-nek Iényeges szingularitasa van a ¢ pontban, akkor a ¢ barmely pontozott kérnyezetében,
legfeljebb 1 kivétellel, minden komplex értéket végtelen sokszor felvesz.
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Definicio (viselkedés oco-ben)

Az f(z) co-beli viselkedésén az f(1/z) 0-beli viselkedését értjik:
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Definicio (viselkedés oco-ben)

Az f(z) co-beli viselkedésén az f(1/z) 0-beli viselkedését értjik:
@ f(z) a co-ben holomorf, ha f(1/z) a 0-ban holomorf.
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Definicio (viselkedés oco-ben)

Az f(z) co-beli viselkedésén az f(1/z) 0-beli viselkedését értjik:
@ f(z) a co-ben holomorf, ha f(1/z) a 0-ban holomorf.
@ f(z)-nek a co-ben m-szeres gybke van, ha f(1/z)-nek a 0-ban m-szeres gydke van.
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Definicio (viselkedés oco-ben)
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@ f(z)-nek a co-ben m-edrendil pélusa van, ha f(1/z)-nek a 0-ban m-edrendii pélusa van.
@ f(z)-nek a oco-ben lényeges szingularitasa van, ha f(1/z)-nek a 0 Iényeges szingularitasa.

Példak

Az m-edfoku polinomoknak a co-ben m-edrendli pdlusuk van.

A\
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@ f(z)-nek a oco-ben lényeges szingularitasa van, ha f(1/z)-nek a 0 Iényeges szingularitasa.

Példak
Az m-edfoku polinomoknak a co-ben m-edrendli pdlusuk van.
Az e figgvenynek a co-ben lényeges szingularitasa van.

A\
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