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Definicio (fliggveny reziduuma véges pontban)

Legyen f(z) holomorf a ¢ komplex szam egy pontozott kérnyezetében, és itt a Laurent-sora

o0

f(z)= > anz-c)

Az a_ egylitthatét az f(z) figgvény ¢ pontbeli reziduumanak nevezziik; jele

522 f(z) vagy Rg:s f.
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Definicio (fliggveny reziduuma véges pontban)

Legyen f(z) holomorf a ¢ komplex szam egy pontozott kérnyezetében, és itt a Laurent-sora

o0

f(z)= > anz-c)

n=—oo

Az a_ egylitthatét az f(z) figgvény ¢ pontbeli reziduumanak nevezziik; jele

Resf(z) vagy Resf.
Z=C c

| A

Ekvivalens definicio
Ha f(z) holomorfa 0 < |z — ¢| < rp kdrben, akkor barmely 0 < r < r, esetén

: /
— f(z) dz = Resf.
2mi |z—c|=r ( ) @
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Definicio (fliggveny reziduuma véges pontban)

Legyen f(z) holomorf a ¢ komplex szam egy pontozott kérnyezetében, és itt a Laurent-sora

o0

f(z)= > anz-c)

n=—oo
Az a_ egylitthatét az f(z) figgvény ¢ pontbeli reziduumanak nevezziik; jele

Resf(z) vagy Resf.
Z=C c

Ekvivalens definicio
Ha f(z) holomorfa 0 < |z — ¢| < rp kdrben, akkor barmely 0 < r < r, esetén

| A

: /
— f(z) dz = Resf.
2mi |z—c|=r ( ) @

Biz. Ez éppen az egyUtthato-formula az a_+-re.
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Rezidumtétel (nullhomotodp valtozat)

Legyen D c C tartomany, f(z) holomorf D-n, izolalt szingularitasok kivételével, tovabba  egy
D-ben nullhomotop, rektifikalhatd, zart gérbe, amely nem megy at f szingularitasain. Ekkor

’
e L f(z)dz=> n(y,c)- Resf.

ceD

O =
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Rezidumtétel (nullhomotodp valtozat)

Legyen D c C tartomany, f(z) holomorf D-n, izolalt szingularitasok kivételével, tovabba  egy
D-ben nullhomotop, rektifikalhatd, zart gérbe, amely nem megy at f szingularitasain. Ekkor

’
e L f(z)dz=> n(y,c)- Res .

ceD

v
D

Szemléletesen, a v gorbét részekre vagdoshatjuk Ggy, hogy minden darabja egy szingularitast
keriiljon meg egyszer, pozitiv vagy negativ iranyban,
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Rezidumtétel (nullhomotodp valtozat)

Legyen D c C tartomany, f(z) holomorf D-n, izolalt szingularitasok kivételével, tovabba  egy
D-ben nullhomotop, rektifikalhatd, zart gérbe, amely nem megy at f szingularitasain. Ekkor

’
e L f(z)dz=> n(y,c)- Res .

ceD

"

Szemléletesen, a v gorbét részekre vagdoshatjuk Ggy, hogy minden darabja egy szingularitast
ker(ljén meg egyszer, pozitiv vagy negativ iranyban, majd ezeket a darabokat egy-egy kis korre
mozgatjuk,
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Rezidumtétel (nullhomotodp valtozat)

Legyen D c C tartomany, f(z) holomorf D-n, izolalt szingularitasok kivételével, tovabba  egy
D-ben nullhomotop, rektifikalhatd, zart gérbe, amely nem megy at f szingularitasain. Ekkor

’
e L f(z)dz=> n(y,c)- Res .

ceD

© @

v
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Szemléletesen, a v gorbét részekre vagdoshatjuk Ggy, hogy minden darabja egy szingularitast
ker(ljén meg egyszer, pozitiv vagy negativ iranyban, majd ezeket a darabokat egy-egy kis korre
mozgatjuk, végil megszamoljuk a kordket a szingularitasok kordl.
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Rezidumtétel (nullhomotodp valtozat)

Legyen D c C tartomany, f(z) holomorf D-n, izolalt szingularitasok kivételével, tovabba  egy
D-ben nullhomotop, rektifikalhatd, zart gérbe, amely nem megy at f szingularitasain. Ekkor

’
e L f(z)dz=> n(y,c)- Res .

ceD

© @

v
D

Szemléletesen, a v gorbét részekre vagdoshatjuk gy, hogy minden darabja egy szingularitast
ker(ljén meg egyszer, pozitiv vagy negativ iranyban, majd ezeket a darabokat egy-egy kis korre
mozgatjuk, végil megszamoljuk a kordket a szingularitasok kordl.

Persze a dolgok nem mindig olyan egyszeriek, ahogy elképzeljik...
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A reziduumtétel bizonyitasa. Az f(z)-nek végtelen sok szingularitasa is lehet (a tartomany
hataran torlédhatnak); el6szoér ezzel kezdiink valamit.
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A reziduumtétel bizonyitasa. Az f(z)-nek végtelen sok szingularitasa is lehet (a tartomany
hataran torlédhatnak); elészor ezzel kezdiink valamit.
A D-t egy szlikebb D, tartomanyra cseréljik, amelyben mar csak véges sok szingularitas van.
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A reziduumtétel bizonyitasa. Az f(z)-nek végtelen sok szingularitasa is lehet (a tartomany
hataran torlédhatnak); elészor ezzel kezdiink valamit.
A D-t egy szlikebb D, tartomanyra cseréljik, amelyben mar csak véges sok szingularitas van.

A ~ nullhomotdp, tehat van egy folytonos I'(t, u) : [0,1]2 — D leképezés gy, hogy minden
u € [0, 1] paraméter értékre t — (¢, u) egy zart gorbe, v(t) = '(t,0) és t — (¢, 1) konstans.
Legyen K a I képe, ami 6sszefliggd és kompakt.
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A reziduumtétel bizonyitasa. Az f(z)-nek végtelen sok szingularitasa is lehet (a tartomany
hataran torlédhatnak); elészor ezzel kezdiink valamit.
A D-t egy szlikebb D, tartomanyra cseréljik, amelyben mar csak véges sok szingularitas van.

A ~ nullhomotdp, tehat van egy folytonos I'(t, u) : [0,1]2 — D leképezés gy, hogy minden

u € [0, 1] paraméter értékre t — (¢, u) egy zart gorbe, v(t) = '(t,0) és t — (¢, 1) konstans.
Legyen K a T képe, ami 6sszefliggd és kompakt. _

A K minden c pontja koril vegylink egy B(c, r;) nyilt kdrlemezt Ggy, hogy a B(c, r;) pontozott
kdrnyezeten az f(z) holomorf legyen. Ezek a nyilt kérok lefedik K-t, tehat kdzilik véges sok,
By, Bs,..., By is lefedi.
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hataran torlédhatnak); elészor ezzel kezdiink valamit.
A D-t egy szlikebb D, tartomanyra cseréljik, amelyben mar csak véges sok szingularitas van.

. \-___\

A ~ nullhomotdp, tehat van egy folytonos I'(t, u) : [0,1]2 — D leképezés gy, hogy minden

u € [0, 1] paraméter értékre t — (¢, u) egy zart gorbe, v(t) = '(t,0) és t — (¢, 1) konstans.
Legyen K a T képe, ami 6sszefliggd és kompakt. _

A K minden c pontja koril vegylink egy B(c, r;) nyilt kdrlemezt Ggy, hogy a B(c, r;) pontozott
kdrnyezeten az f(z) holomorf legyen. Ezek a nyilt kérok lefedik K-t, tehat kdzilik véges sok,
By, Bo, ..., By is lefedi.

Legyen Dy = By U - - - U By; ez egy 6sszefliggd, nyilt halmaz, amely tartalmazza K-t; tehat a v
gorbe Dy-ben is nullhomotdp.
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Legyen K a T képe, ami 6sszefliggd és kompakt. _

A K minden c pontja koril vegylink egy B(c, r;) nyilt kdrlemezt Ggy, hogy a B(c, r;) pontozott
kdrnyezeten az f(z) holomorf legyen. Ezek a nyilt kérok lefedik K-t, tehat kdzilik véges sok,

By, Bo, ..., By is lefedi.

Legyen Dy = By U - - - U By; ez egy 6sszefliggd, nyilt halmaz, amely tartalmazza K-t; tehat a v
gorbe Dy-ben is nullhomotdp.

Mivel mindegyik B;-ben legfeljebb egy szingularitasa lehet f(z)-nek, a Do tartoményban mar csak
véges sok szingularitas van.
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Legyenek a Dy-beli szingularitasok ¢y, ..., cn.
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Legyenek a Dy-beli szingularitasok ¢y, ..., cn.

Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kérnyezetében Laurent-sorba fejthetjiik:

f(2) = an(z—c)"+>_ ﬁ
n=0 n=1 U
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Legyenek a Dy-beli szingularitasok ¢y, ..., cn.

Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kérnyezetében Laurent-sorba fejthetjiik:
N (o) @
f(Z)—ga/,n(Z C!) +n§::1(z_cj)n'

A méasodik sor a C \ {¢;} halmazon lokalisan egyenletesen konvergens, ésszege holomorf.
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Legyenek a Dy-beli szingularitasok ¢y, ..., cn.
Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kérnyezetében Laurent-sorba fejthetjiik:

f(2) = an(z—c)"+>_ ﬁ
n=0 n=1 U

A méasodik sor a C \ {¢;} halmazon lokalisan egyenletesen konvergens, ésszege holomorf.
Az a; _4 egyitthatd a ¢-beli reziduum: g; ¢ = Res f(z2).
=Y
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Legyenek a Dy-beli szingularitasok ¢y, ..., cn.
Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kérnyezetében Laurent-sorba fejthetjiik:

f(2) = an(z—c)"+>_ ﬁ
n=0 n=1 U

A méasodik sor a C \ {¢;} halmazon lokalisan egyenletesen konvergens, ésszege holomorf.
Az a; _4 egyitthatd a ¢-beli reziduum: g; ¢ = Res f(z2).
=Y

Az f(z) szingularitasait gy sziintetjlik meg, hogy f(z)-bdl kivonjuk a Laurent-sorok negativ kitevls
részét: legyen
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Legyenek a Dy-beli szingularitasok ¢y, ..., cn.
Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kérnyezetében Laurent-sorba fejthetjiik:

=Sz o+ o
n=0 n=1 (Z B Cj)

A méasodik sor a C \ {¢;} halmazon lokalisan egyenletesen konvergens, ésszege holomorf.
Az a; _4 egyitthatd a ¢-beli reziduum: g; ¢ = Res f(z2).
=Y

Az f(z) szingularitasait gy sziintetjlik meg, hogy f(z)-bdl kivonjuk a Laurent-sorok negativ kitevls

részét: Iegyen a o © g
9z (Z(z—w) (Z(z—c:2) (Z(z—cm))
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Legyenek a Dy-beli szingularitasok ¢y, ..., cn.
Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kérnyezetében Laurent-sorba fejthetjiik:

=2 an(z-0)'+ > 7o
n=0 n=1 (Z B Cj)

A méasodik sor a C \ {¢;} halmazon lokalisan egyenletesen konvergens, ésszege holomorf.
Az a; _4 egyitthatd a ¢-beli reziduum: g; ¢ = Res f(z2).
=Y

Az f(z) szingularitasait gy sziintetjlik meg, hogy f(z)-bdl kivonjuk a Laurent-sorok negativ kitevls
részét: Iegyen

9z (Z(zal_cf)n) (Z(zaf?ﬁ) (i(zafcm))

n=1

A szingularitasokon kivil ez mind holomorf.
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Legyenek a Dy-beli szingularitasok ¢y, ..., cn.
Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kérnyezetében Laurent-sorba fejthetjiik:

=2 an(z-0)'+ > 7o
n=0 n=1 (Z B Cj)

A méasodik sor a C \ {¢;} halmazon lokalisan egyenletesen konvergens, ésszege holomorf.
Az a; _4 egyitthatd a ¢-beli reziduum: g; ¢ = Res f(z2).
=Y

Az f(z) szingularitasait gy sziintetjlik meg, hogy f(z)-bdl kivonjuk a Laurent-sorok negativ kitevls

részét: Iegyen a a ~
9(z) (Z(zl_cf)n) (Z(zf?:Z) (Z(zfcm))

A szingularitasokon kivil ez mind holomorf.

Barmely 1 < j < m-re a ¢; pontban az f(z) — Z a’ o) s flggvénynek megsziintethetd
n:1
szingularitasa van,
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Legyenek a Dy-beli szingularitasok ¢y, ..., cn.
Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kérnyezetében Laurent-sorba fejthetjiik:

= ; —c)" _h=n
=> anz-¢)"+ > Goo)
n=0 n=1

A méasodik sor a C \ {¢;} halmazon lokalisan egyenletesen konvergens, ésszege holomorf.
Az a; _4 egyitthatd a ¢-beli reziduum: g; ¢ = Res f(z2).
=Y

Az f(z) szingularitasait gy sziintetjlik meg, hogy f(z)-bdl kivonjuk a Laurent-sorok negativ kitevls

részét: Iegyen a a ~
9(z) (Z(zl_cf)n) (Z(zf?:Z) (Z(zfcm))

A szingularitasokon kivil ez mind holomorf.

3, _n
(z—g)"

Barmely 1 < j < m-re a ¢; pontban az f(z) — 3 s flggvénynek megsziintethetd
n=1

szingularitasa van, a tébbi kivont sor pedig holomorf ¢i-ben.
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Legyenek a Dy-beli szingularitasok ¢y, ..., cn.

Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kérnyezetében Laurent-sorba fejthetjiik:
[e’e] [e%} aj,_n
=> anz-¢)"+ > e
n=0 n=1

A méasodik sor a C \ {¢;} halmazon lokalisan egyenletesen konvergens, ésszege holomorf.
Az a; _4 egyitthatd a ¢-beli reziduum: g; ¢ = Res f(z2).
=Y

Az f(z) szingularitasait gy sziintetjlik meg, hogy f(z)-bdl kivonjuk a Laurent-sorok negativ kitevls
részét: Iegyen -
a1._n as _n am,—n
9(z) (Z(z—w) (Z(z—cZ ;) (%(z—cm)n)'

A szingularitasokon kivil ez mind holomorf.

Barmely 1 < j < m-re a ¢; pontban az f(z) — 3 d.-n_ fliggvénynek megsziintethet
n=1

— (z—¢q)"

szingularitasa van, a tébbi kivont sor pedig holomorf ¢;-ben. Tehat, g(z)-nek mindegyik ¢;-ben
megszlintethetd szingularitasa van;
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Legyenek a Dy-beli szingularitasok ¢y, ..., cn.

Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kérnyezetében Laurent-sorba fejthetjiik:
[e’e] [e%} a_n
=D agn(z—¢)"+> I
; ;N ] ; (Z _ Cj)"

A méasodik sor a C \ {¢;} halmazon lokalisan egyenletesen konvergens, ésszege holomorf.
Az a; _4 egyitthatd a ¢-beli reziduum: g; ¢ = Res f(z2).
=Y

Az f(z) szingularitasait gy sziintetjlik meg, hogy f(z)-bdl kivonjuk a Laurent-sorok negativ kitevls
részét: Iegyen -
a1._n as _n am,—n
9(z) (Z(z—a)ﬂ) (Z(z—cZ ;) (%(z—cm)n)

A szingularitasokon kivil ez mind holomorf.

Barmely 1 < j < m-re a ¢; pontban az f(z) — 3 d.-n_ fliggvénynek megsziintethet
n=1

— (z—¢q)"

szingularitasa van, a tébbi kivont sor pedig holomorf ¢;-ben. Tehat, g(z)-nek mindegyik ¢;-ben
megszintethetd szingularitasa van; g(z) az egész D, tartomanyon holomorf.
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f(2) g(Z+ZZ a””

j=1 n=1
aDy\{ci,...,cn} tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.
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f(2) g(Z+ZZ a””

j=1 n=1
aDy\{ci,...,cn} tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.

Most mar végre integralhatunk:

1
%Lf(z) dz
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- g(2) +ZZ a/—n

=1 n=1

aDy\{ci,...,cn} tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.

Most mar végre integrélhatunk'

1

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas
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- g(2) +ZZ a/—n

=1 n=1
aDy\{ci,...,cn} tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.

Most mar végre integralhatunk:

7/f dz—f/g dz+22<af’_” 271'//( —dZC/))

j=1 n=1
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- g(2) +ZZ a/—n

j=1 n=1
aDy\{ci,...,cn} tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.

Most mar végre integralhatunk:

7/f dz—f/g dz+22<af’_” 271'//( —dZC/))

j=1 n=1

A g(z) az egész Dy-on holomorf és + nullhomotop, ezért f7 g(z)dz=0.
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- g(2) +ZZ a/—n

j=1 n=1
aDy\{ci,...,cn} tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.
Most mar végre integralhatunk:

7/f dz—f/g dz+22<af’_” 271'//( —dZC/))

j=1 n=1

A g(z) az egész DO on holomorf és v nullhomotoép, ezért f g(z)dz=0.
n > 2 esetén az oy fuggvenyeknek van primitiv fiiggvénye,
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j=1 n=1
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Tehét,

1 4 1 dz 4
27”/77‘(2)(12—]:21(3]7_127(1&20]) —;(Rgsfn(fy,cj))

Ha ¢ € Dy nem szingularitas, akkor ott f holomorf, igy Res f = 0.
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2mi z—cC

Ezek utan 1 .
o A f(z) dz
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27”/77‘(2)(12—]:21(3]7_127(1&20]) —;(Rgsfn(fy,cj))
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Rezidumtétel (nullhomolog valtozat)

Legyen D c C tartomany, f(z) holomorf D-n, izolalt szingularitasok kivételével, tovabba 1, . .., v«
rektifikalhato, zart gérbek D- ben amelyek nem mennek at f(z) szingularitdsain, és barmely ¢ ¢ D

(Z (v, ¢ ) ‘Resf.

CED j=1

P

k
pontra 3" n(v;, ¢) = 0. Ekkor Z / f(z) dz =
j=1
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Legyen D c C tartomany, f(z) holomorf D-n, izolalt szingularitasok kivételével, tovabba 1, . .., v«
rektifikalhato, zart gérbek D- ben amelyek nem mennek at f(z) szingularitdsain, és barmely ¢ ¢ D

(Z (v, ¢ ) ‘Resf.

CED j=1

P

Biz. (vazlat) Legyen Dy C D az a tartomany, ahol f holomorf.

k
pontra 3" n(v;, ¢) = 0. Ekkor Z / f(z) dz =
j=1
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Rezidumtétel (nullhomolog valtozat)

Legyen D c C tartomany, f(z) holomorf D-n, izolalt szingularitasok kivételével, tovabba 1, . .., v«
rektifikalhato, zart gérbek D- ben amelyek nem mennek at f(z) szingularitdsain, és barmely ¢ ¢ D

k
pontra 3" n(v;, ¢) = 0. Ekkorz / f(z)dz =" (Z (v, € )~Rg:sf.
j=1

ceD ™ j=1

X
O% %‘
Biz. (vazlat) Legyen Dy C D az a tartomany, ahol f holomorf. Az eddigi gérbékhez tovabbiakat
veszlink hozza: mindegyik ¢ szingularitas koril rajzolunk — Z/I'(ﬂ n(~;, ¢) darab kis kort.
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rektifikalhato, zart gérbék D- ben amelyek nem mennek at f(z) szingularitisain, és barmely ¢ ¢ D

k k
pontra > n(v;,c) = 0. Ekkor E / f(z)dz =
j=1

(Z (7,-,c)) ‘Resf.

Biz. (vazlat) Legyen Dy C D az a tartomany, ahol f holomorf. Az eddigi gérbékhez tovabbiakat
veszlink hozza: mindegyik ¢ szingularitas koril ra]zolunk Z/ 1 N(v;j, ¢) darab kis kort. Az igy
kapott gérbe lanc indexe minden D;-en kiv(li pontra nézve 0,
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Rezidumtétel (nullhomolog valtozat)

Legyen D c C tartomany, f(z) holomorf D-n, izolalt szingularitasok kivételével, tovabba 1, . .., v«
rektifikalhato, zart gérbék D- ben amelyek nem mennek at f(z) szingularitisain, és barmely ¢ ¢ D

k

k
pontra 3" n(v;, ¢) = 0. Ekkorz / f(z)dz =" (Z (yj,c)) ‘Resf.
j=1

Biz. (vazlat) Legyen Dy C D az a tartomany, ahol f holomorf. Az eddigi gérbékhez tovabbiakat
veszlink hozza: mindegyik ¢ szingularitas koril ra]zolunk Z 1 N(~j, c) darab kis kért. Az igy
kapott gorbe lanc indexe minden D;-en kiv(li pontra nézve 0, tehat az altalanos Cauchy-tétel
szerint ezeken a gorbéken a vonalintegralok 6sszege O.
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Rezidumtétel (nullhomolog valtozat)

Legyen D c C tartomany, f(z) holomorf D-n, izolalt szingularitasok kivételével, tovabba 1, . .., v«
rektifikalhato, zart gérbék D- ben amelyek nem mennek at f(z) szingularitisain, és barmely ¢ ¢ D

k

k
pontra 3" n(v;, ¢) = 0. Ekkorz / f(z)dz =" (Z (yj,c)) ‘Resf.
j=1

Biz. (vazlat) Legyen Dy C D az a tartomany, ahol f holomorf. Az eddigi gérbékhez tovabbiakat
veszlink hozza: mindegyik ¢ szingularitas koril ra]zolunk Z 1 N(~j, c) darab kis kért. Az igy
kapott gorbe lanc indexe minden D;-en kiv(li pontra nézve 0, tehat az altalanos Cauchy-tétel
szerint ezeken a gorbeken a vonalmtegralok 0sszege 0. Ezért,

k
E 21 dz—E (E n(yj,c))-Resfzo.
c
ceD ™ j=t
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

f(2)
Z—C

Res
Z=C
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

N2 s
l§=§ Z—Cc (e);
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor
f(z)

TRy f(2)
Res2—¢ ~ 1o Res (z =)<+
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

Res M2) _#e)  Re

f(2) f9(c).
z—c P (z—c)kt1 kI
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

fz2) W)

z=cz—C . lz{izg(z—c)"Jf1_ k!

v
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

Res f(2) = f(c);

f(z) f%)(c).
z=c Z—C lz{i:g (z—c)tt kI

4

Példak

P 22 . e1/z

v
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

fz2) W)

z=cz—C . lz{izg(z—c)"Jf1_ k!

4

Példak

1 1 1
@ z2.¢g1/z =32 Sl B
z22.e Pzttt 570 4,

v
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

fz2) W)

z=cz—C . lz{izg(z—c)"Jf1_ k!

4

Példak
@2 . e72=242z4 1 + 12*1 - lz‘2 + ..., tehat Res <22 : e”z) = 1
2 6 24 ’ z=0 6

v
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben
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@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

fz2) W)
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4

Példak
o2 er=2izil il iy Loy tenatRes (z2 : eVZ) _1
26 24 20 6

o 1
z2sinz

v

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas 2020. nov. 2. 9/29



A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

fz2) W)

z=cz—C . lz{izg(z—c)"Jf1_ k!

4

Példak
@2 . e72=242z4 1 + 12*1 - lz‘2 + ..., tehat Res <22 : e”z) = 1
2 6 24 ’ z=0 6

o 1. _ 1
22sinz = Z8(1-Z 1))

v

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas 2020. nov. 2. 9/29



A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

fz2) W)

z=cz—C . lz{izg(z—c)"Jf1_ k!

4

Példak
o2 er=2izil il iy Loy tenatRes (z2 : eVZ) _1
26 24 20 6

o - L _ 1 1+z—2+
22sinz = BA-Z4..) 2 6

v

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas 2020. nov. 2. 9/29



A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

fz2) W)

z=cz—C . lz{izg(z—c)"Jf1_ k!

4

Példak
o2 er=2izil il iy Loy tenatRes (z2 : eVZ) _1
26 24 20 6

° L ! _ 1 1+z—2+ _l+ﬁ+
ZZSinZ_ZS('l—ZG—E—I—...)_Zs 6 —23 Z .

v

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas 2020. nov. 2. 9/29



A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

fz2) W)

z=cz—C . lz{izg(z—c)"Jf1_ k!

4

Példak

1 1 1 1

@ 72.al/z — 72 iyt L2y 2 (2, 1/2):7.

zc-e z +z+2+6z +24z + ,tehatlzii:g zc-e 5
1 1 1 z2 1 1/6 1 1
(4] - = = —(14+—+... )| ==+ +..,tehdtRes ——— = —.
z2sinz 23(1_26—24-...) 23( + 6 * > z3+ z + >0 2sinz 6

v

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas 2020. nov. 2. 9/29



A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

Res f(2) = f(c);

f(z) f%)(c).
z=c Z—C lz{i:g (z—c)tt kI

4

Példak

1 1 1 1
@ 72.al/z — 72 iyt L2y 2 (2, 1/2):7.
zc-e z +z+2+6z +24z 4F ,tehatlzii:g zc-e 5
1 1 1 z2 1 1/6 1 1
) - = = —(14+—+... )| ==+ +..,tehdtRes ——— = —.
z2sinz 23(1_26—24-...) 23( + 6 + > z3+ z u 20 Z2sinz 6
oRescosz
z=0 V4

v

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas 2020. nov. 2. 9/29



A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

Res f(2) = f(c);

f(z) f%)(c).
z=c Z—C lz{i:g (z—c)tt kI

4

Példak

1 1 1 1

@ 72.al/z — 72 iyt L2y 2 (2, 1/2):7.

zc-e z +z+2+6z +24z + ,tehatlzii:g zc-e 5
1 1 1 z2 1 1/6 1 1
(4] - = = —(14+—+... )| ==+ +..,tehdtRes ——— = —.
z2sinz 23(1_26—24-...) 23( + 6 * > z3+ z + >0 2sinz 6

Ccos z
@ Res = cos 0.
=0 Z

v
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

fz2) W)

f2)
Res o6 =10 Bes— e =

4

Példak

1 1 1 1
@ 72.pgl/z — 2 iyt L2y 5 (2. 1/2):7_
zc-e z +z+2+6z +24z 4F ,tehatlzii:g zc-e 5
1 1 1 z2 1 1/6 1 1
) - = = —(14+—+... )| ==+ +..,tehdtRes ——— = —.
z2sinz 23(1_26—24-...) 23( + 6 + > z3+ z u 20 Z2sinz 6
cos z
@ Res = cos 0.
z=0 V4
oResg
z=0 V4 y
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

fz2) W)

f2)
Res o6 =10 Bes— e =

4

Példak

1 1 1 1
@ 72.al/z — 72 S 414 524  tehdtR (2, 1/2):7.
zc-e z+z+2+6z +24z 4F ,teatzi:gz e 6
1 1 1 z2 1 1/6 1 1
[+ - = = — (1 — 4+ ... | ==+ "+ ..., tehatRes ——— = —.
z2sinz 23(1_26—24-...) 23(4_67L > z3+z+ >0 2sinz 6
z
@ Res = cos 0.
Z=
cos z)"
@ Res cosz _ ( ) |z:°
z=0 23 2| y
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A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

@ Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
@ Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

fz2) W)

2) _ 4
Resz ¢~ 1@ BSG—om = ki

4

Példak

1 1 1 , 1
° 22~e1/2:z2+z+§+ éz*1 +ﬂz*2+...,tehatl§£g <22~e1/z) =5
1 1 1 z° 1 1/6 1 1
[+ . = = — (1 — 4+ ... | ==+ "+ ..., tehatRes ——— = —.
z2sinz 23(1_26—24-...) 23(4_67L > z3+z+ 20 Z2sinz 6
z
@ Res = cos 0.
Z=
cos z)"
° Rescosz:( ) |z:° :—1.
z—0 23 2! 2

v
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor

n=—1

W
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

oo

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor

n=-—1
532 f(z) = a_1

W
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor

n=—1

W
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor

n=—1

@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor

W

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas 2020. nov. 2. 10/29



A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor
n=—1

532 f(z)=a_1= ZI@C f(z) - (z—c).

@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor

Res (£(2) - 9(2))

W
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor
n=—1

532 f(z)=a_1= ZI@C f(z) - (z—c).

@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor

Res (1(2) - 9(2)) = lim £(2) - 9(2) - (2~ ©)

W
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor
n=—1

532 f(z)=a_1= ZI@C f(z) - (z—c).

@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor

Res (f(2) - 9(2)) = lim 1(2) - 9(2) - (2 — ©) = f(c) - Res g(2).

v
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor

n=—1 .
532 f(z)=a_1= ZI@C f(z) - (z—c).

@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor
Res (£(2)- 9(2)) = lim £(2) - g(2) - (z - ©) = £(c) - Res g(2).

@ Ha a c pontban f(z)-nek egyszeres gydke van, akkor
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor
n=—1

532 f(z)=a_1= ZI@C f(z) - (z—c).

@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor
Res (£(2)- 9(2)) = lim £(2) - g(2) - (z - ©) = £(c) - Res g(2).

@ Ha a c pontban f(z)-nek egyszeres gydke van, akkor

1
eSS ——
=c

f(2)
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@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor

n=—1 .
532 f(z)=a_1= ZI@C f(z) - (z—c).

@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor
Res (£(2)- 9(2)) = lim £(2) - g(2) - (z - ©) = £(c) - Res g(2).

@ Ha a c pontban f(z)-nek egyszeres gydke van, akkor

1 .. Z—C¢C 1
eS ——
Z=C

@)~ MRz - o)

@ Ha a c pontban f(z) és g(z) holomorf, g(c) # 0, és h(z)-nek egyszeres gydke van, akkor
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor

n=—1 .
532 f(z)=a_1= ZI@C f(z) - (z—c).

@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor
Res (£(2)- 9(2)) = lim £(2) - g(2) - (z - ©) = £(c) - Res g(2).

@ Ha a c pontban f(z)-nek egyszeres gydke van, akkor

e 1 lim z-¢c_ 1
z:g f(Z) T z—c f(Z) B f’(C).

@ Ha a c pontban f(z) és g(z) holomorf, g(c) # 0, és h(z)-nek egyszeres gydke van, akkor

f(2)
X290 h@)
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

oo

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor

n=—1 .
532 f(z)=a_1= ZI@C f(z) - (z—c).

@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor
Res (£(2)- 9(2)) = lim £(2) - g(2) - (z - ©) = £(c) - Res g(2).

@ Ha a c pontban f(z)-nek egyszeres gydke van, akkor

1 .. Z—C¢C 1
€S —— —

RS 7D~ M Tz ~ (o)

@ Ha a c pontban f(z) és g(z) holomorf, g(c) # 0, és h(z)-nek egyszeres gydke van, akkor

f2)  fo)
9@ h2) "ol 5

e

1
h(z)
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor

n=—1 .
532 f(z)=a_1= ZI@C f(z) - (z—c).

@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor
Res (£(2)- 9(2)) = lim £(2) - g(2) - (z - ©) = £(c) - Res g(2).

@ Ha a c pontban f(z)-nek egyszeres gydke van, akkor
e 1 lim z-¢c_ 1
z:g f(Z) T z—c f(Z) B f’(C).
@ Ha a c pontban f(z) és g(z) holomorf, g(c) # 0, és h(z)-nek egyszeres gydke van, akkor

Res f(2) _ f(c) Res 1. fle) 1

z=c g(z)-h(z) ~ g(c) z=c h(z) — g(c) H(c)
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A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

® Haf(z)= ) as(z - c)", akkor

n=—1 .
IZQES f(z)=a_1= ZI@C f(z) - (z—c).

@ Ha a c pontban f(z) holomorf és g(z)-nek els6érendii pdlusa van, akkor
Res (£(2)- 9(2)) = lim £(2) - g(2) - (z - ©) = £(c) - Res g(2).

@ Ha a c pontban f(z)-nek egyszeres gydke van, akkor
e 1 lim z-¢c_ 1
z:g f(Z) T z—c f(Z) B f’(C).
@ Ha a c pontban f(z) és g(z) holomorf, g(c) # 0, és h(z)-nek egyszeres gydke van, akkor

Res flz) _ f(c) R 1 fle) 1 f(c)

= g(z)-h(z) ~ g(c) z=e h(z) _ g(c) M(c) ~ glc)-h(c)
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Példak
Res .1 = !
z=rsinz  (cosz)|,__
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Példak
Res .1 = ! = l
z=rsinz  (cosz)| —1

Z=T
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Példak

1 1 1
Res — = = —
z=rsinz  (cosz)|,_ ~ —1
1
Res ———
ZSIS z2 +1

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas 2020. nov. 2. 11/29



Példak

1 1 1
Res —— = ==
z=rsinz  (cosz)|,_ ~ —1
1 1

Res =
z=i 22 +1 (22+1)/

z=j
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Példak

1 1 1
Res —— = ==
z=rsinz  (cosz)|,_ ~ —1

1 1 1

Res =
z=i 22 +1 (22+1)/

z=j

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas 2020. nov. 2. 11/29



Példak

1 1 1
Res — = = —.
z=rsinz  (cosz)|,_ ~ —1
Res 1 = ! = l
z=i 22 4+ 1 (22 + 1Y) 2i
z=i
1
132? z4—1
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Példak

1 1 1
Res —— = ==
z=rsinz  (cosz)|,_ ~ —1

1 1 1

Res =
z=i 22 +1 (22+1)/

z=j

Res 1 = 1
z=i 24 —1 (24— 1)

z=i
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Példak

1 1 1
Res — = = —.
z=rsinz  (cosz)|,_ ~ —1
Res 1 = ! = l
z=i 22 4+ 1 (22 + 1Y) 2i
z=i
Res 1 = 1 = L
z=i z4 — 1 (24 _ 1)/ —4i
z=i
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Példak

1 1 1
Res — = = —.
z=rsinz  (cosz)|,_ ~ —1
Res 1 = ! = l
z=i 22 4+ 1 (22 + 1Y) 2i
z=i
Res 1 = 1 = L
z=i z4 — 1 (24 _ 1)/ —4i

z=i

ezz
Res -
z=0 (28 +2sinz) - cos z
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Példak

1 1 1
Res — = = —.
z=rsinz  (cosz)|,_ ~ —1
Res 1 = ! = l
z=i 22 4+ 1 (22 + 1Y) 2i
z=i
Res 1 = 1 = L
z=i z4 — 1 (24 _ 1)/ —4i
z=i
ezz eO

Res - = -
z=0 (z2°+2sinz)-cosz (28 +2sinz)|,_,-cos0

z=0
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Példak

1 1 1
Res — = = —.
z=rsinz  (cosz)|,_ ~ —1
Res ! = ! = l
z=i z2 + 1 (22 + 1Y) 2i
z=i
Res 1 = ! = L
z=i z4 — 1 (24 _ 1)/ —4i
z=i
Res & = < _ ]
z=0 (28 +2sinz)-cosz (28 +2sinz)|,_,-cos0|,, 2
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Definicio (reziduum a végtelenben)

Ha f(z)-nek izolalt szingularitésa van a oo-ben, vagyis egy nagy kérén kiviil holomorf, és itt a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z anz", akkor Res f(z) = —a_+.

n=—o0
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Definicio (reziduum a végtelenben)

Ha f(z)-nek izolalt szingularitésa van a oo-ben, vagyis egy nagy kérén kivil holomorf, és itt a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z anz", akkor Res f(z) = —a_+.

n=—o0

Ekvivalens definiciok

@ Ha f(z) az R sugaru kérén és azon kivil holomorf, akkor .
1
zR:%i f(z) = o /|z_r f(z) dz.
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Definicio (reziduum a végtelenben)

Ha f(z)-nek izolalt szingularitésa van a oo-ben, vagyis egy nagy kérén kivil holomorf, és itt a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z anz", akkor Res f(z) = —a_+.

n=—o0

Ekvivalens definiciok
@ Ha f(z) az R sugaru kérén és azon kivil holomorf, akkor .

1
zR:%i f(z) = o /|z_r f(z) dz.

1 1
°§%if(z):593<—vvz'f(w>>-

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas 2020. nov. 2. 12/29



Definicio (reziduum a végtelenben)

Ha f(z)-nek izolalt szingularitésa van a oco-ben, vagyis egy nagy kéron kivil holomorf, és itt a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z apz", akkor Res f(z) = —a_y.

n=—o0

Ekvivalens definiciok
@ Ha f(z) az R sugaru kérén és azon kivil holomorf, akkor .

1
zR:%i f(z) = o /|z_r f(z) dz.

1 1
°£%if(z):593<—vvz'f(w>>-

Biz. . (a) EgyUtthaté-formula a_q-re.
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Definicio (reziduum a végtelenben)

Ha f(z)-nek izolalt szingularitésa van a oco-ben, vagyis egy nagy kéron kivil holomorf, és itt a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z apz", akkor Res f(z) = —a_y.

n=—o0

Ekvivalens definiciok
@ Ha f(z) az R sugaru kérén és azon kivil holomorf, akkor .

1
zR:%i f(z) = o /|z_r f(z) dz.

1 1
°£%if(z):593<—vvz'f(w>>-

Biz. . (a) EgyUtthaté-formula a_q-re.

(b) Helyettesitéses integralas: z = . (Megforditja a kor iranyitasat!),
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n=—o0
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@ Ha f(z) az R sugaru kérén és azon kivil holomorf, akkor .

1
zR:%i f(z) = o /|z_r f(z) dz.

1 1
°£%if(z):593<—vvz'f(w>>-

Biz. . (a) EgyUtthaté-formula a_q-re.

(b) Helyettesitéses integralas: z = 1 (Megforditja a kor iranyitasat!), dz = —-d%

we
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Definicio (reziduum a végtelenben)

Ha f(z)-nek izolalt szingularitésa van a oco-ben, vagyis egy nagy kéron kivil holomorf, és itt a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z apz", akkor Res f(z) = —a_y.

n=—o0

Ekvivalens definiciok
@ Ha f(z) az R sugaru kérén és azon kivil holomorf, akkor .

1
zR:%i f(z) = o /|z_r f(z) dz.

1 1
°£%if(z):593<—vvz'f(w>>-

Biz. . (a) EgyUtthaté-formula a_q-re.

(b) Helyettesitéses integralas: z = 1 (Megforditja a kor iranyitasat!), dz = —-d%

W2 3
Res 1(2)
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Definicio (reziduum a végtelenben)

Ha f(z)-nek izolalt szingularitésa van a oco-ben, vagyis egy nagy kéron kivil holomorf, és itt a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z apz", akkor Res f(z) = —a_y.

n=—o0

Ekvivalens definiciok
@ Ha f(z) az R sugaru kérén és azon kivil holomorf, akkor .

1
zR:%i f(z) = o /|z_r f(z) dz.

1 1
°£%if(z):593<—vvz'f(w>>-

Biz. . (a) EgyUtthaté-formula a_q-re.

(b) Helyettesitéses integralas: z = 1 (Megforditja a kor iranyitasat!), dz = —-d%

we
1
zli%i f(z) = o /z|_R f(z) dz
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Definicio (reziduum a végtelenben)

Ha f(z)-nek izolalt szingularitésa van a oco-ben, vagyis egy nagy kéron kivil holomorf, és itt a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z apz", akkor Res f(z) = —a_y.

n=—o0

Ekvivalens definiciok
@ Ha f(z) az R sugaru kérén és azon kivil holomorf, akkor .

1
zR:%i f(z) = o /|z_r f(z) dz.

1 1
°£%if(z):593<—vvz'f(w>>-

Biz. . (a) EgyUtthaté-formula a_q-re.

(b) Helyettesitéses integralas: z = 1 (Megforditja a kor iranyitasat!), dz = —-d%

we
1 1 1\ —dw
zI{eosof(Z):—zﬂ_I/d_Rf(Z) dZ:27-(-['/|W_1 f(W) w2
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Definicio (reziduum a végtelenben)

Ha f(z)-nek izolalt szingularitésa van a oco-ben, vagyis egy nagy kéron kivil holomorf, és itt a

Laurent-sorba fejtése f(z) = Z apz", akkor Res f(z) = —a_y.

n=—o0

Ekvivalens definiciok
@ Ha f(z) az R sugaru kérén és azon kivil holomorf, akkor .

1
zR:%i f(z) = o /|z_r f(z) dz.

1 1
°£%if(z):593<—vvz'f(w>>-

Biz. . (a) EgyUtthaté-formula a_q-re.

(b) Helyettesitéses integralas: z = 1 (Megforditja a kor iranyitasat!), dz = —-d%

we
R f(z)——i/ f(z) dz—i/
Z:eoso B 2ri |z|=R B 2ni |w|=

fl _dW:Res —i-f il .
1 \w/) w? z=0 w2 w
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A reziduumok 6sszege

Ha f(z) véges sok izolalt szingularitas kivételével az egész sikon holomorf, akkor a reziduumainak
0sszege, beleértve a oo-beli reziduumot is, nulla:

ZRgsf: 0.

ceC
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A reziduumok 6sszege

Ha f(z) véges sok izolalt szingularitas kivételével az egész sikon holomorf, akkor a reziduumainak
0sszege, beleértve a oo-beli reziduumot is, nulla:

ZRgsf: 0.

ceC

Biz. Ha a szingularitdsok a |z| = R kor belsejében vannak, akkor
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A reziduumok 6sszege

Ha f(z) véges sok izolalt szingularitas kivételével az egész sikon holomorf, akkor a reziduumainak
0sszege, beleértve a oo-beli reziduumot is, nulla:

ZRgsf: 0.

ceC

Biz. Ha a szingularitdsok a |z| = R kor belsejében vannak, akkor

D Resf @@

ceC 0
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A reziduumok 6sszege

Ha f(z) véges sok izolalt szingularitas kivételével az egész sikon holomorf, akkor a reziduumainak
0sszege, beleértve a oo-beli reziduumot is, nulla:

ZRCesf: 0.

ceC

Biz. Ha a szingularitdsok a |z| = R kor belsejében vannak, akkor

ZRgsf=(ZRgsf) QQ

ceC [c|<R
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A reziduumok 6sszege

Ha f(z) véges sok izolalt szingularitas kivételével az egész sikon holomorf, akkor a reziduumainak
0sszege, beleértve a oo-beli reziduumot is, nulla:

ZRCesf: 0.

ceC

Biz. Ha a szingularitdsok a |z| = R kor belsejében vannak, akkor

ZRgsf:(ZRgsf)+R£sf @@

ceC [c|<R
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A reziduumok 6sszege

Ha f(z) véges sok izolalt szingularitas kivételével az egész sikon holomorf, akkor a reziduumainak
0sszege, beleértve a oo-beli reziduumot is, nulla:

ZRCesf: 0.

ceC

Biz. Ha a szingularitdsok a |z| = R kor belsejében vannak, akkor

ZRgsf:(ZRgsf)+R£sf @@

ceC [c|<R

1
= 5= f(z) dz @
2ri |z|=R ( )
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A reziduumok 6sszege

Ha f(z) véges sok izolalt szingularitas kivételével az egész sikon holomorf, akkor a reziduumainak
0sszege, beleértve a oo-beli reziduumot is, nulla:

ZRCesf: 0.

ceC

Biz. Ha a szingularitdsok a |z| = R kor belsejében vannak, akkor

ZRgsf:(ZRgsf)+R£sf @@

ceC [c|<R

1 1
= 5= f(z)dz — — f(z) dz @
2ri |z|=R ( ) 27 |z|=R ( )
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A reziduumok 6sszege

Ha f(z) véges sok izolalt szingularitas kivételével az egész sikon holomorf, akkor a reziduumainak
0sszege, beleértve a oo-beli reziduumot is, nulla:

ZRCesf: 0.

ceC

Biz. Ha a szingularitdsok a |z| = R kor belsejében vannak, akkor

ZRgsf:(ZRgsf)+R£sf @@

ceC [c|<R

1 1
= f(z)dz — — f(z)dz =0. @
2mi |z|=R ( ) 2mi |z|=R ( )

13. A reziduumtétel Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas 2020. nov. 2. 13/29



szilinet

A
2020. nov. 2. 14/29



14. A reziduumtétel alkalmazasai |
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Improprius integralok kiszamitasa

oo OO H
COS X Sin X
——= dx =7 —— dx =7
/o X2+ 1 /0 X

o0 1 > (log x)2
dx =7 dx =7
/0 21 /o (x+1p
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Példa (integraljunk félkoron)

> cos x
o X2+1
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Példa (integraljunk félkoron)

> cos X . R cosx
——-dx = lim ~27 dx
0 X°+1 R—oo Jo X%+ 1
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Példa (integraljunk félkoron)

X —ix

> cos x [ cosx Rt
——— dx = lim ——— dx = lim —5o— dx

0o X°+1 R—oo Jog X%+ 1 R—oo Jo X2+ 1
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Példa (integraljunk félkoron)

0o R R e*t+e ¥ R ix
COS X . COS X . = 1 . e
———— dx = lim / ——— dx = lim / —2 dx = = lim / —— dx
0 X°+1 R—oo Jo X%+ 1 R—oo Jy X241 2 R—oo J_pg X2 + 1
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Példa (integraljunk félkoron)

0o R R e*t+e ¥ R ix
COS X . COS X . = 1 . e
———— dx = lim / ——— dx = lim / —2 dx = = lim / —— dx
0 X°+1 R—oo Jo X%+ 1 R—oo Jy X241 2 R—oo J_pg X2 + 1

14. A reziduumtétel alkalmazasai Komplex Fiiggvénytan, 13-14. eldadas 2020. nov. 2. 17/29



Példa (integraljunk félkoron)

0o R R e*t+e ¥ R ix
COS X . COS X . = 1 . e
———— dx = lim / ——— dx = lim / —2 dx = = lim / —— dx
0 X°+1 R—oo Jo X%+ 1 R—oo Jy X241 2 R—oo J_pg X2 + 1

R ix
e
—— dx
/_,:,x2+1

14. A reziduumtétel alkalmazasai Komplex Fiiggvénytan, 13-14. eldadas 2020. nov. 2. 17/29



Példa (integraljunk félkoron)

0o R R e*t+e ¥ R ix
COS X . COS X . = 1 . e
———— dx = lim / ——— dx = lim / —2 dx = = lim / —— dx
0 X°+1 R—oo Jo X%+ 1 R—oo Jy X241 2 R—oo J_pg X2 + 1

R ix iz
/ ze—dX:/ =iz
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Példa (integraljunk félkoron)

0o R R e*t+e ¥ R ix
COS X . COoS X . e 1 . e
dx = lim dx = lim —2 _dx=— lim — dx
0o X2+1 R—oo Jo X2+ 1 R—oo Jo X2+ 1 2 Rsoo J_p X2+ 1

R ix iz iz
e
[ o= [ e [ sy
_pX¢+1 [~ 2% + 1 [~ 2% + 1
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Példa (integraljunk félkoron)

> cos x [ cosx R e
> dx = lim 2 dx = lim T
0o X°+1 R—oo Jog X%+ 1 R—oo Jo X2+ 1
R ix iz iz
e e e
/ 27‘1’(:/ 27‘12—/ B
_gXxc+1 I~ 22+ 1 I~ Z% +1
iz
=2mi-Res —5——
g z§:$z2+1

dx = -
2 R—oo

R ix
e
_Rr X +1
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Példa (integraljunk félkoron)

R .
/7FI'X2+1

eIX
dx

00 R R e¥4+e~*
X . X , . .
/ c2os dx = Ilm/ 0203 dx = Ilm/ 2 _dx=_ lim
0o X2+1 R—oo Jo X2+ 1 R—oo Jo X2+ 1 2 R—oo
R ix iz iz
e e e
vl oo | & o
_pX¢+1 [~ 2% + 1 [~ 2% + 1
. e’ 1
=2riRey 7y +0( e )
_R e

4
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Példa (integraljunk félkoron)

0o R R e*t+e ¥ R ix
COS X . COS X . = 1 . e
dx = lim dx = lim 2 _dx = — lim — dx
0o X2+1 R—oo Jo X2+ 1 R—oo Jo X2+ 1 2 Rsoo J_p X2+ 1

R ix iz iz
e
[ o= [ e [ sy
_pX¢+1 [~ 2% + 1 [~ 2% + 1
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Példa (integraljunk félkoron)

0o R R e*t+e ¥ R ix
COS X . COS X . = 1 . e
dx = lim dx = lim 2 _dx = — lim — dx
0o X2+1 R—oo Jo X2+ 1 R—oo Jo X2+ 1 2 Rsoo J_p X2+ 1

R ix iz iz
e
[ o= [ e [ sy
_pX¢+1 [~ 2% + 1 [~ 2% + 1

iz
—27ri~Rese+O<1-R>
Z=I

22 +1 R?
, g 1
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Példa (integraljunk félkoron)

o R R e*t+e=*
X . COS X .
/ c2os dx = Ilm/ ; dx = Ilm/ -~
0o X°+1 R—oo Jog X%+ 1 R—oo Jo X2+ 1
R ix iz iz
e e e

/Td’(:/ 27‘12—/ B
_pX¢+1 [~ 2% + 1 [~ 2% + 1

iz 1
—27ri-Rese+O<
z=I

72 1 R
, g 1
= 2nl (22 1)l z=i - O<R>
=
= 27i e +0 ;)

dx = = lim
2 R—c

R ix
e
—— dx
[R X2+1
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Példa (integraljunk félkoron)

> cos X [ cosx R e
> dx = lim 2 dx = lim 2
0o X°+1 R—oo Jog X%+ 1 R—oo Jo X2+ 1
R ix iz iz
e e e
/Td’(:/ 27‘12—/ B
_pX¢+1 [~ 2% + 1 [~ 2% + 1

iz
—27ri~Rese+O< !
Z=I

72 1 R
, g 1
B zz,“’(R)
e ! 1 T 1

dx = = lim
2 R—c

R ix
e
—— dx
[R X2+1
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Példa (integraljunk félkoron)

> cos X . R cosx . Rete
> dx = lim 2 dx = lim 2
0o X°+1 R—oo Jog X%+ 1 R—o0 Jg x+1

R ix iz iz
/ 2eidx:/ zLdz—/ e7dz
_a X241 I~ 22 +1 z2 4+ 1

iz

= 27i - Res zze+ +O< )

iz
- +O _
(22+1)lzi ( >

<21 +o(5) =5+ o)

R
A R — oo hataratmenetbol: / ﬂ dx = 1 lim /
+1 2 R—oo J_pg X2

= 27i -

1
dx = = lim

R el

RX2+1
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

&
sin x

| e

0o X

4
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

-
Sin X
/ de =7 B A B
0 Mi
"R 0 R
. —Mi,

4
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

4
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

sin x
/ —~ dx =7 A
0 - Mi
sm x 1 sin x
=5 ' dx
-R > .
-R 0 R ™
~ —Mi_
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

/ smx

/ sin x dx
0 X

1 (A sin 1 in
_/ S|de:_/S|de
2/ _p X 2 ), Z

Y

0

—Mi_

Y

14. A reziduumtétel alkalmazasai
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

sin x
/ x ¥ .
0 i Mi
sm x 1 sin x 1 sinz
| ZZdx=- | 24z
2 —R X 2 L)J V4 > - }-
gt -R 0
_ 2i d
= — —=— az :
—Mi
2 /L,J 4 >
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

sin x
| ax A
0 Mi
/ smx 1/ smx /smz
2 T x > = »
oo A -R 0 R
— 1 eIZ eflz
=—/ —2_dz= ——dz - dz. o
2 )., 2z 4j 4/ Ly Z > Al

4
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

R . R . .
sin x 1 sin x 1 sinz
° iz —iz A q o . *R - U - -

A fels6 félsikban e, az alsé félsikban e~ korlatos.

4
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

X =7
H . R . .
inx 1 sin x 1 sinz
° eiz e—iz A q o . *R - 0 - R -
1 r 1 e 1 [ ek
= / —2 _dz=— | Z—dz-— dz. _Mi

2 Ly Z 4 L Z 4 Ly Z > 2y

A felsd félsikban e, az alsé félsikban e~ korlatos.

iz iz 1 iz
:l/ e—dz—l./ e—dz——./ e—dz
4i Jog z 4i J« z
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

X =7
H . R . .
inx 1 sin x 1 sinz
° eiz e—iz A q o . *R - 0 - R -
1 r 1 e 1 [ ek
= / —2 _dz=— | Z—dz-— dz. _Mi

2 Ly Z 4 L Z 4 Ly Z > 2y

A felsd félsikban e, az alsé félsikban e~ korlatos.

iz iz
:l/ e—dz—l./ e—dz—l./ °
4i Jto z 4i J« z

dz
419q 4
iz 1 eE 1 efk
:E-Rese——f, —dz — — dz
2 z=0 z 4i )+« z 4i ), z
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

/Hsinx 1 /H sinx / smz
- dX = —
0o X 2) p Xx > 1
eiz e—iz *R [] R
1 - 1 ez 1 ez
= / —2_dz=— [ —dz-— dz. _Mi
2 Ly Z 4 4 Ly Z > SAL
A felsd félsikban e, az alsé félsikban e~ korlatos
1 e 1 ez 1 ez
:—_/ —dz——./ —dz——./ dz
4i Jog z 4i J« z 4i ), z
T ez 1 ez 1 ez
= ~-Res— — — — dz—-— dz
2 z=0 z 4iJq 2z 4i ), z
T 1 ez 1 ez
- — — —dz— — dz.
2 4i 4 z ai ), z
14. A reziduumtétel alkalmazasai

Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas

2020. nov. 2.

18/29



A
Mi
A sin x T 1 e~ 1 e "
—dx= = —— —dz —— — dz. > S
0o X 2 4i J z 4i ), z —F 0 R
—Mi
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A
Mi
A sin x T 1 e~ 1 e "
—dx= = —— —dz —— — dz. > S
0o X 2 4i J z 4i ), z —F 0 R
—Mi

A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat
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A
Mi
A sinx T 1 e~ 1 ez
—dx= £ -—| —dz - | —adz > -t
0o X 2 4i J z 4i ), z —F 0 R

—Mi

Y - . . et’

A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat — dz| < 5 M.
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A
Mi
A sinx T 1 ez 1 ez
—dx= - - —= —dz —— — dz. > 1>
0o X 2 4i J z 4i ), z —F 0 R

—Mi

. ; ] . et?

A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat — dz| < 5 M.

A két vizszintes szakaszon |e*?| < e=M és |z| > M, tehat

14. A reziduumtétel alkalmazasai Komplex Fiiggvénytan, 13-14. eldadas 2020. nov. 2. 19/29



A
Mi
A sinx T 1 e~ 1 el
ZTix= = —— [ Zdz - [ Z—dz . —l
0o X 2 4i J z 4i ), z —F 0 R
—Mi
; . . et’ 1
A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehét — dz' <g M.
i ) i i eiiz efM
A két vizszintes szakaszon |e*?| < e~ M és |z| > M, tehéat ——dz| < = -4R.
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A
Mi
A sinx T 1 e’ 1 el
—dx= = - —= —dz - = — dz. > >t
0o X 2 4i J z 4i ), z —F 0 R
—Mi
; ] . et? 1
A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat > dz' <g M.
) ) ) ; eiiz efM
A két vizszintes szakaszon |e*?| < e=M és |z| > M, tehat ——dz| < = -4R.

Példaul az M = VR vélasztassal

14. A reziduumtétel alkalmazasai Komplex Fiiggvénytan, 13-14. eldadas 2020. nov. 2. 19/29



A
Mi
A sinx T 1 e’ 1 el
—dx= = - —= —dz - = — dz. > >t
0o X 2 4i J z 4i ), z —F 0 R
—Mi
; ] . et? 1
A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat > dz' <g M.
) ) ) ; eiiz efM
A két vizszintes szakaszon |e*?| < e=M és |z| > M, tehat ——dz| < = -4R.

Példaul az M = VR vélasztassal

R .:
sin x
|5 ax
0o X
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A
Mi
A sinx T 1 e’ 1 el
—dx= = - —= —dz - = — dz. > >t
0o X 2 4i J z 4i ), z —F 0 R
—Mi
; ] . et? 1
A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat > dz' <g M.
) ) ) ; eiiz efM
A két vizszintes szakaszon |e*?| < e=M és |z| > M, tehat ——dz| < = -4R.

Példaul az M = VR vélasztassal

R .:
sin x
| e -3
0o X 2
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A
Mi
A sinx T 1 e’ 1 el
—dx= = - —= —dz - = — dz. > >t
0o X 2 4i J z 4i ), z —F 0 R
—Mi
; ] . et? 1
A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat > dz' <g M.
) ) ) ; eiiz efM
A két vizszintes szakaszon |e*?| < e=M és |z| > M, tehat ——dz| < = -4R.

Példaul az M = v/ R valasztassal
R .:
sin x T 1
—dx == + O()
/o X 2 VR
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Mi

—dx= = - — — dz dz. > >

/H sin x T 1 e’ 1 el
0o X 2 4i J« z 4i ), z -R 0

—Mi

\/

A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat

+iz
/ez dz' < l~M.

R
+iz —-M

/ e s e

V4
Példaul az M = v/ R valasztassal
R .:
/ MAax =T 4 0(1 > + O(e‘/ﬁ\/ﬁ)
0

A két vizszintes szakaszon |e*?| < e=M és |z| > M, tehat

M

< —-4R.
X 2 VR
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A
/H sin x T 1 e’
MY ax= I
0 X

Mi
1 -
2 4

— dz.
< Z

4/Mz

—Mi

A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat

e:tiz 1
d — - M.
/% z'<F‘,
+iz
/e dz
V4
H .
/—Smxdx _ L +O(1
0 X

oM
5 \/ﬁ> + O(e‘/ﬁ\/ﬁ)

A két vizszintes szakaszon |e*?| < e=M és |z| > M, tehat
Példaul az M = /R vélasztassal

<7-4R.

Mindkét hibatag 0-hoz tart,
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A
/H sin x T 1 e’
MY ax= I
0 X

Mi
1 -
2 4

— dz.
< Z

4/Mz

—Mi

A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat

e:tiz 1
d — - M.
/% z'<F‘,
+iz
/e dz
V4
R .
0 X

oM
5 \/ﬁ> + O(e‘/ﬁ\/ﬁ)

A két vizszintes szakaszon |e*?| < e=M és |z| > M, tehat
Példaul az M = /R vélasztassal

<7-4R.

Mindkét hibatag 0-hoz tart, tehat
/ sin x dx
0o X
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A
/H sin x T 1 e’
MY ax= I
0 X

i
1 -
2 4i)q z

- — dz.
4 L Z

—Mi

A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat

e:tiz 1
d — - M.
/% z'<F‘,
+iz
/e dz
V4
R .
0 X

oM
5 \/ﬁ> + O(e‘/ﬁ\/ﬁ)

A két vizszintes szakaszon |e*?| < e=M és |z| > M, tehat
Példaul az M = /R vélasztassal

<7-4R.

Mindkét hibatag 0-hoz tart, tehat

0 @i R i
sSin X . Sin x

| ax= gm ["52X

0 X R—o0 0

X
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A
/H sin x T 1 e’
MY ax= I
0 X

Mi
1 -
2 4

— dz.
< Z

4/Mz

—Mi

A négy fliggbleges szakaszon |e*?| < 1 és |z| > R, tehat

e:tiz 1
d — - M.
/% z'<F‘,
+iz
/e dz
V4
R .
0 X

oM
5 \/ﬁ> + O(e‘/ﬁ\/ﬁ)

A két vizszintes szakaszon |e*?| < e=M és |z| > M, tehat
Példaul az M = /R vélasztassal

<7-4R.

Mindkét hibatag 0-hoz tart, tehat

0 o R
sSin X . Sin x

| ax= gm ["52X

0 X R—o0 0

v
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx ? (a>1)
0

xafi1

.
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx ? (a>1)
0

xafi1

.
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

< dx
dz

2mi- Res —— = —_—
T z:e?ﬁ/a Za+1 /Q Za+1

.
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

dx

T

1
2mi- Res —— = /
z=eri/a Z2 + 1 D

I

2

dz

(a>1)

g = / s / + / + /
238 + 1 kék Joords Jzold  Jiia

o
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx ? (a>1)
0

xa+1

. 1 dz
27rl-Res_—a :/ 3 =/+/ +/ +/
z=em/2Z84+1  Jy28+1 ek Joords Sz Jiia
1

1
R pr—
z:e?ﬁ/a z24+1  (z2+1)

z—emi/a

o
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx ? (a>1)
0

xa+1

. 1 dz
2ni - RCS_ = :/a—:/ +/ +/ +
z=em/2Z84+1  Jy28+1 ek Joords Sz Jiia
1 1

1

R = = —_ 0 r R
z:e?ﬁ/a z24+1  (z2+1)

z=gri/a a- (ewi/a)a—1

.
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

< dx

= / i, / / +,
e’”/a za+ 1 Q29+ 1 kék bordé z6ld lila
1 em/a %

Res = = 0o r R
z:e”’/a za 41 ( 1) z—eni/a @ (e’f’/a) - a

.
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

< dx

= / i, / / +,
e’”/a za+ 1 Q29+ 1 kék bordé z6ld lila
1 em/a %

Res = = 0 r R
z:eﬂ’/a za 4+ 1 ( 1)

z—evi/a  @: (e’”/ )2 a
/kek / X4 + 1 ’

.
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

< dx

= / i, / / +,
e’”/a za+ 1 Q29+ 1 kék bordé z6ld lila
1 em/a %

Res = = 0 r R
z:eﬂ’/a za 4+ 1 ( 1)

z—eri/a  A- (e”’/a) - a
e27r//a dx
/kek / Xa+1 /zold / Cxapl

.
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx = (a>1)
0

xa 41

25l / -/, / / +,
2= 9’”/5 za+ zat1 D z2 + 1 kék bordé z6ld lila

1
Res
z:eﬂ’/a za +1 ( 1)

= = 0
a- (eﬂ'/a) - a

z=eTi/a

eZﬂ'I/a dx 1 1
= — . R)= N
/kek / X4 + 1 /zold / X2 + 1 /bordé O( Ra ) O( Ra—1 )’

em/a %

o
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx =7 (a>1)
0

xa 41

5 B / i, / / “,
z= 9’”/5 Z9 + zat1 QY 29+ 1 kék bordd z6ld lila
1 em/a %

Res = = 0 r
smoa 2241 ( 1) a- (em/a) = a

z=eTi/a

— 2T/l g 1 1
=0(=-R)=0 : = O(r
/kek / Xa + 1 /zold / Xa + 1 /bordé (Ra ) (Ra—1 ) /Iila ( )

o
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx =7 (a>1)
0

xa 41

5 B / i, / / “,
z= 9’”/5 Z9 + zat1 QY 29+ 1 kék bordd z6ld lila
1 em/a %

Res = = 0 r
smoa 2241 ( 1) a- (em/a) = a

z=eTi/a

— 2T/l g 1 1
=0(=-R)=0 : = O(r
/kek / Xa + 1 /zold / Xa + 1 /bordé (Ra ) (Ra—1 ) /Iila ( )

] 7e7r//a
2w -

a

o
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

< dx
=7 a>1
/0 x4 +1 (a>1)
5 B / i, / / “,
z= 9’”/5 Z9 + zat1 QY 29+ 1 kék bordd z6ld lila
1 em/a %
Res = 0 r R
z:e”’/a za 41 ( 1) z—eni/a @ (em/a) - a
—e?™/3 dx / 1 1
=0(=-R)=0 , / = O(r
/kek / xa+ 1 /zold / BECE R (Ra ) (Ra_1 ) lila ()
__ami/a ) R 4
2~ — = (1- ezﬂ'/a)/ -
a r X1
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

< dx
=? a>1
/0 x4 +1 (a>1)
- B / =R / / o
z= 9’”/5 Z9 + zat1 QY 29+ 1 kék bordd z6ld lila
1 em/a %
Res = 0 r R
z:e"”/a Za+ 1 ( 1) z—gri/a a- (eT”/a) - a
—e?™/3 dx / 1 1
=0(=-R)=0 ) / = O(r
/kek / Xa+1 /zold / BECETS I W (ga F) = Oga=s) lia )
—emi/a , Roax 1
o - —(1— 2mi/a
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx = (a>1)
0

xa 41

25l / -/, / / +,
2= 9’”/5 za+ zat1 D z2 + 1 kék bordé z6ld lila

1
Res
z:eﬂ’/a za +1 ( 1)

= = 0
a- (eﬂ'/a) - a

z=eTi/a

eZﬂ'I/a dx 1 1
= — . R)= N
/kek / X4 + 1 /zold / X2 + 1 /bordé O( Ra ) O( Ra—1 )’

. —emlia 2ri/a Adx 1
2rl- == = (1 - e2/8) [* 20+ O(gp) + O0)

em/a %

o
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx = (a>1)
0

xa 41

25l / -/, / / +,
2= 9’”/5 za+ zat1 D z2 + 1 kék bordé z6ld lila

1
Res
z:eﬂ’/a za +1 ( 1)

= = 0
a- (eﬂ'/a) - a

z=eTi/a

eZﬂ'I/a dx 1 1
= — . R)= N
/kek / X4 + 1 /zold / X2 + 1 /bordé O( Ra ) O( Ra—1 )’

. —emlia 2ri/a Adx 1
2rl- == = (1 - e2/8) [* 20+ O(gp) + O0)

/°° dx
o Xx2+1

em/a %

o
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx = (a>1)
0

xa 41

25l / -/, / / +,
2= 9’”/5 za+ zat1 D z2 + 1 kék bordé z6ld lila

1
Res
z:eﬂ’/a za +1 ( 1)

= = 0
a- (eﬂ'/a) - a

z=eTi/a

eZﬂ'I/a dx 1 1
= — . R)= N
/kek / X4 + 1 /zold / X2 + 1 /bordé O( Ra ) O( Ra—1 )’

. —emlia 2ri/a Adx 1
2rl- == = (1 - e2/8) [* 20+ O(gp) + O0)

/°° x /” dx
0 Xa8+1  r50,R—00 r X241

em/a %

o
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/°° dx i
0 Xa+1_-

27 -
T z= eﬂ"/a Za+1 /% Za+1

1
Res
z:eﬂ’/a za 41 ( 1)

L-l=5 L]

] 7e7r//a
2w -

a

*° dx . Roax :
—— = lim —— =27i -
o X2+1 r=0R—o0 ), x2+4+1

z=eTi/a

(a>1)
/kek /bordo /zold /Illa
em/a
_ _ 0
a- (em/a) — a
eZw//a dx

Coxa1

xé 41
_eﬂ'i/a
a- (1 _ eZW//a)

1 1
= O(= - R) = O(=—),
/bordé (Ra ) (Ra—1)

R
= (1 - il / & Lo R:_1 )+ O(r)

o
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx = (a>1)
0

xa 41

i By, = / i, / / +,
2= 9’”/5 Z9 + zat1 Q29+ 1 kék bordé z6ld lila
1 em/a %

Res = = 0 r R
r—en/a 28 1 1 ( 1) a- (em/a) = a

z=eTi/a

— 2T/l g 1 1
= O(— - R) = O(——), = O(r
/kek / Xa + 1 /zold / Xa + 1 /bordé (Ra ) (Ra—1 ) /Iila ( )

. —emlia 2ri/a Adx 1
2rl- == = (1 - e2/8) [* 20+ O(gp) + O0)

®©  dx , Roax , eri/a T 2i
—— = lim —— =2mi - == — -
o X2+1 r50R-00 ), Xx2+1 a-(1-—e2m/ay g eri/a_g-mi/a

.
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx =7 (a>1)
0

xa 41

5 B / i, / / “,
z= 9’”/5 Z9 + zat1 QY 29+ 1 kék bordd z6ld lila
1 em/a %

Res = = 0 r R
s=erisa 28+ 1 T (2 1) a- (em/a) - a

z=eTi/a

— 2T/l g 1 1
= O(— - R) = O(——), = O(r
/kek / Xa + 1 /zold / Xa + 1 /bordé (Ra ) (Ra—1 ) /Iila ( )

. —emlia 2ri/a Adx 1
2rl- == = (1 - e2/8) [* 20+ O(gp) + O0)

® dx . R dx . gi/a ™ 2i r/a
7 —  lim —— =27l - T == = 72— o .
o X2+1 r50R-00 ), Xx2+1 a-(1—e?i/ay a eri/a—e-i/a sin(r/a)

.
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Példa (egy szogtartomany hataran integralunk)

/Oo dx =7 (a>1)
0

xa 41

5 B / i, / / “,
z= 9’”/5 Z9 + zat1 QY 29+ 1 kék bordd z6ld lila
1 em/a %

Res = = 0 r R
s=erisa 28+ 1 T (2 1) a- (em/a) - a

z=eTi/a

— 2T/l g 1 1
= O(— - R) = O(——), = O(r
/kek / Xa + 1 /zold / Xa + 1 /bordé (Ra ) (Ra—1 ) /Iila ( )

, e 2ri/a Adx 1
2rl- == = (1 - e2/8) [* 20+ O(gp) + O0)

*° dx . R4 : gri/a ™ 2i w/a
—— = lim ——— = 27i - == — = — :
o X2+1 r50R—00 ), x2+41 a-(1—e?ri/ay g eri/a—e-7i/a sin(r/a)

a— 1-re, a= 2-re és a — oco-re kdnnyen ellendrizhetjlk.
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Példa (kulcslyuk gorbén integralunk)

Legyen f(z) racionalis tortfiggvény, amelynek nincs pélusa a nemnegativ valés szamokon,
d =degf < -2, és p(x) n-edfokd polinom. Integraljuk az f(z) - p(log z) fliggvényt ezen a kulcslyuk
gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < arg z < 27.)
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Példa (kulcslyuk gorbén integralunk)

Legyen f(z) racionalis tortfiggvény, amelynek nincs pélusa a nemnegativ valés szamokon,
d =degf < -2, és p(x) n-edfokd polinom. Integraljuk az f(z) - p(log z) fliggvényt ezen a kulcslyuk
gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < arg z < 27.)

/k - / " f(0)pllog x) dx, §
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Példa (kulcslyuk gorbén integralunk)

Legyen f(z) racionalis tortfiggvény, amelynek nincs pélusa a nemnegativ valés szamokon,

d =degf < -2, és p(x) n-edfokd polinom. Integraljuk az f(z) - p(log z) fliggvényt ezen a kulcslyuk

gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < arg z < 27.)

/kék = /rR f(x)p(log x) dx, /zéld =— /rR f(x)p(log x + 2i) dx,
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Példa (kulcslyuk gorbén integralunk)

Legyen f(z) racionalis tortfiggvény, amelynek nincs pélusa a nemnegativ valés szamokon,
d =degf < -2, és p(x) n-edfokd polinom. Integraljuk az f(z) - p(log z) fliggvényt ezen a kulcslyuk
gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < arg z < 27.)

/k o / ’ f(x)p(log x) dx, / e / " f(x)p(log x + 2ri) dx, -
/ = 0(RY(og RY"- R), 1 /Ty R
bordé >
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Példa (kulcslyuk gorbén integralunk)

Legyen f(z) racionalis tortfiggvény, amelynek nincs pélusa a nemnegativ valés szamokon,
d =degf < -2, és p(x) n-edfokd polinom. Integraljuk az f(z) - p(log z) fliggvényt ezen a kulcslyuk
gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < arg z < 27.)

/kék _ /rn f(x)p(log x) dx, /Z = /r . f(x)p(log x + 2xi) dx, .
/bordé - O(Rd(log A" R)’ /ma - O((Iog 1F)n : f)- = C;?" Ry
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Példa (kulcslyuk gorbén integralunk)

Legyen f(z) racionalis tortfiggvény, amelynek nincs pélusa a nemnegativ valés szamokon,
d =degf < -2, és p(x) n-edfokd polinom. Integraljuk az f(z) - p(log z) fliggvényt ezen a kulcslyuk
gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < arg z < 27.)

/k N / f(x)p(log x) dx, / il / " f(x)p(log x + 2xi) dx,
/bordé - O(Rd(log R)n ' R)’ /Iila - O((|09 %)n . I’)_

Reziduumtétel:
1
S Res(K2)-pllog2)) = - / f(2) - p(log 2) dz
r<\c\<RZ_ ( ) 2ri y
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Példa (kulcslyuk gorbén integralunk)

Legyen f(z) racionalis tortfiggvény, amelynek nincs pélusa a nemnegativ valés szamokon,
d =degf < -2, és p(x) n-edfokd polinom. Integraljuk az f(z) - p(log z) fliggvényt ezen a kulcslyuk
gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < arg z < 27.)

/k N / f(x)p(log x) dx, / il / " f(x)p(log x + 2xi) dx,
/bordé - O(Rd(log R)n ' R)’ /Iila - O((|09 %)n . I’)_

Reziduumtétel:

> Res(e)-pllog2) = 5 [ (2)-pllog2) a

r<|c|<R

/ (x p(log x) p(lgg X + 27i) dx
27i
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Példa (kulcslyuk gorbén integralunk)

Legyen f(z) racionalis tortfiggvény, amelynek nincs pélusa a nemnegativ valés szamokon,
d =degf < -2, és p(x) n-edfokd polinom. Integraljuk az f(z) - p(log z) fliggvényt ezen a kulcslyuk
gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < arg z < 27.)

/k N / f(x)p(log x) dx, / il / " f(x)p(log x + 2xi) dx,
/bordé - O(Rd(log R)n ' R)’ /Iila - O((|09 %)n . I’)_

Reziduumtétel:
> Res(( Ik p(logz /f -p(log z) d
r<\c\<RZ_
p(log x) — p(log x + 27i) a1 n
/ f(x — dx + O(R*'(log A)")
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Példa (kulcslyuk gorbén integralunk)

Legyen f(z) racionalis tortfiggvény, amelynek nincs pélusa a nemnegativ valés szamokon,
d =degf < -2, és p(x) n-edfokd polinom. Integraljuk az f(z) - p(log z) fliggvényt ezen a kulcslyuk
gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < arg z < 27.)

R
/ / f(x)p(log x) dx, / __ / F(x)p(log x + 2ri) dx,
kék z06ld r

/bordé - O(Rd(log R)n ' R)’ /Iila - O((IOQ %)n ’ I’). - C
Reziduumtétel:
> Res ( (2)- p(logz / f(z) - p(log z) d
r<|c|<R

/ (x p(log x) — p(log x + 27i)

o dx + O(F?"“r1 (log F?)”) + O((Iog 1?)” : r).
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Példa (kulcslyuk gorbén integralunk)

Legyen f(z) racionalis tortfiggvény, amelynek nincs pélusa a nemnegativ valés szamokon,
d =degf < -2, és p(x) n-edfokd polinom. Integraljuk az f(z) - p(log z) fliggvényt ezen a kulcslyuk
gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < arg z < 27.)

R
/ / f(x)p(log x) dx, / __ / F(x)p(log x + 2ri) dx,
kék z06ld r

/ = O(Rd(log H)”-F?), / = O((Iog 1)".r). ~1 7]
bordé lila r N
Reziduumtétel:
> Res ( (2)- p(logz / f(z) - p(log z) d
r<\c\<RZ_
/ f(x pllogx) — pllog x + 2ri) - O(F?G“r1 (log F?)”) + O((Iog 1)” - r)
2mi r '

r — 0, R — oo hataratmenet: /OO f(2) p(log x) — p(log x + 2r) ZRes ( p(lo x))

) " Jo 2ri z=¢ ?

ceC
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> (log x)?
/o 1 X

o
14. A reziduumtétel alkalmazasai Komplex Fiiggvénytan, 13-14. eldadas 2020. nov. 2. 22/29




Példa

* (logx)? .
/0 (x+1)2 dx =7 o
o0 p(log x) — p(log x + 27i) = AR R,

v
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Példa

* (logx)® =
TR
o p(log x) — p(log x + 2i)
f, @ 2ri dx =3 Rez (1(2) (109 2))

Egy kis szamolassal, a

(X) = —1(x —7i)® — 7r:(x — i)
PRA)=—g\ A =mll" =3
polinomra _
pX) —p(X +2mi) _ yp
2mi ’
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Példa

* (logx)® =
TR
o p(log x) — p(log x + 2i)
f, @ 2ri dx =3 Rez (1(2) (109 2))

Egy kis szamolassal, a

(X) = —1(x —7i)® — 7r:(x — i)
PRA)=—g\ A =mll" =3
polinomra _
pX) —p(X +2mi) _ yp
2mi ’

* (log x)?
A 1z &

,
N

o’
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Példa

> (logx)? .
o=

/Oo f(z)P(Iog X) — P(k?QX + 27i) ZRes ( il z)) =i C;T
0 Z=C

2ri
ceC

Egy kis szamolassal, a

71'2 .
PX) =~ (X — i) — T (X — i)

polinomra |
p(X) — p(X + 27i) _x?
2ri :
/°° (log x)? dx — /00 pllog x)—pllog x+2ri) »
o YTy T 1P
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Példa

> (logx)? .
o=

/Oo f(z)P(Iog X) — P(k?QX + 27i) ZRes ( il z)) =i C;T
0 Z=C

2ri
ceC

Egy kis szamolassal, a

71'2 .
PX) =~ (X — i) — T (X — i)

polinomra _
P(X) —pX +2r1) _ 4o
2mi ’
[ s P [ e e Res PU92)
o (x+1)2 0 (x+1)2 z=—1(z+1)?
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Példa

> (logx)? .
o=

/Oo f(z)P(Iog X) — P(k?QX + 27i) ZRes ( il z)) =i C;T
0 Z=C

2ri
ceC

Egy kis szamolassal, a

71'2 .
PX) =~ (X — i) — T (X — i)

polinomra _
P(X) —pX +2r1) _ 4o
2mi ’
[ s P [ e e Res PU92)
o (x+1)2 0 (x+1)2 z=—1(z+1)?

- ks, otoo2)
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Példa

~ (logx)?
/0 (x+1)2 dx =7
> _ . p(log x) —p(logx+27r/ L7
[P0 o taon).
ceC
Egy kis szamolassal, a
2
PX) =~ (X — i) — T (X — i)
polinomra _
pIX) — p(X +21)) _ o
2mi '

* (log x)?
/o 1z &

)

- zliej (p(log Z)>/‘2:7

oo p(log x)—p(log x+27i)

27 _ ne. P(log2)
wriE  HERS Gy
, 1
= Plog(~1) - —

N
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Példa

>~ (logx)®
/0 (x+1)2 dx =7
> _ . p(log x) —p(logx+27r/ L7
[ rerosn o oy 1) progm). |
ceC
Egy kis szamolassal, a
1 N3 T2 .
pX) = =5 (X = i) = (X = i)
polinomra _
P(X) —pX +2r1) _ 4o
2mi '

* (log x)?
A 1z &

)

- zliej (p(log Z)>/‘2:7

oo p(log x)—p(log x+27i)

p(log 2)
S P )

2mi

d:
x+1g

= plog(~1)) = = ~p/(xi)

N
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Példa

>~ (logx)®
/0 (x+1)2 dx =7
> _ . p(log x) —p(logx+27r/ L7
[ rerosn o oy 1) progm). |
ceC
Egy kis szamolassal, a
1 N3 T2 .
pX) = =5 (X = i) = (X = i)
polinomra _
P(X) —pX +2r1) _ 4o
2mi '

* (log x)?
A 1z &

)

- zliej (p(log Z)>/‘2:7

oo p(log x)—p(log x+27i)

2mi

d:
x+1g

= plog(~1)) = = ~p/(xi)

N
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Végtelen sorok 6sszegének kiszamitasa

1 1 1 1 .
1+§+¥+E+§+...:.

1 1 1 1

=7
TE RaT I T B B

1 1 1 1

"ETe wte

e .. =2
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Lemma

(a) A mctg(wz) fuggveny izolalt szingularitdsai az egész szamok.
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Lemma

(a) A mctg(wz) figgvény izolalt szingularitdsai az egész szamok.
(b) A mctg(mz) figgvénynek az egész helyeken elsérendil pdlusa van, és a reziduuma 1.
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Lemma

(a) A mctg(wz) figgvény izolalt szingularitdsai az egész szamok.

(b) A mctg(mz) figgvénynek az egész helyeken elsérendil pdlusa van, és a reziduuma 1.
(c) Ha f(z) holomorf a z = k pontban, akkor lzzzelf (f(z) : 7rctg(ﬂ'z)> = f(k).
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Lemma

(a) A mctg(wz) figgvény izolalt szingularitdsai az egész szamok.

(b) A mctg(mz) figgvénynek az egész helyeken elsérendil pdlusa van, és a reziduuma 1.
(c) Ha f(z) holomorf a z = k pontban, akkor 5:61? (f(z) : 7rctg(ﬂ'z)> = f(k).

(d) Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3 sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon a
w ctg(mz) flggvény korlatos.
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Lemma

(a) A mctg(wz) figgvény izolalt szingularitdsai az egész szamok.

(b) A mctg(nz) fiUggvénynek az egész helyeken elsérendil pélusa van, és a reziduuma 1.
(c) Ha f(z) holomorf a z = k pontban, akkor lzzzelf (f(z) : 7rctg(ﬂ'z)> = f(k).

(d) Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3 sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon a
w ctg(mz) flggvény korlatos.

7 cos(nZz)

Biz. (a) wctg(mz) = sin(x2)

pélusai ott vannak, ahol sin(rz) = 0, vagyis az
egész helyeken.

14. A reziduumtétel alkalmazasai Komplex Fiiggvénytan, 13-14. eldadas 2020. nov. 2. 24/29



Lemma

(a) A mctg(wz) figgvény izolalt szingularitdsai az egész szamok.

(b) A mctg(nz) fiUggvénynek az egész helyeken elsérendil pélusa van, és a reziduuma 1.
(c) Ha f(z) holomorf a z = k pontban, akkor Izzzelf (f(z) : 7rctg(ﬂ'z)> = f(k).

(d) Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3 sugaru kdrnyezeteit, a megmaradt halmazon a
w ctg(mz) flggvény korlatos.

7 cos(nZz)

sin(2) pdlusai ott vannak, ahol sin(wz) = 0, vagyis az

Biz. (a) wctg(mz) =
egész helyeken.

mcos(nz)  mcos(nz) B
(b) Res ~Gntrz) — (sin(nz)Y z:k_1'
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Lemma

(a) A mctg(wz) figgvény izolalt szingularitdsai az egész szamok.

(b) A mctg(nz) fiUggvénynek az egész helyeken elsérendil pélusa van, és a reziduuma 1.
(c) Ha f(z) holomorf a z = k pontban, akkor Izzzelf (f(z) : 7rctg(ﬂ'z)> = f(k).

(d) Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3 sugaru kdrnyezeteit, a megmaradt halmazon a
w ctg(mz) flggvény korlatos.

7 cos(nZz)

sin(2) pdlusai ott vannak, ahol sin(wz) = 0, vagyis az

Biz. (a) wctg(nz) =
egész helyeken.
(b) Res wc?os(wz) _ ngos(wz) 1

z=k Sin(7z) (sin(mz))" | ,_x
(c) Az 7 ctg(wz)-nek a k helyen elsérendl poélusa van, tehat
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Lemma

(a) A mctg(wz) figgvény izolalt szingularitdsai az egész szamok.

(b) A mctg(nz) fiUggvénynek az egész helyeken elsérendil pélusa van, és a reziduuma 1.
(c) Ha f(z) holomorf a z = k pontban, akkor Izzzelf (f(z) : 7rctg(ﬂ'z)> = f(k).

(d) Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3 sugaru kdrnyezeteit, a megmaradt halmazon a
w ctg(mz) flggvény korlatos.

7 cos(nZz)

sin(2) pdlusai ott vannak, ahol sin(wz) = 0, vagyis az

Biz. (a) wctg(nz) =

egész helyeken.

(b) Res wc?os(wz) _ ngos(wz) 1
z=k Sin(7z) (sin(mz))" | ,_x

(c) Az 7 ctg(wz)-nek a k helyen elsérendl polusa van, tehat

Res (f(z) : Wctg(wz)) = (k) - Res (7r ctg(wz)) = f(k).
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Lemma
(a) A mctg(wz) figgvény izolalt szingularitdsai az egész szamok.

(b) A mctg(nz) fiUggvénynek az egész helyeken elsérendil pélusa van, és a reziduuma 1.

(c) Ha f(z) holomorf a z = k pontban, akkor RCE (f(z) : 7rctg(7rz)> = f(k).
Z=

(d) Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3 sugaru kdrnyezeteit, a megmaradt halmazon a

w ctg(mz) flggvény korlatos.

7 cos(nZz)

sin(2) pdlusai ott vannak, ahol sin(wz) = 0, vagyis az

Biz. (a) wctg(nz) =

egész helyeken.

(b) Res wc?os(wz) _ ngos(wz)
z=k Sin(7z) (sin(mz))" | ,_x

(c) Az 7 ctg(wz)-nek a k helyen elsérendl polusa van, tehat

Res (f(z) : Wctg(wz)) = (k) - Res (7r ctg(wz)) = f(k).

(d) Imz — +oo esetén wctg(nz) — Fi, ezértpl. a |Rez| < I, |z| > 1/3
periéduson a fliggvény korlatos.

=1.
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(a) Ha f(z) racionalis tortfliggvény, deg f < —2, akkor leigg (f(z) ~7rctg(7rz)) =0.
ceC
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(a) Ha f(z) racionalis tortfliggvény, deg f < —2, akkor leigg (f(z) ~7rctg(7rz)) =0.
ceC

(b) Az dsszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f(k) 6sszeggel; a kivételek az f(z) pélusai.

k=00
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(a) Ha f(z) racionalis tortfliggvény, deg f < —2, akkor Zl}gg (f(z) ~7rctg(7rz)) =0.
ceC

(b) Az dsszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f(k) 6sszeggel; a kivételek az f(z) pélusai.

k=00

Biz. (b) A szingularitasok a ctg(w) szingularitasai (tehat az egészek),
tovabba f(z) pélusai.
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(a) Ha f(z) racionalis tortfliggvény, deg f < —2, akkor Zl}gg (f(z) ~7rctg(7rz)) =0.
ceC ™

(b) Az dsszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f(k) 6sszeggel; a kivételek az f(z) pélusai.

k=00

Biz. (b) A szingularitasok a ctg(w) szingularitasai (tehat az egészek),
tovabba f(z) pélusai. Ha egy k egész helyen f holomorf, akkor ott

12{22 (f(z) . wctg(wz)) = f(k).
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(a) Ha f(z) racionalis tértfiggvény, deg f < —2, akkor Zl}gg (f(z) ~7rctg(7rz)) =0.
ceC™

(b) Az 6sszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f(k) 6sszeggel; a kivételek az f(z) pélusai.

k=00

Biz. (b) A szingularitasok a ctg(w) szingularitasai (tehat az egészek),
tovabba f(z) pélusai. Ha egy k egész helyen f holomorf, akkor ott

12{22 (f(z) . wctg(wz)) = f(k).

(a) Legyen N pozitiv egész, és integraljunk a |z| = N + § kérén. Az N
legyen olyan nagy, hogy f(z) minden pélusa a N/2 sugart kérdn beldl
legyen.
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(a) Ha f(z) racionalis tértfiggvény, deg f < —2, akkor Zl}gg (f(z) ~7rctg(7rz)) =0.
ceC™

(b) Az 6sszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f(k) 6sszeggel; a kivételek az f(z) pélusai.

k=00

Biz. (b) A szingularitasok a ctg(w) szingularitasai (tehat az egészek),
tovabba f(z) pélusai. Ha egy k egész helyen f holomorf, akkor ott

12{22 (f(z) . wctg(wz)) = f(k).

(a) Legyen N pozitiv egész, és integraljunk a |z| = N + § kérén. Az N
legyen olyan nagy, hogy f(z) minden pélusa a N/2 sugart kérdn beldl
legyen.

A kérvonalon |f(z)| = O(NY97) < O(N—2), 7 ctg(rz) korlatos, igy
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(a) Ha f(z) racionalis tértfiggvény, deg f < —2, akkor Zl}gg (f(z) ~7rctg(7rz)) =0.
ceC™

(b) Az 6sszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f(k) 6sszeggel; a kivételek az f(z) pélusai.

k=00

Biz. (b) A szingularitasok a ctg(w) szingularitasai (tehat az egészek),
tovabba f(z) pélusai. Ha egy k egész helyen f holomorf, akkor ott

12{22 (f(z) . wctg(wz)) = f(k).

(a) Legyen N pozitiv egész, és integraljunk a |z| = N + § kérén. Az N
legyen olyan nagy, hogy f(z) minden pélusa a N/2 sugart kérdn beldl
legyen.

A kérvonalon |f(z)| = O(NY97) < O(N—2), 7 ctg(rz) korlatos, igy

> Res (f(z) . WCtg(ﬂZ))
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(a) Ha f(z) racionalis tértfiggvény, deg f < —2, akkor Zl}gg (f(z) ~7rctg(7rz)) =0.

ceC
0o

(b) Az 6sszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f(k) 6sszeggel; a kivételek az f(z) pélusai.

k=00

Biz. (b) A szingularitasok a ctg(w) szingularitasai (tehat az egészek),
tovabba f(z) pélusai. Ha egy k egész helyen f holomorf, akkor ott

12{22 (f(z) . wctg(wz)) = f(k).

(a) Legyen N pozitiv egész, és integraljunk a |z| = N + § kérén. Az N
legyen olyan nagy, hogy f(z) minden pélusa a N/2 sugart kérdn beldl
legyen.
A kérvonalon |f(z)| = O(NY97) < O(N—2), 7 ctg(rz) korlatos, igy

1

Res | f(2) - wetg(nz) | = — f(z) - wctg(nz) dz
S key(1(e) mowtnn)) = 5y [ t2) metna
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(a) Ha f(z) racionalis tértfiggvény, deg f < —2, akkor Zl}gg (f(z) ~7rctg(7rz)) =0.
ceC™

(b) Az 6sszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f(k) 6sszeggel; a kivételek az f(z) pélusai.

k=00

Biz. (b) A szingularitasok a ctg(w) szingularitasai (tehat az egészek),
tovabba f(z) pélusai. Ha egy k egész helyen f holomorf, akkor ott

12{22 (f(z) . wctg(wz)) = f(k).

(a) Legyen N pozitiv egész, és integraljunk a |z| = N + § kérén. Az N
legyen olyan nagy, hogy f(z) minden pélusa a N/2 sugart kérdn beldl
legyen.
A kérvonalon |f(z)| = O(NY97) < O(N—2), 7 ctg(rz) korlatos, igy

1

> Res (f(z) : WCtg(?TZ)) = _— f(2) - wetg(nz) dz = O(l\1l2 : N)

T J\z|=N+1
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(a) Ha f(z) racionalis tértfiggvény, deg f < —2, akkor Zl}gg (f(z) ~7rctg(7rz)) =0.
ceC™

(b) Az 6sszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f(k) 6sszeggel; a kivételek az f(z) pélusai.

k=00

Biz. (b) A szingularitasok a ctg(w) szingularitasai (tehat az egészek),
tovabba f(z) pélusai. Ha egy k egész helyen f holomorf, akkor ott

12{22 (f(z) . wctg(wz)) = f(k).

(a) Legyen N pozitiv egész, és integraljunk a |z| = N + § kérén. Az N
legyen olyan nagy, hogy f(z) minden pélusa a N/2 sugart kérdn beldl
legyen.
A kérvonalon |f(z)| = O(NY97) < O(N—2), 7 ctg(rz) korlatos, igy

1

> Res (f(z) : WCtg(?TZ)) = _— f(2) - wetg(nz) dz = O(l\1l2 : N) = O(N)'

T J\z|=N+1
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(a) Ha f(z) racionalis tértfiggvény, deg f < —2, akkor Zl}gg (f(z) ~7rctg(7rz)) =0.
ceC™

(b) Az 6sszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f(k) 6sszeggel; a kivételek az f(z) pélusai.

k=00

Biz. (b) A szingularitasok a ctg(w) szingularitasai (tehat az egészek),
tovabba f(z) pélusai. Ha egy k egész helyen f holomorf, akkor ott

12{22 (f(z) . wctg(wz)) = f(k).

(a) Legyen N pozitiv egész, és integraljunk a |z| = N + § kérén. Az N
legyen olyan nagy, hogy f(z) minden pélusa a N/2 sugart kérdn beldl N4t
legyen.

A korvonalon |f(z)] = O(N9esf) < O( ~2) 1 ct(r2) korlatos, igy
1 1
;le{f:g (f(Z) . wctg(WZ)> =5 /Iz e f(z) - metg(rz) dz = O(Nz : N) _ O(N)'

Az N — oo hataratmenetbdl ZRes ( -metg(rz ) =0.

ceC
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1 1 1 1
1+_+¥+E+?

— +...=7

>
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1 1 1 1

1+§+¥+E+?+...:?
> metg(nz)
Polusok az egész helyeken vannak, ezért Res ———~ =0.
olusok az eg y ;ﬁ zf;? 2

>
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Példa:

T 1 A
T4+ 5+ +

2 3 4

o0
Polusok az egész helyeken vannak, ezért Res
z=

k=—o0

1 1
Ha k £ 0, akkor 1;:61? (22 ~7Tctg(7rz)> =z

—+

1
5

metg(nz)

22

— oo

=0.
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Példa:

1 1 1 1

I+ tgtatat
> metg(nz)
Pélusok az egész helyeken vannak, ezért kZOO l}f;? — = 0.
Ha k # 0, akkor Res (12 ~7Tctg(7rz)> = lz
z=k \ Z k
A ctg z Laurent-sora a 0 kdzelében ctg z = z~' — %z — 41—523 — ..
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Példa

|

1 1 1 1

1+§+¥+E+?+...:?
> metg(nz)
Pélusok az egész helyeken vannak, ezért Z Res % =0.
k=—00 -
Ha k # 0, akkorR L ctg(nz) | = 1
es 7 -metg(m =1z
. 1 1

A ctg z Laurent-sora a 0 kdzelében ctg z = z~' — 3%~ Ez3 — ..
At e TCt8(m2) g oy wt
Atirva wz-vel: 2 =z 3 z 452 .
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Példa:

1 1 1 1

T+ gt tptet =7
> metg(nz)
Pélusok az egész helyeken vannak, ezért kZoo l}f;? — = 0.
Ha k # 0, akkor Res (12 ~7Tctg(7rz)> = lz
z=k \ Z k
A ctg z Laurent-sora a 0 kdzelében ctg z = z~' — %z — 41—523 — ..
Atirva rz-vel: %ng) =z3_ %22“ — %z — ..., tehat Res %ng) = —%2.
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Példa:
1 1 1 1 >
1+§+¥+E+?+...:.
> metg(nz)

Polusok 55z helyek k S Res ————= =0.

6lusok az egész helyeken vannak, ezért k;oo Res —

1 1
Ha k # 0, akkor lztel? = -metg(wz) | = P
. 12 1 1

A ctg z Laurent-sora a 0 kdzelében ctg z = z~' — 3%~ Ez3 — ..

‘. o Tetg(rz) 5 7LZ 1 14 B , metg(nz) _7T72
Atirva wz-vel: —n = z 3 z 452 ..., tehat Izifg —2 — 3
0— . Wctgng)

— z=k V4
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1 1 1 1 5
1+§+¥+E+?+...:.
Pélusok az egész helyeken vannak, ezért Z Res %ﬁ,ﬂz) =0.
k=—00 -
Ha k # 0, akkorR L tg(m2) _ ]
es -2 -metg(m =2
. s 1 1
A ctg z Laurent-sora a 0 kdzelében ctg z = z~' — 32~ Ez -
‘. o Tetg(rz) 5 7LZ 1 14 B 7rctg(7rz) B _7T72
Atirva wz-vel: —n = z 3 z 452 ., tehat Izifg —2 — 3

= ™ ctg 7rZ = 72
= R _—
= -23 7

——6s k=1
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1 1 1 1 5
1+§+¥+E+?+...:.
Pélusok az egész helyeken vannak, ezért Z Res %ﬁ,ﬂz) =0.
k=—00 -
Ha k # 0, akkorR L tg(m2) _ ]
es -2 -metg(m =2
. s 1 1
A ctg z Laurent-sora a 0 kdzelében ctg z = z~' — 32~ Ez -
‘. o Tetg(rz) 5 7LZ 1 14 3 7rctg(7rz) B _7T72
Atirva wz-vel: —n = z 3 z 452 ., tehat Izifg —2 — 3

= ™ ctg 7rZ = 72
= R _—
= -23 7

——6s k=1

oo 1 2
> E=
k=1
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

v
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

° sin(nz)

v
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

@ ——— Aszingularitdsok az egész szamok.
sin(nz)

v
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

° g A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3
e

sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.

v
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

Sin(rz) A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3
e
sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.

Res ——— = (—1); valtakozd eldjelii ko 5t kaphatjuk .
sz sin(x2) (—1)%; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg

v
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

sin(nz)

sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.
= (—1)k; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg.

R 7 N\

ok sin(rz)
° s

cos(nz)

A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3

14. A reziduumtétel alkalmazasai

Komplex Fliggvénytan, 13-14. el6adas

2020. nov. 2.

v
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

° g A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3
e

sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.
Res = (—1)%; valtakozo6 eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg.
<k sin(rz) =% ) g phat g

@ ——— ugyanaz, csak %-del elcsusztatva.
cos(nz)

v
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

Sin(rz) A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3
e

sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.

I}:CE S = (—1)k; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg.

ugyanaz, csak 1-del elcsisztatva. Res T —1)k+1,
gy 2

e ————
cos(mz) z=k+} COS(7Z)
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

° ST A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3
e

sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.
Res ——— = (—1)k; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg.
z=k sin(nz)

ugyanaz, csak 3-del elcstsztatva. Res — = (—1)k+1,

e ————
cos(mz) z=k+} COS(7Z)

@ I(s)=[,"x'e*dx (Gamma-flggvény) ?2??
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

Sin(rz) A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3
e

sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.
Res ——— = (—1)k; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg.
z=k sin(nz)

T ™
@ — ugyanaz, csak 1-del elcsUsztatva. Res ——— = (—1)kt1,
cos(nz) 9y 2 2=k+} c0S(72) (=1)

@ I(s)= [,"x*'e*dx (Gamma-fliggvény) ??? (Azintegral lokalisan egyenletesen
konvergens a jobb félsikban;
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

Sin(rz) A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3
e

sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.

I}:CE S = (—1)k; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg.

ugyanaz, csak 1-del elcsisztatva. Re = (—1)k+T,
gy 2

cos(nz) z:kf% cos(wz)
@ I(s)= [,"x*'e*dx (Gamma-fliggvény) ??? (Azintegral lokalisan egyenletesen
konvergens a jobb félsikban; al(s+ 1) = s-I(s) flggvényegyenlettel kiterjeszthetjik az
egész sikra).
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

Sin(rz) A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3
e

sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.

IZIEE S = (—1)k; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg.

ugyanaz, csak 1-del elcsisztatva. Re = (—1)k+T,
gy 2

cos(mz) z:kf% cos(nz)
@ I(s)= [,"x*'e*dx (Gamma-fliggvény) ??? (Azintegral lokalisan egyenletesen
konvergens a jobb félsikban; al(s+ 1) = s-I(s) flggvényegyenlettel kiterjeszthetjik az
egész sikra). A fliggvénynek elsérendi pélusai vannak a nempozitiv egész helyeken.
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3

sin(nz)
sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.

Res ——— = (—1); valtakozd eldjelii ko 5t kaphatjuk .
zf:% sin(x2) (—1)%; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg

— (_1)k+1.

5o5(r2) ugyanaz, csak 3-del elcstsztatva. ZEEE% 052
M(s)=J, x5 'e*dx (Gamma-figgvény) ??? (Azintegral lokalisan egyenletesen
konvergens a jobb félsikban; al(s+ 1) = s-I(s) flggvényegyenlettel kiterjeszthetjik az
egész sikra). A fliggvénynek elsérendi pélusai vannak a nempozitiv egész helyeken. Gond,
hogy a fliggvény gyorsan nd, és nem kénny{ kiszamolni sem...
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3

sin(nz)
sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.

Res ——— = (—1); valtakozd eldjelii ko 5t kaphatjuk .
zf:% sin(x2) (—1)%; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg

= (—1)k+1,

5o5(r2) ugyanaz, csak 3-del elcstsztatva. ZEEE% 052
M(s)=J, x5 'e*dx (Gamma-figgvény) ??? (Azintegral lokalisan egyenletesen
konvergens a jobb félsikban; al(s+ 1) = s-I(s) flggvényegyenlettel kiterjeszthetjik az
egész sikra). A fliggvénynek elsérendi pélusai vannak a nempozitiv egész helyeken. Gond,
hogy a fliggvény gyorsan nd, és nem kénny{ kiszamolni sem...

Erdekesség: ['(s) - F(1 - s) = sin?ws)
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

Sin(rz) A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3
e

sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.

Res ——— = (—1); valtakozd eldjelii ko 5t kaphatjuk .
zf;% sin(x2) (—1)%; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg

ugyanaz, csak 3-del elcstsztatva. Re = (—1)k*1,

cos(mz) z:kf% cos(nz)
@ I(s)= [,"x*'e*dx (Gamma-fliggvény) ??? (Azintegral lokalisan egyenletesen
konvergens a jobb félsikban; al(s+ 1) = s-I(s) flggvényegyenlettel kiterjeszthetjik az
egész sikra). A fliggvénynek elsérendi pélusai vannak a nempozitiv egész helyeken. Gond,
hogy a fliggvény gyorsan nd, és nem kénny{ kiszamolni sem...

Erdekesség: I'(s) - F(1 —s) = sin?ws)
@ Y(s) = rr/((ss)) = (logl(s))’ (digamma fliggvény) 22?2
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3

sin(nz)
sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.

12255 S = (—1)k; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg.

= (—1)k+1,

5o5(r2) ugyanaz, csak 3-del elcstsztatva. ZEEE% 052
M(s)=J, x5 'e*dx (Gamma-figgvény) ??? (Azintegral lokalisan egyenletesen
konvergens a jobb félsikban; al(s+ 1) = s-I(s) flggvényegyenlettel kiterjeszthetjik az
egész sikra). A fliggvénynek elsérendi pélusai vannak a nempozitiv egész helyeken. Gond,
hogy a fliggvény gyorsan nd, és nem kénny{ kiszamolni sem...

v 2 _ . e
Erdekesség: I'(s) - (1 —s) = S

/
h(s) = rr((ss)) = (logl(s)) (digamma figgvény) ??? Ennek is elsérendii pdlusai vannak

a nempozitiv egész helyeken, 1 reziduummal, és nem is nd nagyon gyorsan; a logaritmus
megszeliditi...
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Milyen fliggvényeket lehetne még hasznalni = ctg(wz) helyett?

A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/3

sin(nz)
sugaru kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliggvény is korlatos.

12255 S = (—1)k; valtakozo eldjelli sorok 6sszegét kaphatjuk meg.

= (—1)k+1,

5o5(r2) ugyanaz, csak 3-del elcstsztatva. ZEEE% 052
M(s)=J, x5 'e*dx (Gamma-figgvény) ??? (Azintegral lokalisan egyenletesen
konvergens a jobb félsikban; al(s+ 1) = s-I(s) flggvényegyenlettel kiterjeszthetjik az
egész sikra). A fliggvénynek elsérendi pélusai vannak a nempozitiv egész helyeken. Gond,
hogy a fliggvény gyorsan nd, és nem kénny{ kiszamolni sem...

, 2 _ . e
Erdekesség: I'(s) - (1 —s) = S

/
h(s) = rr((ss)) = (logl(s)) (digamma figgvény) ??? Ennek is elsérendii pdlusai vannak
a nempozitiv egész helyeken, 1 reziduummal, és nem is nd nagyon gyorsan; a logaritmus
megszeliditi...

(1 - 8) —1(s) = metg(ws)
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1 1 1 1

TS ()
mte o mte tTa X @k

v
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1 1 1 1

TS ()
mte o mte tTa X @k

v
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11 1 =
_ — — =7
"mte mtg T :Z_ 2k+1 '

1 . s p
> Res (; - @) =0; aszingularitasok: +3,+3,+£3,... ésa0.

v
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1 1 1 1 >
-y 4 =7
"mte mtg T _z_: 2k+1 '
1 s . n anz ) 1 3 5 .
ZRes <z3 . c:<:>s(7rz)> =0; aszingularitasok: +5,+5,£3,...€sa0.

1 ™
Res (5 ——=
k+1 \ 2% cos(7z)

v
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1 1 1 1 >
-y 4 =7
"mte mtg T _z_: 2k+1 '
1 s . n anz ) 1 3 5 .
ZRes <z3 . c:<:>s(7rz)> =0; aszingularitasok: +5,+5,£3,...€sa0.

1 T 1
R . _ (=1 k+1
o <z3 cos(wz)) TESVEIA

v

14. A reziduumtétel alkalmazasai Komplex Fiiggvénytan, 13-14. eldadas 2020. nov. 2. 28/29



11 1 =
_ — — =7
"mte mtg T :z_: 2k+1 '

il —0: i Aok +1 4+3 45 &
ZR <z3 cos(7rz)>_0' a szingularitasok: +5,+5,4+3,... ésa0.

1 T\ (1)
ka%S (zs Cos(’/TZ)) - (k+1§)3 (_ )k+1 — W

v
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1 1 1 1 =
—mtm mte T _2_22k+1

s N . anz ) 1 3 5 .,
> Res <z3 cos(7rz)>_0' a szingularitasok: £3,+3,+3,...ésa0.

1 T _ 1 ( 1)"+1
kalS <ZS . COS(’/TZ)) - (k+1§)3 (_ )k+1 — W

2

A 0 kbzelében cos(rz) =1 — T 22 + O(|z[*)
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1 1 1 1 >
gt mtg T _2_22k+1

s N . anz ) 1 3 5 .,
> Res <z3 cos(7rz)>_0' a szingularitasok: £3,+3,+3,...ésa0.

k+1
Res (13 . o ) — 1 : . (__ )k+4 — £441)44444§,.
k+1 \ 2% cos(rz) (k+ 1)3 (2k +1)
A 0 kbzelében cos(rz) = 1 — T 22 + O(|z|*), tehat

R

z8 cos(wz)
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1 1 1 1 >
gt mtg T _2_22k+1

> Res <z3 W) =0; aszingularitasok: £3,£3,+5,... ésa0.

cos(wz)
) 1)k+1 _ (_1)k+1 8
(

Res —3
k+1§ V4 COS V4

2k +1)3

A 0 kozelében cos(rz) =1 — 22+ O |z|4 tehat

1 7r m 2
z3'cos(7rz)z3'<1z +0(2I* )
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1 1 1 1 =
—mtm mte T _2_22k+1

> Res <z3 W) =0; aszingularitasok: £3,£3,+5,... ésa0.

cos(nz)

_1)k+1 .8
R o 1 k+1 _ — ( )
kil <23 cos(nz ) ) (2k +1)3
A 0 kdzelében cos(rz) = 1 — 722 + O(|z|4 tehat

1 ™ ™ 2 2 2 4
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1 1 1 1 =
—mtm mte T ; PR

> Res <z3 W) =0; aszingularitasok: £3,£3,+5,... ésa0.

cos(wz)
) 1)k+1 _ (_1)k+1 8
(

Res —3
k+1§ V4 COS V4

(2k +1)3
A 0 kozelében cos(rz) =1 — 22+ O |z|4 tehat

Lo ® 7 17:2 210(|z]) j22+0(|z|4) =1z 34 z*1+O(|z\)
z8 cos(mz) Z8 2 2
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1 1 1 1 =
l-mtm—7mtgt _2_: 2k+1
il =0: i itA . 1 3 5 .
ZR <z3 cos(7rz)> =0; aszingularitasok: +5,+5,£3,...€sa0.
_{)k+H .
R“(1s- = e T =
kty \2° cos(nz) ) (k+ 3)? (2k +1)

2
1.7T—7T,<17T22+O(|Z|4)

1 2
_ & o _z 4 _ =7
z3 cos(nz) 28 =3 (1+Z +0(|z| )) nz 347 5 z +0(|2])

2
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1 1 1 1 =
l-mtm—7mtgt _2_: 2k+1
il =0: i itA . 1 3 5 .
ZR <z3 cos(7rz)> =0; aszingularitasok: +5,+5,£3,...€sa0.
_{)k+H .
R“(1s- = e T =
kty \2° cos(nz) ) (k+ 3)? (2k +1)

2
1.7T—7T,<17T22+O(|Z|4)

1 2
_ & o _z 4 _ =7
z3 cos(nz) 28 =3 (1+Z +0(|z| )) nz 347 5 z +0(|2])

2

=Lk (5 waen)
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1 1 1 1 >
l-mtm—7mtgt _2_: 2k+1
il =0: i 4 . 1 3 5 .
ZR <z3 c:os(7rz)> =0; aszingularitasok: +5,+5,£3,...€sa0.
_q1)k+1 .
Res l il = 11 ,(_1)k+1 :(1)78
k3 \Z3 cos(rz)) (k4 })3 (2k + 1)

2
1.7T—7T,<17T22+O(|Z|4)

_ . T2 ) _ i
z3 cos(nz) 28 = 73 (1+ 22+ 0(|z| )) nz 347 5 z +0(|2])

2
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1 1 1 1 >
l-mtm—7mtgt _2_: 2k+1
il =0: i 4 . 1 3 5 .
ZR <z3 c:os(7rz)> =0; aszingularitasok: +5,+5,£3,...€sa0.
_q1)k+1 .
Res l il = 11 ,(_1)k+1 :(1)78
k3 \Z3 cos(rz)) (k4 })3 (2k + 1)

2
1.7T—7T,<17T22+O(|Z|4)

_ . T2 ) _ i
z3 cos(nz) 28 = 73 (1+ 22+ 0(|z| )) nz 347 5 z +0(|2])

2

= )R ~T-0 > o e )3 o8
° 23 COS( z)) 2 R CLE ek 2, 2k+1 32
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