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Definicio (meromorf fliggvény)

Az f(z) fuggvény meromorf a D tartomanyon, ha izolalt szingularitasok kivételével holomorf, és
mindegyik szingularitas polus.

Ebben a részben meromorf fliggvények gyokeit és polusait fogjuk szamolni mindenféle gérbék
belsejében.
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A 16 eszkdzlnk a gyokok szamolasahoz:

Definicio (logaritmikus derivalt)

f'(2)
f(2)

Legyen f(z) meromorf egy D tartomanyon. Az f(z) logaritmikus derivaltja az figgvény.
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A 16 eszkdzlnk a gyokok szamolasahoz:

Definicio (logaritmikus derivalt)

!
Legyen f(z) meromorf egy D tartomanyon. Az f(z) logaritmikus derivaltja az F(2) figgvény.

f(2)

A logaritmikus derivalt ott értelmes (és persze holomorf), ahol az f(z) holomorf és nem nulla.
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A 16 eszkdzlnk a gyokok szamolasahoz:

Definicio (logaritmikus derivalt)

(2)
f(2)

Legyen f(z) meromorf egy D tartomanyon. Az f(z) logaritmikus derivaltja az figgvény.

A logaritmikus derivalt ott értelmes (és persze holomorf), ahol az f(z) holomorf és nem nulla.

f'(z)
f(2)

A lokalisan létez6 log f(z) fuggvénnyel = (log f(2))'; innen jén a név.
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A 6 eszkdziink a gyokok szamolasahoz:

Definicio (logaritmikus derivalt)

f(2)

2 figgvény.

Legyen f(z) meromorf egy D tartomanyon. Az f(z) logaritmikus derivaltja az

A logaritmikus derivalt ott értelmes (és persze holomorf), ahol az f(z) holomorf és nem nulla.

!
A lokalisan létez6 log f(z) fuggvénnyel ,;((zz)) = (log f(2))'; innen jén a név.
f'(2) e f . , - - .
Az helyett szokas igy is irni: —(z), kihangsulyozva, hogy a logaritmikus derivalt egy operator.

f(2) f
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/
fa
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

(fg) _fg+fg
fg fg
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

(fg) _fg+1fg" _ L’+g’
fg fg f g
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ f’g+ fg/ f g/
g fg — f g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
(fg)’
fg
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ f’g+ fg/ f g/
g fg — f g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
(fg) _ /
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg — fg g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
f li
(,%) — (logfg)’ = (log f +logg + CY
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg — fg f g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
f !
(,%) — (log fg) = (log f +logg + C)' = (log f) + (log g’
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg — fg f g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
fg)’ f /
(,%) — (log fg)’ = (logf +logg + C)' = (log ) + (log @)’ = - + %.

15. Az argumentumelv Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 5/26



A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg — fg g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
fg)’ f /
(,%) — (log fg)’ = (logf +logg + C)' = (log ) + (log @)’ = - + %.
®) (t/g)

f/g
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg — fg g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
fg)’ f /
(,%) — (log fg)’ = (logf +logg + C)' = (log ) + (log @)’ = - + %.
(b) (t/g) _ (f'g—1g)/?

f/g f/g
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg — fg f g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
fg) f /
(,%) — (log fg)’ = (logf +logg + C)' = (log ) + (log @)’ = - + %.
®) (f/g) _(fg-1fg)/g*> fg—1g

f/g /g9 fg
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg — fg g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
fg)’ f /
(fgg) — (log fg)’ = (logf +logg + C)' = (log ) + (log @)’ = - + %.
®) (f/9) _(fg—1fg)/g* _fg—1fg 1 ¢

g
f/9 /g9 fg f g’
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg — fg f g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
fg)’ oy
(fgg) — (log fg)’ = (logf +logg + C)' = (log ) + (log @)’ = - + %.
(b) (f/9) _(fg—19)/e* fg-1fg 1 g
f/g f/g fa f g’
vagy:
(f/g9)
f/g

15. Az argumentumelv Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 5/26



A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg  fg f g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
fg)’ foog
(fgg) — (log fg)’ = (logf +logg + C)' = (log ) + (log @)’ = - + %.
(b) (f/9) _(fg—19)/e* fg-1fg 1 g
f/g f/g fg f g’
vagy:
(f/9) ,
= (log f
g (logf/9)

15. Az argumentumelv Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 5/26



A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg — fg f g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
fq)’ iy
(fgg) — (log fg)’ = (logf +logg + C)' = (log ) + (log @)’ = - + %.
®) (/o) _(fg—1fg)/e? _fg-1tg _f ¢
f/g f/g fa f g’
vagy:
f ! Vi !
U190 toq1/g) = (0gf - log g+ ©)
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A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg — fg f g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
f li f/ /
(%) = (logfg) = (logf +logg + C) = (logf)’ + (logg)’ = 7+ %
() (fla) _(Fg—fg)/d® fg—fg f g
f/g f/g fg f g’
vagy:
(/9" _ 1og f/g) = (logf — | ' — (log fY — (log g)’
g = (logf/g)" = (logf —log g + C)" = (log f)" — (log 9)

15. Az argumentumelv Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 5/26



A logaritmikus derivalt tulajdonsagai

Biz. (a) (fg)/ _ f’g+ fg’ B L/ g/
fg — fg f g’
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
f li f/ /
(%) = (logfg) = (logf +logg + C) = (logf)’ + (logg)’ = 7+ %
() (fla) _(Fg—fg)/d® fg—fg f g
f/g f/g fg f g’
vagy:
(f/g)/ ! / i / f/ g/
= (log f = (logf—logg+ C) = (logf)" — (lo = - - =,
71g~ = (loaf/g) = (logf—logg+ C) = (log ) — (logg)' = 7 — -
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gybke van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdérendi poélusa van, és Rg:s 7= m.
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdérendi poélusa van, és Rg:s 7= m.

. f ~ L .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és
!

Rgs 7 =—m.

15. Az argumentumelv Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 6/26



A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

. f! ” Y . !
(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor T-nek c-ben els6rendi pdélusa van, €s Res 7= m.
c
Y f ~ L .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7 =—m.

Biz. (b) f(z)=h(z) (z—c)"
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

. f! " . . !
(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdérendi poélusa van, és Rg:s 7= m.
e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7 =—m.

Biz. (b) f(z) = h(z) - (z—c)™, a h(z) fuggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0.
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

. f! " . . !
(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdérendi poélusa van, és Rg:s 7= m.
e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

Rgs 7= —m.
Biz. (b) f(z) = h(z) - (z—c)™, a h(z) fuggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0.
e
f
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rg:s 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7= —m.
Biz. (b) f(z) h(z) - (z - ) , @ h(z) figgvény holomorf c-ben, és h(c) # 0.
f (z=om)
7(2) = (Z) Z=o)
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rg:s 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7 =—m.
Biz. (b) f(z) h(z) - (z - ¢c)™, a h(z) figgvény holomorf c-ben, és h(c) # 0.
f (z=om' m
@)= h(z)+ (z—c)m AT
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rg:s 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7= —m.
Biz. (b) f(z) h(z) - (z —¢)™, a h(z) fuggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0.
f! ((Z )m)/ H m f!
7(2)= h(Z) Tz = 5@+ Res£(2)
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rg:s 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7= —m.
Biz. (b) f(z) h(z) - (z—¢c)™, a h(z) fuggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
f—/(z) ( )+ ((z )m)/ E/(Z) m_ esf—/(z) Resﬁl( Z) + Res
f h (z—c)"  h z-c f h z=c Z—C
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rg:s 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7= —m.
Biz. (b) f(z) h(z) - (z—¢c)™, a h(z) fuggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
f m' oy f H
7@ =F@ (((Zz c)) ) = h() 4 Ty Res (o) =Res (o) #Res T =04 m
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rg:s 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7= —m.
Biz. (b) f(z) h(z) - (z—¢c)™, a h(z) fuggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
f m' oy f H
7@ =F@ (((Zz c)) - = h@+ ;T Res (@) =Res(2) +Rey T =04 m
h(z)
(C) f(Z)— (Z—C)m
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rgs 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7= —m.
Biz. (b) f(z) h(z) - ( — ¢)™, a h(z) fiiggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
© f(z)= (Z’fzg)m a h(z) fiiggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0.
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rgs 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7= —m.
Biz. (b) f(z) h(z) - (z—¢c)™, a h(z) fuggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
f m' oy f H
7@ =F@ (((Zz c)) - = h@+ ;T Res (@) =Res(2) +Rey T =04 m
() f(z)= (ZTZg)m a h(z) faggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0.
f/
7(2)
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rgs 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7= —m.
Biz. (b) f(z) h(z) - (z—¢c)™, a h(z) fuggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
f m' oy f H
7@ =F@ (((Zz c)) - = h@+ ;T Res (@) =Res(2) +Rey T =04 m
(c) f(2) (ZTZ))m, a h(z) faggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
f’ H (z-c)m)
7(2) F(Z) T (z—om
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rgs 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7 =—-m.
Biz. (b) f(z) h(z) - ( — ¢)™, a h(z) fiiggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
© £2) (Z’fz))m, a h(z) fiiggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
fo. N (z—o™' n m

A P Ll A
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rgs 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7 =—-m.
Biz. (b) f(z) h(z) - ( — ¢)™, a h(z) fiiggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
© £2) (Z’fz))m, a h(z) fiiggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
fo. N (z—o™' n m

F@O=pE g gn =R Res £ (2
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rgs 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7= —m.
Biz. (b) f(z) = h(z) - (z—c)™, a h(z) fuggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
f m' oy f H
@)= h(z)+(((zz c))> = h@+ ;T Res (@) =Res(2) +Rey T =04 m
(c) f(2) (ZTZ))m, a h(z) faggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
f H _ m\’/ H f H
L= ) e M kel @ =R T2 e
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A logaritmikus derivalt reziduumai

Tegyk fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kérnyezetében.
! !

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f7 holomorf c-ben, igy Rcesf7 =0.

! !

(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor fT-nek c-ben elsérendl pdlusa van, és Rgs 7 =m

e f ~ e .
(c) Ha f-nek m-edrendi pélusa van c-ben, akkor T-nek c-ben elsdrendii pdlusa van, és

!

Rgs 7= —m.
Biz. (b) f(z) = h(z) - (z—c)™, a h(z) fuggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
f m' oy f H
@)= h(z)+(((zz c))> = h@+ ;T Res (@) =Res(2) +Rey T =04 m
(c) f(2) (ZTZ))m, a h(z) faggvény holomorf c-ben, és h(c) # 0
f H _ m\’/ H f H
=50 = =f0 T Rep@=Rep@) BT =0-m
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Tétel (argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu, rektifikalhaté egyzerii zart
gorbe, amely a belsejével egylitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy at f(z) gybkein és pdlusain.

® polus

L]
gyik

L]
gydk

v
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Tétel (argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu, rektifikalhaté egyzerii zart
gorbe, amely a belsejével egylitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy at f(z) gybkein és pdlusain.
Jeloljik Z-vel és P-vel f(z) gybkeinek és polusainak szamat + belsejében multiplicitassal, vagyis
minden gyokot és polust annyiszor szamolunk, ahanyszoros gyok, illetve ahanyadrendii polus.

® polus

[ ] L
gyik gyok

v
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Tétel (argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu, rektifikalhaté egyzerii zart
gorbe, amely a belsejével egylitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy at f(z) gybkein és pdlusain.
Jeloljik Z-vel és P-vel f(z) gybkeinek és polusainak szamat + belsejében multiplicitassal, vagyis
minden gyokot és polust annyiszor szamolunk, ahanyszoros gyok, illetve ahanyadrendii polus.
Ekkor

1 f’
z-p=-_" [L — n(f
21 | @) 2 =n(ro7.0)
) 1)
® polus —_— -

[ & °

[ ] L]
gyik gyok
v f(z)
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Tétel (argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu, rektifikalhaté egyzerii zart
gorbe, amely a belsejével egylitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy at f(z) gybkein és pdlusain.
Jeloljik Z-vel és P-vel f(z) gybkeinek és polusainak szamat + belsejében multiplicitassal, vagyis
minden gyokot és polust annyiszor szamolunk, ahanyszoros gyok, illetve ahanyadrendii polus.

Ekkor : .
Z_Pzzﬂ_’ f()Z—n(fO’y’)

avagy: A gyokok szama minusz a polusok szama a ~ belsejében éppen annyi, mint ahanyszor
z-vel a goérbe mentén kérbesétalva, f(z) értéke kdrbefordul.

f(z)

® polus —_—

[ ] L
gyik gyok

v
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Alliitas: ]
P — —
Z =35 iLf(z)dz n(fo~,0)
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Allitas: 1
z-p=_— [T -
o / (2)dz = n(f,0)
Biz.

(a) Az 7(z) logaritmikus derivalt reziduuma az m-szeres gydkoknél m, az m-edrendi pdlusoknal
—m, a tébbi pontban 0.
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Allitas: 1
z-p=_— [T -
o / (2)dz = n(f,0)
Biz.

(a) Az 7(z) logaritmikus derivalt reziduuma az m-szeres gydkoknél m, az m-edrendi pdlusoknal

—m, a tébbi pontban 0. A gy6kdk szama, Z a pozitiv reziduumok 6sszege, a pélusok szama, P
pedig a negativ reziduumok 6sszege (—1)-szer.
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Allitas: ]
_p—__ | L —
Z—-P 5 iL f(z)dz n(fo~,0)

Biz.
(a) Az 7(z) logaritmikus derivalt reziduuma az m-szeres gydkoknél m, az m-edrendi pdlusoknal

—m, a tébbi pontban 0. A gy6kdk szama, Z a pozitiv reziduumok 6sszege, a pélusok szama, P
pedig a negativ reziduumok 6sszege (—1)-szer.

Z—-P= Z Res%

~ belsejében
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Allitas: 1
z-p=_— [T -
o / (2)dz = n(f,0)
Biz.

(a) Az 7(z) logaritmikus derivalt reziduuma az m-szeres gydkoknél m, az m-edrendi pdlusoknal

—m, a tébbi pontban 0. A gy6kdk szama, Z a pozitiv reziduumok 6sszege, a pélusok szama, P
pedig a negativ reziduumok 6sszege (—1)-szer.

~ belsejében
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Allitas: ]
7_pPp—_— | = = n(f
5 iL f(z)dz n(fo~,0)

Biz.

(a) Az 7(z) logaritmikus derivalt reziduuma az m-szeres gydkoknél m, az m-edrendi pdlusoknal

—m, a tébbi pontban 0. A gy6kdk szama, Z a pozitiv reziduumok 6sszege, a pélusok szama, P
pedig a negativ reziduumok 6sszege (—1)-szer.

~ belsejében

(b) A w = f(z) helyettesitéssel integralva dw = f'(z) dz és
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Allitas: ]
7_pPp—_— | = = n(f
5 iL f(z)dz n(fo~,0)

Biz.

(a) Az 7(z) logaritmikus derivalt reziduuma az m-szeres gydkoknél m, az m-edrendi pdlusoknal

—m, a tébbi pontban 0. A gy6kdk szama, Z a pozitiv reziduumok 6sszege, a pélusok szama, P
pedig a negativ reziduumok 6sszege (—1)-szer.

~ belsejében

(b) A w = f(z) helyettesitéssel integralva dw = f'(z) dz és
1 f

2ri 2y
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Allitas: ]
7_pPp—_— | = = n(f
5 iL f(z)dz n(fo~,0)

Biz.

(a) Az 7(z) logaritmikus derivalt reziduuma az m-szeres gydkoknél m, az m-edrendi pdlusoknal

—m, a tébbi pontban 0. A gy6kdk szama, Z a pozitiv reziduumok 6sszege, a pélusok szama, P
pedig a negativ reziduumok 6sszege (—1)-szer.

~ belsejében

(b) A w = f(z) helyettesitéssel integralva dw = f'(z) dz és

1 f! d 1 dw

27T/ zey 27'('/ Jwe(foy) w
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Allitas: ]
7_pPp—_— | = = n(f
5 iL f(z)dz n(fo~,0)

Biz.

(a) Az 7(z) logaritmikus derivalt reziduuma az m-szeres gydkoknél m, az m-edrendi pdlusoknal

—m, a tébbi pontban 0. A gy6kdk szama, Z a pozitiv reziduumok 6sszege, a pélusok szama, P
pedig a negativ reziduumok 6sszege (—1)-szer.

~ belsejében

(b) A w = f(z) helyettesitéssel integralva dw = f'(z) dz és

1 f! d 1 dw

" _ = A — =N fO")/,O .
2ri zey 2mi Jwe(foy) w ( )
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Definicio

Legyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b. Azt mondjuk, hogy az a pontban a b érték
multiplicitasa m, ha
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Definicio

Legyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b. Azt mondjuk, hogy az a pontban a b érték
multiplicitasa m, ha

o f'(a)=...= f(mN(a) =0 és f(M(a) £0,
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Definicio

Legyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b. Azt mondjuk, hogy az a pontban a b érték
multiplicitasa m, ha

o f'(a)=...=f(m"(a) = 0 és f(™(a) # 0, vagyis
@ az f(z) — b fuggvénynek az a szam m-szeres gyoke.
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Tétel

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer( zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy
at f(z) polusain, és a v pontjaiban f # a.
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Tétel

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer( zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy
at f(z) polusain, és a v pontjaiban f # a.

Jel6ljik Zz-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve f(z) polusainak szamat ~
belsejében multiplicitassal.
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Tétel
Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen ~ pozitiv iranyitasu,

rektifikalhaté egyzer( zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy

at f(z) polusain, és a v pontjaiban f # a.

Jel6ljik Zz-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve f(z) polusainak szamat ~

belsejében multiplicitassal. Ekkor

f/
27rl/f dZ:n(fo'y,a)
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Tétel

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer( zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy
at f(z) polusain, és a v pontjaiban f # a.

Jel6ljik Zz-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve f(z) polusainak szamat ~
belsejében multiplicitassal. Ekkor

f/
271-//f dZ:n(fo'y,a)

avagy: a fliggvény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, minusz a pélusok szama, mint
ahanyszor z-vel v mentén kérbesétalva, f(z) értéke megkerili az a-t.
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Tétel

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer( zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy
at f(z) polusain, és a v pontjaiban f # a.

Jel6ljik Zz-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve f(z) polusainak szamat ~
belsejében multiplicitassal. Ekkor

f/
27rl/f dZ:n(fo'y,a)

avagy: a fliggvény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, minusz a pélusok szama, mint
ahanyszor z-vel v mentén kérbesétalva, f(z) értéke megkerili az a-t.

Biz. Argumentumelv a g(z) = f(z) — a figgvényre, majd w = f(z) helyettesités:

15. Az argumentumelv Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 10/26



|

Tétel

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer( zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy
at f(z) polusain, és a v pontjaiban f # a.

Jel6ljik Zz-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve f(z) polusainak szamat ~
belsejében multiplicitassal. Ekkor

f/
27rl/f dZ:n(fo'y,a)

avagy: a fliggvény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, minusz a pélusok szama, mint
ahanyszor z-vel v mentén kérbesétalva, f(z) értéke megkerili az a-t.

Biz. Argumentumelv a g(z) = f(z) — a figgvényre, majd w = f(z) helyettesités:

Za(f) = P(f)
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Tétel

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer( zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy
at f(z) polusain, és a v pontjaiban f # a.

Jel6ljik Zz-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve f(z) polusainak szamat ~
belsejében multiplicitassal. Ekkor

|

f/
27rl/f dZ:n(fo'y,a)

avagy: a fliggvény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, minusz a pélusok szama, mint
ahanyszor z-vel v mentén kérbesétalva, f(z) értéke megkerili az a-t.

Biz. Argumentumelv a g(z) = f(z) — a figgvényre, majd w = f(z) helyettesités:

Za(f) = P(f) = Z(g) - P(9)
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Tétel

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen ~ pozitiv iranyitasu,

rektifikalhaté egyzer( zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy

at f(z) polusain, és a v pontjaiban f # a.

Jel6ljik Zz-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve f(z) polusainak szamat ~

belsejében multiplicitassal. Ekkor

f/
27rl/f dz:n(fo'y,a)

avagy: a fliggvény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, minusz a pélusok szama, mint
ahanyszor z-vel v mentén kérbesétalva, f(z) értéke megkerili az a-t.

Biz. Argumentumelv a g(z) = f(z) — a figgvényre, majd w = f(z) helyettesités:

Za(f) = P(f) = Z(g) - P(9) = 2;: ze Z((ZZ)) dz
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Tétel

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen ~ pozitiv iranyitasu,

rektifikalhaté egyzer( zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy

at f(z) polusain, és a v pontjaiban f # a.

Jel6ljik Zz-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve f(z) polusainak szamat ~

belsejében multiplicitassal. Ekkor

f/
27rl/f dZ:n(fo'y,a)

avagy: a fliggvény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, minusz a pélusok szama, mint
ahanyszor z-vel v mentén kérbesétalva, f(z) értéke megkerili az a-t.

Biz. Argumentumelv a g(z) = f(z) — a figgvényre, majd w = f(z) helyettesités:

2 - P() = 2(0) - Plo) = 55 | L az—5n [ DDz
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Tétel

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen ~ pozitiv iranyitasu,

rektifikalhaté egyzer( zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy

at f(z) polusain, és a v pontjaiban f # a.

Jel6ljik Zz-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve f(z) polusainak szamat ~

belsejében multiplicitassal. Ekkor

f/
27rl/f dZ:n(fo'y,a)

avagy: a fliggvény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, minusz a pélusok szama, mint
ahanyszor z-vel v mentén kérbesétalva, f(z) értéke megkerili az a-t.

Biz. Argumentumelv a g(z) = f(z) — a figgvényre, majd w = f(z) helyettesités:

2 - P() = 2(0) - Plo) = 55 | L az—5n [ DDz

1 aw
27Ti we(fory) w-—a
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Tétel

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen ~ pozitiv iranyitasu,

rektifikalhaté egyzer( zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy

at f(z) polusain, és a v pontjaiban f # a.

Jel6ljik Zz-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve f(z) polusainak szamat ~

belsejében multiplicitassal. Ekkor

f/
27rl/f dZ:n(fo'y,a)

avagy: a fliggvény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, minusz a pélusok szama, mint
ahanyszor z-vel v mentén kérbesétalva, f(z) értéke megkerili az a-t.

Biz. Argumentumelv a g(z) = f(z) — a figgvényre, majd w = f(z) helyettesités:

2 - P() = 2(0) - Plo) = 55 | L az—5n [ DDz

1 aw
27Ti we(fory) w-—a

=n(fo~,a).
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f(z+0,3)3
z+0,5-0,8i

A

A ~ gbrbe a +1 + j cslicsu négyzet hatara és f(z) =

L —(z+0,3)?
o | z4+0,5—0,8i

O.4
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—(z+0,3)3
z+0,5-0,8i

A ~ gbrbe a +1 + j cslicsu négyzet hatara és f(z) =

L —(z+0,3)?
o | z4+0,5—0,8i

Q
®

A fuggvénynek haromszoros gyoke van a (-0, 3)-ben, és elsérendl polusa a (—0,5 + 0, 8/)-ben,
tehat Z — P =3 — 1 =2. Az f o v gbrbe kétszer ker(ili meg a 0-t.
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Példa

- 0 , , , , - 7(Z+ 0’3)3

h f =
A ~ gbrbe a =1 & i csuicsu neégyzet hatara és f(z) 210508
" —(2+0,3°
o | z+0,5-0,8i

Q
®

[ ]
Y

A fuggvénynek haromszoros gyoke van a (-0, 3)-ben, és elsérendl polusa a (—0,5 + 0, 8/)-ben,

tehat Z — P =3 — 1 =2. Az f o v gbrbe kétszer ker(ili meg a 0-t.

A baloldalon a harom sarga pont egyszeres képe az a pont, de csak kettd esik a v belsejébe.

Tehat Z, — P =2 —1 = 1;az f oy gbrbe egyszer kerlli meg az a pontot.
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Tetel (altalanos argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf, g(z) holomorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f(z) gyokein és polusain.

Barmely ¢ pontra legyen m(c) a ¢ multiplicitasa, ha c gyoke f-nek; legyen —m(c) a c rendje, ha ¢
polusa f-nek; egyébkent legyen m(c) = 0. Ekkor

S me)ate)= 5 [ o) 7

c bels6 pont
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Tetel (altalanos argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf, g(z) holomorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f(z) gyokein és polusain.

Barmely ¢ pontra legyen m(c) a ¢ multiplicitasa, ha c gyoke f-nek; legyen —m(c) a c rendje, ha ¢
polusa f-nek; egyébkent legyen m(c) = 0. Ekkor

S me)ate)= 5 [ o) 7

c bels6 pont

. . f ~ Y .
Biz. Mivel ?—nek csak elsdrendi pélusai vannak,
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Tetel (altalanos argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf, g(z) holomorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f(z) gyokein és polusain.

Barmely ¢ pontra legyen m(c) a ¢ multiplicitasa, ha c gyoke f-nek; legyen —m(c) a c rendje, ha ¢
polusa f-nek; egyébkent legyen m(c) = 0. Ekkor

S me)ate)= 5 [ o) 7

c bels6 pont

. . f ~ Y .
Biz. Mivel ?—nek csak elsdrendi pélusai vannak,

fl
(o)
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Tetel (altalanos argumentumelv)
Legyen f(z) meromorf, g(z) holomorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,

rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy

at f(z) gyokein és polusain.

Barmely ¢ pontra legyen m(c) a ¢ multiplicitasa, ha c gyoke f-nek; legyen —m(c) a c rendje, ha ¢

polusa f-nek; egyébkent legyen m(c) = 0. Ekkor

= e~ o

c bels6 pont

. . f ~ Y .
Biz. Mivel ?—nek csak elsdrendi pélusai vannak,

f f
Rg:s (g- f) =g(c) ~Rces ¥
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Tetel (altalanos argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf, g(z) holomorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f(z) gyokein és polusain.

Barmely ¢ pontra legyen m(c) a ¢ multiplicitasa, ha c gyoke f-nek; legyen —m(c) a c rendje, ha ¢
polusa f-nek; egyébkent legyen m(c) = 0. Ekkor

= e~ o

c bels6 pont

. . f ~ Y .
Biz. Mivel ?—nek csak elsdrendi pélusai vannak,

Res (97 ) = 9(0) Res s = g(0) e
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Tetel (altalanos argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf, g(z) holomorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f(z) gyokein és polusain.

Barmely ¢ pontra legyen m(c) a ¢ multiplicitasa, ha c gyoke f-nek; legyen —m(c) a c rendje, ha ¢
polusa f-nek; egyébkent legyen m(c) = 0. Ekkor

S me)ate)= 5 [ o) 7

c bels6 pont

/
Biz. Mivel f?—nek csak elsérend( pélusai vannak,
f’ f!
Res (97 ) = 9(0) Res s = g(0) e
>, m(c)-g(c)

¢ belsd pont
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Tetel (altalanos argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf, g(z) holomorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f(z) gyokein és polusain.

Barmely ¢ pontra legyen m(c) a ¢ multiplicitasa, ha c gyoke f-nek; legyen —m(c) a c rendje, ha ¢
polusa f-nek; egyébkent legyen m(c) = 0. Ekkor

= e~ o

c bels6 pont

/
Biz. Mivel f?—nek csak elsérend( pélusai vannak,
f’ f!
Res (97 ) = 9(0) Res s = g(0) e

> me)g@- X Res(e-f)

¢ belsd pont c belsé pont
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Tetel (altalanos argumentumelv)
Legyen f(z) meromorf, g(z) holomorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,

rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy

at f(z) gyokein és polusain.

Barmely ¢ pontra legyen m(c) a ¢ multiplicitasa, ha c gyoke f-nek; legyen —m(c) a c rendje, ha ¢

polusa f-nek; egyébkent legyen m(c) = 0. Ekkor

= e~ o

c bels6 pont

/
Biz. Mivel f?—nek csak elsérend( pélusai vannak,
f’ f!
Res (97 ) = 9(0) Res s = g(0) e

> merge- ¥ re(o:f) =g [e@) f@a

¢ belsd pont c belsé pont

15. Az argumentumelv Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9.
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Példak
!
° % / fT(z) dz az f gybkeinek szama (minusz a pélusok szama) a gorbe belsejében,
i
~

multiplicitassal.
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Példak
!
° % / fT(z) dz az f gybkeinek szama (minusz a pélusok szama) a gorbe belsejében,
i
Y
multiplicitassal.

2mi
multiplicitassal.

!
! z- ;(z) dz az f gyokeinek dsszege (minusz a pdlusok dsszege) a gdrbe belsejében,
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Példak

!
° % / fT(z) dz az f gybkeinek szama (minusz a pélusok szama) a gorbe belsejében,
i
Y

multiplicitassal.
!
% z- ;(z) dz az f gyokeinek dsszege (minusz a pdlusok dsszege) a gdrbe belsejében,
i

multiplicitassal.

/
° % / f(fz)(z) dz az f(z) = a egyenlet megoldasainak szama (minusz a p6lusok szama) a
p _
.
gorbe belsejében, multiplicitassal.
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Példak

!
° % / fT(z) dz az f gybkeinek szama (minusz a pélusok szama) a gorbe belsejében,
i
Y

multiplicitassal.
!
) % z- ;(z) dz az f gyokeinek dsszege (minusz a pdlusok dsszege) a gdrbe belsejében,
i

multiplicitassal.

/
° % / f(fz)(z) dz az f(z) = a egyenlet megoldasainak szama (minusz a p6lusok szama) a
p _

.

gorbe belsejében, multiplicitassal.

!
° % L z- f(fz)(z_) 2 dz az f(z) = a egyenlet megoldasainak 6sszege (minusz a pélusok
0sszege) a gorbe belsejében, multiplicitassal.
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Példak

/
° % / ;(z) dz az f gybkeinek szama (minusz a pélusok szama) a gorbe belsejében,
i
.

multiplicitassal.
!
) % z- ;(z) dz az f gyokeinek dsszege (minusz a pdlusok dsszege) a gdrbe belsejében,
i

multiplicitassal.

/
° % / f(fz)(z) dz az f(z) = a egyenlet megoldasainak szama (minusz a p6lusok szama) a
p _

.

gorbe belsejében, multiplicitassal.

!
° % L zZ- f(fz)(z_) 2 dz az f(z) = a egyenlet megoldasainak 6sszege (minusz a pélusok

0sszege) a gorbe belsejében, multiplicitassal.
Ha f(z) holomorf, és valahonnan tudjuk, hogy pontosan egy, egyszeres megoldas van, akkor
ez az integral megadja magat a megoldast.
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16. A Rouché-tétel és alkalmazasai |
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Szeretnénk bebizonyitani az algebra alaptételét az argumentumelvbdl.
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Szeretnénk bebizonyitani az algebra alaptételét az argumentumelvbdl.

Legyen p(z) = 2"+ ap 12" +... + a1z + ap.
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Szeretnénk bebizonyitani az algebra alaptételét az argumentumelvbdl.

Legyen p(z) = 2"+ ap 12" +... + a1z + ap.

Ha |z| nagy, akkor
p(2) = 2" + "z’
a "zaj” sokkal kisebb, mint a fétag, z".
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Szeretnénk bebizonyitani az algebra alaptételét az argumentumelvbdl.

Legyen p(z) = 2"+ ap 12" +... + a1z + ap.

Ha |z| nagy, akkor
p(2) = 2"+ za

a "zaj” sokkal kisebb, mint a fétag, z".

Egy nagy kérén a z" n-szer fordul kérbe.
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Szeretnénk bebizonyitani az algebra alaptételét az argumentumelvbdl.

Legyen p(z2) = 2"+ ap_ 12" ' +... + a1z + ap.

Ha |z| nagy, akkor
p(2) = 2"+ zaj’

a "zaj” sokkal kisebb, mint a fétag, z".

Egy nagy kérén a z" n-szer fordul kérbe. Szemléletesen, egy
kis zaj ezt nem tudja elrontani... Vagy mégis?
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Rouché tétele
Legyen f(2), g(z) és h(z) = f(z) + g(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f és g pélusain. Jeldlje Z . és P.. a megfeleld fliggvény gyokeinek, és polusainak szamat
belsejében.
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Rouché tétele
Legyen f(2), g(z) és h(z) = f(z) + g(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f és g pélusain. Jeldlje Z . és P.. a megfeleld fliggvény gyokeinek, és polusainak szamat
belsejében.

(1a) Ha a v pontjaiban |f| > |g|, akkor Zi, g — Pryg = Zr — P
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Rouché tétele
Legyen f(2), g(z) és h(z) = f(z) + g(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f és g pélusain. Jeldlje Z . és P.. a megfeleld fliggvény gyokeinek, és polusainak szamat
belsejében.

(1a) Ha a v pontjaiban |f| > |g|, akkor Zi, g — Pryg = Zr — P
(1b) Ha a ~ pontjaiban |f| > |f — h|, akkor Z, — P, = Z; — Ps.
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Rouché tétele

Legyen f(2), g(z) és h(z) = f(z) + g(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f és g pélusain. Jeldlje Z . és P.. a megfeleld fliggvény gyokeinek, és polusainak szamat
belsejében.
(1a) Ha a v pontjaiban |f| > |g|, akkor Zi, g — Pryg = Zr — P
(1b) Ha a ~ pontjaiban |f| > |f — h|, akkor Z, — P, = Z; — Ps.
(2a) Ha a v pontjaiban sem f, sem h nem nulla, és f/h nem lehet
negativ valés sem, akkor Z, — Py, = Z; — P;.
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Rouché tétele
Legyen f(2), g(z) és h(z) = f(z) + g(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f és g pélusain. Jeldlje Z . és P.. a megfeleld fliggvény gyokeinek, és polusainak szamat
belsejében.
(1a) Ha a v pontjaiban |f| > |g|, akkor Zi, g — Pryg = Zr — P
(1b) Ha a ~ pontjaiban |f| > |f — h|, akkor Z, — P, = Z; — Ps.
(2a) Ha a v pontjaiban sem f, sem h nem nulla, és f/h nem lehet
negativ valés sem, akkor Z, — Py, = Z; — P;.

(2b) Ha a «y pontjaiban |f — h| < |f| + |h|, akkor Z, — Py = Z; — P+.
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Rouché tétele
Legyen f(2), g(z) és h(z) = f(z) + g(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f és g pélusain. Jeldlje Z . és P.. a megfeleld fliggvény gyokeinek, és polusainak szamat
belsejében.
(1a) Ha a v pontjaiban |f| > |g|, akkor Zi, g — Pryg = Zr — P
(1b) Ha a ~ pontjaiban |f| > |f — h|, akkor Z, — P, = Z; — Ps.
(2a) Ha a v pontjaiban sem f, sem h nem nulla, és f/h nem lehet
negativ valés sem, akkor Z, — Py, = Z; — P;.

(2b) Ha a «y pontjaiban |f — h| < |f| + |h|, akkor Z, — Py = Z; — P+.

Biz. (1a) és (1b) ugyanaz.
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Rouché tétele
Legyen f(2), g(z) és h(z) = f(z) + g(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f és g pélusain. Jeldlje Z . és P.. a megfeleld fliggvény gyokeinek, és polusainak szamat
belsejében.

(1a) Ha a v pontjaiban |f| > |g|, akkor Zi, g — Pryg = Zr — P
(1b) Ha a ~ pontjaiban |f| > |f — h|, akkor Z, — P, = Z; — Ps.

(2a) Ha a v pontjaiban sem f, sem h nem nulla, és f/h nem lehet
negativ valés sem, akkor Z, — Py, = Z; — P;.

(2b) Ha a «y pontjaiban |f — h| < |f| + |h|, akkor Z, — Py = Z; — P+.

Biz. (1a) és (1b) ugyanaz. h(z) f(2)
(2a) és (2b) is azt fejezi ki, hogy az f(z) és h(z) pontokat 6sszekotd zart

szakasz nem tartalmazza a 0-t. 0
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Rouché tétele

Legyen f(2), g(z) és h(z) = f(z) + g(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f és g pélusain. Jeldlje Z . és P.. a megfeleld fliggvény gyokeinek, és polusainak szamat
belsejében.

(1a) Ha a v pontjaiban |f| > |g|, akkor Zi, g — Pryg = Zr — P
(1b) Ha a ~ pontjaiban |f| > |f — h|, akkor Z, — P, = Z; — Ps.

(2a) Ha a v pontjaiban sem f, sem h nem nulla, és f/h nem lehet
negativ valés sem, akkor Z, — Py, = Z; — P;.

(2b) Ha a «y pontjaiban |f — h| < |f| + |h|, akkor Z, — Py = Z; — P+.

Biz. (1a) és (1b) ugyanaz. h(z) f(2)
(2a) és (2b) is azt fejezi ki, hogy az f(z) és h(z) pontokat 6sszekotd zart

szakasz nem tartalmazza a 0-t. 0
(2b) = (1b) trividlis, mert ha |f — h| < |f|, akkor |f — h| < |f| + | A
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Rouché tétele

Legyen f(2), g(z) és h(z) = f(z) + g(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv iranyitasu,
rektifikalhaté egyzer(i zart gérbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik Ugy, hogy v nem megy
at f és g pélusain. Jeldlje Z . és P.. a megfeleld fliggvény gyokeinek, és polusainak szamat
belsejében.

(1a) Ha a v pontjaiban |f| > |g|, akkor Zi, g — Pryg = Zr — P
(1b) Ha a ~ pontjaiban |f| > |f — h|, akkor Z, — P, = Z; — Ps.

(2a) Ha a v pontjaiban sem f, sem h nem nulla, és f/h nem lehet
negativ valés sem, akkor Z, — Py, = Z; — P;.

(2b) Ha a «y pontjaiban |f — h| < |f| + |h|, akkor Z, — Py = Z; — P+.

Biz. (1a) és (1b) ugyanaz. h(z) f(2)
(2a) és (2b) is azt fejezi ki, hogy az f(z) és h(z) pontokat 6sszekotd zart

szakasz nem tartalmazza a 0-t. 0
(2b) = (1b) trividlis, mert ha |f — h| < |f|, akkor |f — h| < |f| + | A

Elég (2a)-t igazolni.
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zy— Pn=2; — Py.
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zy— Pn=2; — Py.

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos.
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor

Zn — Pn=Z; — P

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor

Zn — Pn=Z; — P

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

/
A D; halmazban (77//? -nek van primitiv figgvénye D;-en:
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor

Zn — Pn=Z; — P

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

/
A D; halmazban (77//? -nek van primitiv figgvénye Ds-en: a Iog? foértéke.
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor

Zn — Pn=Z; — P

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

!/
A Dy halmazban (77//? -nek van primitiv figgvénye D;-en: a Iog? foértéke. Ezért

(Zh — Pn) — (Z — P¥)
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zn — Pn=Z; — P
Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.
(h/fy . h . .. )
A Dy halmazban Y -nek van primitiv flggvénye D;-en: a log 7 foértéke. Ezeért
1 g 1 f!
(Gn=Po) =& =P =5ni | b 2wl ), F
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor

Zn — Pn=Z; — P

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

!/
A Dy halmazban (77//? -nek van primitiv figgvénye D;-en: a log h foértéke. Ezért

1 h 1 f 1 h f
(Zh=Pn) = (& =P =505 | &~ i vf:27ri/7<h_f)
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor

Zn — Pn=Z; — P

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

!/
A Dy halmazban (77//? -nek van primitiv figgvénye D;-en: a log h foértéke. Ezért

1 (H 1 [ Wof
(o= P =& =P =505 | B 2 vf:27ri/7<h_f):

_ 1 [ (ht)
_%AWf
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zy— Pn=2; — Py.

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy

g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

!/
A Dy halmazban (77//? -nek van primitiv figgvénye D;-en: a log h foértéke. Ezért

1 (H 1 [ Wof
(Zh_Ph)_(Zf_Pf):zWiVh_27ri7f:27ri/7<h_f):

“on |5 =z [ ()
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zy— Pn=2; — Py.

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy

g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

!/
A Dy halmazban (77//? -nek van primitiv figgvénye D;-en: a log h foértéke. Ezért

1 (H 1 [ Wof
(Zh_Ph)_(Zf_Pf):zWiVh_27ri7f:27ri/7<h_f):

o (0 o
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zy— Pn=2; — Py.

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy

g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

!/
A Dy halmazban (77//? -nek van primitiv figgvénye D;-en: a log h foértéke. Ezért

1 (H 1 [ Wof
(Zh_Ph)_(Zf_Pf):zWiVh_27ri7f:27ri/7<h_f):

o] G =g () o

Tehat, Z, — P, = Zs — Pr.
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zy— Pn=2; — Py.

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy

g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

!/
A Dy halmazban (77//? -nek van primitiv figgvénye D;-en: a log h foértéke. Ezért

1 (H 1 [ Wof
(Zh_Ph)_(Zf_Pf):zWiVh_27ri7f:27ri/7<h_f):

o (0 o

Tehat, Z, — P, = Zs — Pr.
Alternativ bizonyitas:
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zy— Pn=2; — Py.

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy

g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

!/
A Dy halmazban (77//? -nek van primitiv figgvénye D;-en: a log h foértéke. Ezért

1 (H 1 [ Wof
(Zh_Ph)_(Zf_Pf):zWiVh_27ri7f:27ri/7<h_f):
o [ (hfy A A
_27ri/7 ht _%A 97 ) =0
Tehét,Zh—Ph:Zf—Pf.

Alternativ bizonyitas: 0 < t < 1 esetén legyen

1 (1 - 0)f +tg)’
w()%/v (1-0f+1tg
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zy— Pn=2; — Py.

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében

fekszik ~.
(h/f)

ht 1 ld 1 f! 1 T it
(o= P =& =P =505 | B 2 vf:27ri/7<h_f):

oy h' _
_27ri/7 ht _%A 9% ) =0
Tehat, Zh— Py =2 — Ps.

Alternativ bizonyitas: 0 < t < 1 esetén legyen

1 ((1—tf+1g)’ . ,
_ -~ 7 =7 . < < -
o(t) 27”./V -0 +ig Ez minden 0 < t < 1 esetén h(z

értelmes, mert v pontjaiban (1 — t)f + tg # 0.

A Dy halmazban -nek van primitiv figgvénye D;-en: a log h foértéke. Ezért

(L—t)f(=z) H”"‘-:'f(z)

0

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 18/26



(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zy— Pn=2; — Py.

Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében

fekszik ~.
(h/1y
ht 1 ld 1 f! 1 T it
(o= P =& =P =505 | B 2 vf:27ri/7<h_f) -

oy h' _
_27ri/7 ht _%A 9% ) =0
Tehat, Zh— Py =2 — Ps.

Alternativ bizonyitas: 0 < t < 1 esetén legyen
1 (1 -tf+1tg) _ ]
o(t) = 57 /V A—tfrg Ez minden 0 < t < 1 esetén h(z
értelmes, mert v pontjaiban (1 — t)f + tg # 0.
A o(t) = Zi1—pyt+1g — Pra—tyr+1g €rték mindig egész szam;

A Dy halmazban -nek van primitiv figgvénye D;-en: a log h foértéke. Ezért

(L—t)f(=z) H”"‘-:'f(z)

0
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(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zn — Pn=Z; — P
Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

(h/fy

ht 1 ld 1 f! 1 T it
(o= P =& =P =505 | B 2 vf:27ri/7<h_f):

oy h' _
_27ri/7 ht _%A 9% ) =0
Tehat, Zh— Py =2 — Ps.

Alternativ bizonyitas: 0 < t < 1 esetén legyen
1 (1 -tf+1tg)
=— [ —+—2_ Ez minden < <1 &n 2
o(t) 27”/V T-0i+1g z minden 0 < t < esetén  h(z -
értelmes, mert v pontjaiban (1 — t)f + tg # 0.
A o(t) = Zi1—pyr+1g — Pra—tyr+1g €rték mindig egész szam; masrészt o(t), mint paraméteres integral,
folytonos.
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(L—t)f(=z) H”"‘-:'f(z)



(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zn — Pn=Z; — P
Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

(h/fy

ht 1 ld 1 f! 1 T it
(o= P =& =P =505 | B 2 vf:27ri/7<h_f):

oy h' _
_27ri/7 ht _%A 9% ) =0
Tehat, Zh— Py =2 — Ps.

Alternativ bizonyitas: 0 < t < 1 esetén legyen

(H) = 1/((1t)f+tg)’ Ez minden 0 < t < 1 esetén h(z
e ), (-t +1g == "z ;
értelmes, mert v pontjaiban (1 — t)f + tg # 0.
A o(t) = Zi1—pyr+1g — Pra—tyr+1g €rték mindig egész szam; masrészt o(t), mint paraméteres integral,
folytonos. Tehat (t) konstans,
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A Dy halmazban -nek van primitiv figgvénye D;-en: a log h foértéke. Ezért

(L—t)f(=z) H”"‘-:'f(z)



(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ val6s, akkor
Zn — Pn=Z; — P
Legyen Dy az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valos. Ahol f = 0 vagy
g =0vagy f/g € (-0, 0) az egy relativ zart halmaz, tehat Dy nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

(h/fy

ht 1 ld 1 f! 1 T it
(o= P =& =P =505 | B 2 vf:27ri/7<h_f):

oy h' _
_27ri/7 ht _%A 9% ) =0
Tehat, Zh— Py =2 — Ps.

Alternativ bizonyitas: 0 < t < 1 esetén legyen

(H) = 1/((1t)f+tg)’ Ez minden 0 < t < 1 esetén h(z
e ), (-t +1g == "z ;
értelmes, mert v pontjaiban (1 — t)f + tg # 0.
A o(t) = Zi1—pyr+1g — Pra—tyr+1g €rték mindig egész szam; masrészt o(t), mint paraméteres integral,
folytonos. Tehét ¢(t) konstans, és Z; — Pr = ¢(0) = ¢(1) = Zy — Ph.
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A Dy halmazban -nek van primitiv figgvénye D;-en: a log h foértéke. Ezért

(L—t)f(=z) H”"‘-:'f(z)



Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére
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Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére

Legyen p(z) = 2"+ ap_ 12" ' +... + a1z + ap.
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Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére

Legyen p(z) = 2"+ ap_ 12" ' +... + a1z + ap.

Legyen
R>1+|a|+|al|+ ...+ |an-1],
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Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére

Legyen p(z) = 2"+ ap_ 12" ' +... + a1z + ap.

Legyen
R>1+|a|+|a1| + ...+ |an_1],

és irjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az z" fliggvényekre a |z| < R korben.

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 19/26



Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére

Legyen p(z) = 2"+ ap_ 12" ' +... + a1z + ap.
Legyen
R>1+lao| + |ai| + ...+ |an_1],
és irjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az z" fliggvényekre a |z| < R korben.

A korvonalon
p(2) — 2"|
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Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére

Legyen p(z) = 2"+ ap_ 12" ' +... + a1z + ap.
Legyen
R>1+lao| + |ai| + ...+ |an_1],
és irjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az z" fliggvényekre a |z| < R korben.

A korvonalon
Ip(2) = 2"| = |an-12"" + ...+ a1z + a|
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Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére

Legyen p(z) = 2"+ ap_ 12" ' +... + a1z + ap.
Legyen
R>1+lao| + |ai| + ...+ |an_1],
és irjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az z" fliggvényekre a |z| < R korben.

A korvonalon
Ip(2) = 2"| = |an-12"" + ...+ a1z + & <

< |an,1|Ff”“ +...+|a1|R + |ao]
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Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére

Legyen p(z) = 2"+ ap_ 12" ' +... + a1z + ap.
Legyen
R>1+lao| + |ai| + ...+ |an_1],
és irjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az z" fliggvényekre a |z| < R korben.

A korvonalon
Ip(2) = 2"| = |an-12"" + ...+ a1z + & <

<l|an1|R" " +...+|a1|R + |ao| < (|an—1|+ ...+ |&]| + |ao|) R
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Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére

Legyen p(z) = 2"+ ap_ 12" ' +... + a1z + ap.
Legyen
R>1+lao| + |ai| + ...+ |an_1],
és irjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az z" fliggvényekre a |z| < R korben.

A korvonalon
Ip(2) = 2"| = |an-12"" + ...+ a1z + & <

<l|an1|R" '+ ...+ |a1|R+ |ao| < (|an—1|+ ...+ |ai| + |a|)R" ' < R"
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Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére

Legyen p(z) = 2"+ ap_ 12" ' +... + a1z + ap.
Legyen
R>1+lao| + |ai| + ...+ |an_1],
és irjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az z" fliggvényekre a |z| < R korben.

A korvonalon
Ip(2) = 2"| = |an-12"" + ...+ a1z + & <

<|an1|R" "+ ...+ |a1|R+ |ao| < (|an—1]+ ...+ |a1| + |a|) R < R" = |2,
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Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére
Legyen p(z) = 2"+ @p,_12" ' + ...+ a1z + ap.
Legyen
R>1+|ao|+ |a1| + ...+ |&n-1],
és irjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az z" fliggvényekre a |z| < R korben.

A korvonalon
Ip(2) = 2"| = |an-12"" + ...+ a1z + & <

<|an1|R" "+ ...+ |a1|R+ |ao| < (|an—1]+ ...+ |a1| + |a|) R < R" = |2,

igy a Rouché-tétel szerint a kor belsejében (multiplicitassal szamolva), a p(z) figgvénynek
ugyanannyi gyoke van, mint a z" fliggvénynek,
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Egy ujabb bizonyitas az algebra alaptételére
Legyen p(z) = 2"+ @p,_12" ' + ...+ a1z + ap.
Legyen
R>1+|ao|+ |a1| + ...+ |&n-1],
és irjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az z" fliggvényekre a |z| < R korben.

A korvonalon
Ip(2) = 2"| = |an-12"" + ...+ a1z + & <

<|an1|R" "+ ...+ |a1|R+ |ao| < (|an—1]+ ...+ |a1| + |a|) R < R" = |2,

igy a Rouché-tétel szerint a kor belsejében (multiplicitassal szamolva), a p(z) figgvénynek
ugyanannyi gyoke van, mint a z" fliggvénynek, vagyis n darab.
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Tetel (lokalis értékeloszlas)

Tegyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b k-szoros értéke (azaz f'(a) = ... = fk—")(a) = 0,
£(K)(g) # 0).
f(z)
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Tetel (lokalis értékeloszlas)

Tegyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b k-szoros értéke (azaz f'(a) = ... = fk—")(a) = 0,
fk)(a) # 0). Ekkor 350 >0 V0 <46 <dy 3Je > 0, hogy

)

flz

N
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Tetel (lokalis értékeloszlas)

Tegyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b k-szoros értéke (azaz f'(a) = ... = fk—")(a) = 0,
fk)(a) # 0). Ekkor 350 >0 V0 <46 <dy 3Je > 0, hogy

@ Az f(z) = b egyenletnek egyetlen megoldasa az B(a, §) halmazban a z = a (és ez k-szoros
érték), és

f(z)

N
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Tetel (lokalis értékeloszlas)

Tegyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b k-szoros értéke (azaz f'(a) = ... = fk—")(a) = 0,
fk)(a) # 0). Ekkor 36 >0 VY0 <& <o 3Je > 0, hogy
@ Az f(z) = b egyenletnek egyetlen megoldasa az B(a, §) halmazban a z = a (és ez k-szoros
érték), és
@ Barmely w € B(b, ) szamra az f(z) = w egyenletnek pontosan k kiildnbdzé megoldasa van
a B(a, ¢) halmazban, és ezek mind egyszeres értékek.

f(z)

N
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

fz)

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 21/26



Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

Valasszuk do-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < §p kdrlapon @,
f# 0 és ' = 0; ezt biztosan megtehetjik az unicitastétel ‘

miatt.
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

Valasszuk do-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < §p kdrlapon e,
f# 0 és ' = 0; ezt biztosan megtehetjik az unicitastétel \

miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) = 0 egyetlen megoldasa

a z = 0, és minden mas érték egyszeres.
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

Valasszuk do-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < §p kdrlapon e,
f# 0 és ' = 0; ezt biztosan megtehetjik az unicitastétel \
miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) = 0 egyetlen megoldasa

a z = 0, és minden mas érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenséginktél egy neki tetsz6 0 < § < §p sugarat,
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

Valasszuk do-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < §p kdrlapon e,
f# 0 és ' = 0; ezt biztosan megtehetjik az unicitastétel \

miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) = 0 egyetlen megoldasa

a z = 0, és minden mas érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenséginktél egy neki tetsz6 0 < § < §o sugarat, akkor a mi Iépésiink:

€= lrzrw:r)S |(2)].
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

Valasszuk do-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < §p kdrlapon e,
f# 0 és ' = 0; ezt biztosan megtehetjik az unicitastétel \

miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) = 0 egyetlen megoldasa

a z = 0, és minden mas érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenséginktél egy neki tetsz6 0 < § < §o sugarat, akkor a mi Iépésiink:

€= lrzrw:r)S |(2)].

(e > 0, mert a kérvonalon f #£ 0.)
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

Valasszuk do-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < §p kdrlapon e,
f# 0 és ' = 0; ezt biztosan megtehetjik az unicitastétel \

miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) = 0 egyetlen megoldasa

a z = 0, és minden mas érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenséginktél egy neki tetsz6 0 < § < §o sugarat, akkor a mi Iépésiink:
€= Irquzr} |(2)].

(e > 0, mert a kérvonalon f #£ 0.)

Most Ujra az ellenség 1ép: mond egy w € B(a, ) szamot.
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

Valasszuk do-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < §p kdrlapon e,
f# 0 és ' = 0; ezt biztosan megtehetjik az unicitastétel \
miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) = 0 egyetlen megoldasa
a z = 0, és minden mas érték egyszeres.
Ha kaptunk az ellenséginktél egy neki tetsz6 0 < § < §o sugarat, akkor a mi Iépésiink:
= min |f(2)].
= min(2)
(e > 0, mert a kérvonalon f #£ 0.)

Most Ujra az ellenség 1ép: mond egy w € B(a, ) szamot.

A |z| = ¢ kérvonalon |f| > & > |w|.
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

Valasszuk do-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < §p kdrlapon e,
f# 0 és ' = 0; ezt biztosan megtehetjik az unicitastétel \

miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) = 0 egyetlen megoldasa

a z = 0, és minden mas érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenséginktél egy neki tetsz6 0 < § < §o sugarat, akkor a mi Iépésiink:
= min |f(2)].
== min I1)
(e > 0, mert a kérvonalon f #£ 0.)
Most Ujra az ellenség 1ép: mond egy w € B(a, ) szamot.

A |z| = ¢ kérvonalon |f| > ¢ > |w|. A Rouché-tétel miatt a B(0, §) kérlapon az f(z) — w
flggvénynek ugyanannyi gyoke van, mint az f(z) fliggvénynek, vagyis pontosan k darab.
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

Valasszuk do-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < §p kdrlapon e,
f# 0 és ' = 0; ezt biztosan megtehetjik az unicitastétel \
miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) = 0 egyetlen megoldasa

a z = 0, és minden mas érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenséginktél egy neki tetsz6 0 < § < §o sugarat, akkor a mi Iépésiink:

€= Irquzr} |(2)].

(e > 0, mert a kérvonalon f #£ 0.)

Most Ujra az ellenség 1ép: mond egy w € B(a, ) szamot.

A |z| = ¢ kérvonalon |f| > ¢ > |w|. A Rouché-tétel miatt a B(0, §) kérlapon az f(z) — w
flggvénynek ugyanannyi gyoke van, mint az f(z) fliggvénynek, vagyis pontosan k darab.

Ha w = 0, akkor a f(z) = w egyenlet egyetlen, k-szoros megoldasa a 0.
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

Valasszuk do-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < §p kdrlapon e,
f# 0 és ' = 0; ezt biztosan megtehetjik az unicitastétel \

miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) = 0 egyetlen megoldasa

a z = 0, és minden mas érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenséginktél egy neki tetsz6 0 < § < §o sugarat, akkor a mi Iépésiink:

€= Irquzr} |(2)].

(e > 0, mert a kérvonalon f #£ 0.)
Most Ujra az ellenség 1ép: mond egy w € B(a, ) szamot.

A |z| = ¢ kérvonalon |f| > ¢ > |w|. A Rouché-tétel miatt a B(0, §) kérlapon az f(z) — w
flggvénynek ugyanannyi gyoke van, mint az f(z) fliggvénynek, vagyis pontosan k darab.

Ha w = 0, akkor a f(z) = w egyenlet egyetlen, k-szoros megoldasa a 0.

Ha w # 0, akkor a 0 nem megoldas; a k darab megoldas a B(O, ) pontozott kérlapon van.
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, haa= b = 0.

Valasszuk do-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < §p kdrlapon e,
f# 0 és ' = 0; ezt biztosan megtehetjik az unicitastétel \

miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) = 0 egyetlen megoldasa

a z = 0, és minden mas érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenséginktél egy neki tetsz6 0 < § < §o sugarat, akkor a mi Iépésiink:

€= Irquzr} |(2)].

(e > 0, mert a kérvonalon f #£ 0.)

Most Ujra az ellenség 1ép: mond egy w € B(a, ) szamot.

A |z| = ¢ kérvonalon |f| > ¢ > |w|. A Rouché-tétel miatt a B(0, §) kérlapon az f(z) — w
flggvénynek ugyanannyi gyoke van, mint az f(z) fliggvénynek, vagyis pontosan k darab.
Ha w = 0, akkor a f(z) = w egyenlet egyetlen, k-szoros megoldasa a 0.

Ha w # 0, akkor a 0 nem megoldas; a k darab megoldas a B(O, ) pontozott kérlapon van.
Ott viszont f' # 0, tehat a k megoldas mindegyike egyszeres érték.
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Kovetkezmény (A nyilt leképezés tétele)

Ha f holomorf és nem konstans a D tartomanyon, akkor D barmely nyilt részének képe nyilt.
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Kovetkezmény (A nyilt leképezés tétele)

Ha f holomorf és nem konstans a D tartomanyon, akkor D barmely nyilt részének képe nyilt.

Biz. Az kell, hogy barmely b € f(D) pont bels® pontja a képhalmaznak.
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Kovetkezmény (A nyilt leképezés tétele)

Ha f holomorf és nem konstans a D tartomanyon, akkor D barmely nyilt részének képe nyilt.

Biz. Az kell, hogy barmely b € f(D) pont bels® pontja a képhalmaznak.

Legyen b = f(a), az b multiplicitdsa az a-ban k.
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Kovetkezmény (A nyilt leképezés tétele)

Ha f holomorf és nem konstans a D tartomanyon, akkor D barmely nyilt részének képe nyilt.

Biz. Az kell, hogy barmely b € f(D) pont bels® pontja a képhalmaznak.

Legyen b = f(a), az b multiplicitdsa az a-ban k. A lokalis értékeloszlas tétele miatt van olyan
e > 0, hogy B(b, ) minden pontjat legalabb k-szor felveszi f.
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Kovetkezmény (A nyilt leképezés tétele)

Ha f holomorf és nem konstans a D tartomanyon, akkor D barmely nyilt részének képe nyilt.

Biz. Az kell, hogy barmely b € f(D) pont bels® pontja a képhalmaznak.

Legyen b = f(a), az b multiplicitdsa az a-ban k. A lokalis értékeloszlas tétele miatt van olyan
e > 0, hogy B(b, ) minden pontjat legalabb k-szor felveszi f.

Ezért biztosan B(b,e) C f(D);

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 22/26



Kovetkezmény (A nyilt leképezés tétele)

Ha f holomorf és nem konstans a D tartomanyon, akkor D barmely nyilt részének képe nyilt.

Biz. Az kell, hogy barmely b € f(D) pont bels® pontja a képhalmaznak.

Legyen b = f(a), az b multiplicitdsa az a-ban k. A lokalis értékeloszlas tétele miatt van olyan
e > 0, hogy B(b, ) minden pontjat legalabb k-szor felveszi f.

Ezért biztosan B(b,e) C f(D); a b belsd pontja f(D)-nek.
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Tétel (a lokalis inverz létezése)

Legyen f holomorf az a pontban. f(a) = b. Az f(z) fliggvénynek akkor és csak akkor létezik
holomorf g(w) lokalis inverze a b pont kértl, amelyre g(b) = a, ha f'(a) # 0.
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Tétel (a lokalis inverz létezése)

Legyen f holomorf az a pontban. f(a) = b. Az f(z) fliggvénynek akkor és csak akkor létezik
holomorf g(w) lokalis inverze a b pont kértl, amelyre g(b) = a, ha f'(a) # 0.

Biz. Legyen k a b multiplicitasa az a pontban, és legyen §p az a sugar, amelyet a lokalis
értékeloszlas tétele eldir.
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Tétel (a lokalis inverz létezése)

Legyen f holomorf az a pontban. f(a) = b. Az f(z) fliggvénynek akkor és csak akkor létezik
holomorf g(w) lokalis inverze a b pont kértl, amelyre g(b) = a, ha f'(a) # 0.

Biz. Legyen k a b multiplicitasa az a pontban, és legyen §p az a sugar, amelyet a lokalis
értékeloszlas tétele eldir.
Tekintslink egy tetszbleges 0 < § < §p sugarat és a B(a, §) korlapot.
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Tétel (a lokalis inverz létezése)

Legyen f holomorf az a pontban. f(a) = b. Az f(z) fliggvénynek akkor és csak akkor létezik
holomorf g(w) lokalis inverze a b pont kértl, amelyre g(b) = a, ha f'(a) # 0.

Biz. Legyen k a b multiplicitasa az a pontban, és legyen §p az a sugar, amelyet a lokalis
értékeloszlas tétele eldir.

Tekintslink egy tetszbleges 0 < § < §p sugarat és a B(a, d) kdrlapot. A lokalis értékeloszlas tétele
miatt van olyan ¢ > 0, hogy barmely w € B(b, ¢) értéket f pontosan k-szor vesz fel.
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Tétel (a lokalis inverz létezése)

Legyen f holomorf az a pontban. f(a) = b. Az f(z) fliggvénynek akkor és csak akkor létezik
holomorf g(w) lokalis inverze a b pont kértl, amelyre g(b) = a, ha f'(a) # 0.

Biz. Legyen k a b multiplicitasa az a pontban, és legyen §p az a sugar, amelyet a lokalis
értékeloszlas tétele eldir.

Tekintslink egy tetszbleges 0 < § < §p sugarat és a B(a, d) kdrlapot. A lokalis értékeloszlas tétele
miatt van olyan ¢ > 0, hogy barmely w € B(b, ¢) értéket f pontosan k-szor vesz fel.

= Haf'(a) =0, akkor k > 2.
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Tétel (a lokalis inverz létezése)

Legyen f holomorf az a pontban. f(a) = b. Az f(z) fliggvénynek akkor és csak akkor létezik
holomorf g(w) lokalis inverze a b pont kértl, amelyre g(b) = a, ha f'(a) # 0.

Biz. Legyen k a b multiplicitasa az a pontban, és legyen §p az a sugar, amelyet a lokalis
értékeloszlas tétele eldir.

Tekintslink egy tetszbleges 0 < § < §p sugarat és a B(a, d) kdrlapot. A lokalis értékeloszlas tétele
miatt van olyan ¢ > 0, hogy barmely w € B(b, ¢) értéket f pontosan k-szor vesz fel.

= Ha f'(a) =0, akkor k > 2. Tetsz6legesen kicsi B(a, ¢) kdrlapon lesz k kilénb6z6 pont, ahol f
értéke megegyezik,
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Tétel (a lokalis inverz létezése)

Legyen f holomorf az a pontban. f(a) = b. Az f(z) fliggvénynek akkor és csak akkor létezik
holomorf g(w) lokalis inverze a b pont kértl, amelyre g(b) = a, ha f'(a) # 0.

Biz. Legyen k a b multiplicitasa az a pontban, és legyen §p az a sugar, amelyet a lokalis
értékeloszlas tétele eldir.

Tekintslink egy tetszbleges 0 < § < §p sugarat és a B(a, d) kdrlapot. A lokalis értékeloszlas tétele
miatt van olyan ¢ > 0, hogy barmely w € B(b, ¢) értéket f pontosan k-szor vesz fel.

= Ha f'(a) =0, akkor k > 2. Tetsz6legesen kicsi B(a, ¢) kdrlapon lesz k kilénb6z6 pont, ahol f
értéke megegyezik, tehat f nem lehet injektiv az a pont semmilyen kérnyezetében sem.
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< Haf'(a) #0, akkor k = 1.
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< Haf'(a) #0, akkor k = 1.

A lokalis értékeloszlas tétele miatt van olyan € > 0, hogy barmely w € B(b, ) értéket pontosan
k = 1-szer vesz fel f a B(a, do) kdrlapon.
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< Haf'(a) #0, akkor k = 1.

A lokalis értékeloszlas tétele miatt van olyan € > 0, hogy barmely w € B(b, ) értéket pontosan
k = 1-szer vesz fel f a B(a, do) kdrlapon.

Az f folytonossaga miatt van olyan 0 < 6 < &, hogy f(B(a,d)) C B(b,¢).
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< Haf'(a) #0, akkor k = 1.

A lokalis értékeloszlas tétele miatt van olyan € > 0, hogy barmely w € B(b, ) értéket pontosan
k = 1-szer vesz fel f a B(a, do) kdrlapon.

Az f folytonossaga miatt van olyan 0 < 6 < 8o, hogy f(B(a,d)) C B(b, ). Ezzel a valasztassal
barmely z € B(a,0) esetén a w = f(z) szamot a fliiggvény pontosan egy helyen veszi fel a B(a, do)
korlapon, és ez a hely maga a z.
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< Haf'(a) #0, akkor k = 1.

A lokalis értékeloszlas tétele miatt van olyan € > 0, hogy barmely w € B(b, ) értéket pontosan
k = 1-szer vesz fel f a B(a, do) kdrlapon.

Az f folytonossaga miatt van olyan 0 < 6 < 8o, hogy f(B(a,d)) C B(b, ). Ezzel a valasztassal
barmely z € B(a,0) esetén a w = f(z) szamot a fliiggvény pontosan egy helyen veszi fel a B(a, do)
korlapon, és ez a hely maga a z. Tehat, f injektiv a B(a, d) kdrlapon.
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< Haf'(a) #0, akkor k = 1.

A lokalis értékeloszlas tétele miatt van olyan € > 0, hogy barmely w € B(b, ) értéket pontosan
k = 1-szer vesz fel f a B(a, do) kdrlapon.

Az f folytonossaga miatt van olyan 0 < 6 < 8o, hogy f(B(a,d)) C B(b, ). Ezzel a valasztassal
barmely z € B(a,0) esetén a w = f(z) szamot a fliiggvény pontosan egy helyen veszi fel a B(a, do)
korlapon, és ez a hely maga a z. Tehat, f injektiv a B(a, d) kdrlapon.

A nyilt leképezés tétele matt az f(B(a,§)) halmaz nyilt,
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A lokalis értékeloszlas tétele miatt van olyan € > 0, hogy barmely w € B(b, ) értéket pontosan
k = 1-szer vesz fel f a B(a, do) kdrlapon.

Az f folytonossaga miatt van olyan 0 < 6 < 8o, hogy f(B(a,d)) C B(b, ). Ezzel a valasztassal

barmely z € B(a,0) esetén a w = f(z) szamot a fliiggvény pontosan egy helyen veszi fel a B(a, do)

korlapon, és ez a hely maga a z. Tehat, f injektiv a B(a, d) kdrlapon.

A nyilt leképezés tétele matt az f(B(a,d)) halmaz nyilt, és az f(z) tgy felelteti meg kélcsdndsen

egymasnak a B(a, §) és a f(B(a, §)) halmazokat, hogy nyilt halmazok képe nyilt, vagyis a lokalis

inverz g = f~ fliggvény is folytonos.

Az inverz fliggvény differencialasi szabalya szerint ha g lokalis inverze f-nek, ' # 0 és g folytonos
. 1

b-ben, akkor g differencialhatd, és g'(f(z)) = 2
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Alternativ bizonyitas az inverz fliggvény létezésére és differencialhatésagara

TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.

vy

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 25/26



Alternativ bizonyitas az inverz fliggvény létezésére és differencialhatésagara

TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.

Az unicitastétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a, r)
halmazon.

vy

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 25/26



Alternativ bizonyitas az inverz fliggvény létezésére és differencialhatésagara

TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.

Az unicitastétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a, r)
halmazon. Legyen d = min|,_,—, |f(z) — b].

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9. 25/26



Alternativ bizonyitas az inverz fliggvény létezésére és differencialhatésagara
TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.

Az unicitastétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a, r)

halmazon. Legyen d = min|,_g—, |f(z) — b|. A Rouche-tétel miatt barmely w € B(b, d) értéket az f

pontosan egyszer vesz fel a B(a, r) kérben,

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas

2020. nov. 9.

25/26



Alternativ bizonyitas az inverz fliggvény létezésére és differencialhatésagara
TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.

Az unicitastétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a, r)

halmazon. Legyen d = min|,_g—, |f(z) — b|. A Rouche-tétel miatt barmely w € B(b, d) értéket az f

pontosan egyszer vesz fel a B(a, r) kérben, és ez a hely az altalanositott argumentumelv szerint

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9.

25/26



Alternativ bizonyitas az inverz fliggvény létezésére és differencialhatésagara
TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.

Az unicitastétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a, r)

halmazon. Legyen d = min|,_g—, |f(z) — b|. A Rouche-tétel miatt barmely w € B(b, d) értéket az f

pontosan egyszer vesz fel a B(a, r) kérben, és ez a hely az altalanositott argumentumelv szerint

N F(2)
~(w) = 27ri/|z—a_r2. @) - w dz.

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. el6adas 2020. nov. 9.

25/26



Alternativ bizonyitas az inverz fliggvény létezésére és differencialhatésagara
TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.

Az unicitastétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a, r)
halmazon. Legyen d = min|,_g—, |f(z) — b|. A Rouche-tétel miatt barmely w € B(b, d) értéket az f
pontosan egyszer vesz fel a B(a, r) kérben, és ez a hely az altalanositott argumentumelv szerint

N F(2)
~(w) = 27ri/|z—a_r2. @) - w dz.

Ez a paraméteres integral viszont differencialhato:

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. eléadas 2020. nov. 9. 25/26



Alternativ bizonyitas az inverz fliggvény létezésére és differencialhatésagara
TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.

Az unicitastétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a, r)
halmazon. Legyen d = min|,_g—, |f(z) — b|. A Rouche-tétel miatt barmely w € B(b, d) értéket az f
pontosan egyszer vesz fel a B(a, r) kérben, és ez a hely az altalanositott argumentumelv szerint

N F(2)
~(w) = 27ri/|z—a_r2. @) - w dz.

Ez a paraméteres integral viszont differencialhato:

(f-1(w))'

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. eléadas 2020. nov. 9. 25/26




Alternativ bizonyitas az inverz fliggvény létezésére és differencialhatésagara
TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.

Az unicitastétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a, r)
halmazon. Legyen d = min|,_g—, |f(z) — b|. A Rouche-tétel miatt barmely w € B(b, d) értéket az f
pontosan egyszer vesz fel a B(a, r) kérben, és ez a hely az altalanositott argumentumelv szerint

N F(2)
~(w) = 27ri/|z—a_r2. @) - w dz.

Ez a paraméteres integral viszont differencialhato:

_ f f!
() =53 [ 2w (= 7w 2

16. A Rouché-tétel és alkalmazasai Komplex Fliggvénytan, 15-16. eléadas 2020. nov. 9. 25/26




Alternativ bizonyitas az inverz fliggvény létezésére és differencialhatésagara
TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.

Az unicitastétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a, r)
halmazon. Legyen d = min|,_g—, |f(z) — b|. A Rouche-tétel miatt barmely w € B(b, d) értéket az f
pontosan egyszer vesz fel a B(a, r) kérben, és ez a hely az altalanositott argumentumelv szerint

N F(2)
~(w) = 27ri/|z—a_r2. @) - w dz.

Ez a paraméteres integral viszont differencialhato:

(f‘1(w)>/ _ 0 <z~ f(f’(z) ) dz = ! _z2:12) 5 dz.
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