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Definı́ció (meromorf függvény)

Az f (z) függvény meromorf a D tartományon, ha izolált szingularitások kivételével holomorf, és
mindegyik szingularitás pólus.

Ebben a részben meromorf függvények gyökeit és pólusait fogjuk számolni mindenféle görbék
belsejében.
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A fő eszközünk a gyökök számolásához:

Definı́ció (logaritmikus derivált)

Legyen f (z) meromorf egy D tartományon. Az f (z) logaritmikus deriváltja az
f ′(z)
f (z)

függvény.

A logaritmikus derivált ott értelmes (és persze holomorf), ahol az f (z) holomorf és nem nulla.

A lokálisan létező log f (z) függvénnyel
f ′(z)
f (z)

=
(

log f (z)
)′; innen jön a név.

Az
f ′(z)
f (z)

helyett szokás ı́gy is ı́rni:
f ′

f
(z), kihangsúlyozva, hogy a logaritmikus derivált egy operátor.
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(z), kihangsúlyozva, hogy a logaritmikus derivált egy operátor.
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A logaritmikus derivált tulajdonságai

(a)
(f · g)′

f · g
=

f ′

f
+

g′

g
;

(b)
(f/g)′

f/g
=

f ′

f
− g′

g
.

Biz. (a) (fg)′

fg
=

f ′g + fg′

fg
=

f ′

f
+

g′

g
,

vagy, némi odafigyeléssel, lokálisan

(fg)′

fg
= (log fg)′ = (log f + log g + C)′ = (log f )′ + (log g)′ =

f ′

f
+

g′

g
.

(b) (f/g)′

f/g
=

(f ′g − fg′)/g2

f/g
=

f ′g − fg′

fg
=

f ′

f
− g′

g
,

vagy:
(f/g)′

f/g
= (log f/g)′ = (log f − log g + C)′ = (log f )′ − (log g)′ =

f ′

f
− g′

g
.
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(a)
(f · g)′

f · g
=

f ′

f
+

g′

g
;

(b)
(f/g)′

f/g
=

f ′

f
− g′

g
.

Biz. (a) (fg)′

fg
=

f ′g + fg′

fg
=

f ′

f
+

g′

g
,
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(a)
(f · g)′

f · g
=

f ′

f
+

g′

g
;

(b)
(f/g)′

f/g
=

f ′

f
− g′

g
.

Biz. (a) (fg)′

fg
=

f ′g + fg′

fg
=

f ′

f
+

g′

g
,
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(fg)′

fg
= (log fg)′ = (log f + log g + C)′ = (log f )′ + (log g)′ =

f ′

f
+

g′

g
.

(b) (f/g)′

f/g
=

(f ′g − fg′)/g2

f/g

=
f ′g − fg′

fg
=

f ′

f
− g′

g
,

vagy:
(f/g)′

f/g
= (log f/g)′ = (log f − log g + C)′ = (log f )′ − (log g)′ =

f ′

f
− g′

g
.
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(a)
(f · g)′

f · g
=

f ′

f
+

g′

g
;

(b)
(f/g)′

f/g
=

f ′

f
− g′

g
.

Biz. (a) (fg)′

fg
=

f ′g + fg′

fg
=

f ′

f
+

g′

g
,
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(a)
(f · g)′

f · g
=

f ′

f
+

g′

g
;

(b)
(f/g)′

f/g
=

f ′

f
− g′

g
.

Biz. (a) (fg)′

fg
=

f ′g + fg′

fg
=

f ′

f
+

g′

g
,
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(a)
(f · g)′

f · g
=

f ′

f
+

g′

g
;

(b)
(f/g)′

f/g
=

f ′

f
− g′

g
.

Biz. (a) (fg)′

fg
=

f ′g + fg′

fg
=

f ′

f
+

g′

g
,
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(a)
(f · g)′

f · g
=

f ′

f
+

g′

g
;

(b)
(f/g)′

f/g
=

f ′

f
− g′

g
.

Biz. (a) (fg)′

fg
=

f ′g + fg′

fg
=

f ′

f
+

g′

g
,
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A logaritmikus derivált reziduumai

Tegyük fel, hogy f (z) meromorf a c pont egy környezetében.
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f ′

f
holomorf c-ben, ı́gy Res

c

f ′

f
= 0.

(b) Ha f -nek m-szeres gyöke van c-ben, akkor
f ′

f
-nek c-ben elsőrendű pólusa van, és Res

c

f ′

f
= m.
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f ′

f
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c
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h
(z)− Res

z=c

m
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-nek c-ben elsőrendű pólusa van, és

Res
c

f ′

f
= −m.

Biz. (b) f (z) = h(z) · (z − c)m, a h(z) függvény holomorf c-ben, és h(c) 6= 0.
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Tegyük fel, hogy f (z) meromorf a c pont egy környezetében.
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(z − c)m , a h(z) függvény holomorf c-ben, és h(c) 6= 0.

f ′

f
(z) =

h′

h
(z)−

(
(z − c)m

)′
(z − c)m =

h′

h
(z)− m

z − c
; Res

c

f ′

f
(z) = Res

c

h′

h
(z)− Res

z=c

m
z − c

= 0−m.
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Tegyük fel, hogy f (z) meromorf a c pont egy környezetében.
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-nek c-ben elsőrendű pólusa van, és

Res
c

f ′

f
= −m.

Biz. (b) f (z) = h(z) · (z − c)m, a h(z) függvény holomorf c-ben, és h(c) 6= 0.
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(z − c)m , a h(z) függvény holomorf c-ben, és h(c) 6= 0.

f ′

f
(z) =

h′

h
(z)−

(
(z − c)m

)′
(z − c)m =

h′

h
(z)− m

z − c
; Res

c

f ′

f
(z) = Res

c

h′

h
(z)− Res

z=c

m
z − c

= 0−m.
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(z − c)m , a h(z) függvény holomorf c-ben, és h(c) 6= 0.

f ′

f
(z) =

h′

h
(z)−

(
(z − c)m

)′
(z − c)m =

h′

h
(z)− m

z − c
; Res

c

f ′

f
(z) = Res

c

h′

h
(z)− Res

z=c

m
z − c

= 0−m.
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f ′

f
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Tétel (argumentumelv)

Legyen f (z) meromorf a D tartományon, és legyen γ pozitı́v irányı́tású, rektifikálható egyzerű zárt
görbe, amely a belsejével együtt D-ben fekszik úgy, hogy γ nem megy át f (z) gyökein és pólusain.

Jelöljük Z -vel és P-vel f (z) gyökeinek és pólusainak számát γ belsejében multiplicitással, vagyis
minden gyököt és pólust annyiszor számolunk, ahányszoros gyök, illetve ahányadrendű pólus.
Ekkor

Z − P =
1

2πi

∫
γ

f ′

f
(z) dz = n(f ◦ γ,0)

avagy: A gyökök száma mı́nusz a pólusok száma a γ belsejében éppen annyi, mint ahányszor
z-vel a görbe mentén körbesétálva, f (z) értéke körbefordul.
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Állı́tás:
Z − P =

1
2πi

∫
γ

f ′

f
(z) dz = n(f ◦ γ,0)

Biz.
(a) Az

f ′

f
(z) logaritmikus derivált reziduuma az m-szeres gyököknél m, az m-edrendű pólusoknál

−m, a többi pontban 0. A gyökök száma, Z a pozitı́v reziduumok összege, a pólusok száma, P
pedig a negatı́v reziduumok összege (−1)-szer.

Z − P =
∑

γ belsejében

Res
f ′

f
=

1
2πi

∫
γ

f ′

f
(z) dz.

(b) A w = f (z) helyettesı́téssel integrálva dw = f ′(z) dz és

1
2πi

∫
z∈γ

f ′

f
(z) dz =

1
2πi

∫
w∈(f◦γ)

dw
w

= n(f ◦ γ,0).
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Állı́tás:
Z − P =

1
2πi

∫
γ

f ′

f
(z) dz = n(f ◦ γ,0)

Biz.
(a) Az

f ′

f
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Állı́tás:
Z − P =

1
2πi

∫
γ

f ′

f
(z) dz = n(f ◦ γ,0)

Biz.
(a) Az

f ′

f
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Res
f ′

f
=

1
2πi

∫
γ

f ′

f
(z) dz.
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Definı́ció
Legyen f (z) holomorf az a pontban, és f (a) = b. Azt mondjuk, hogy az a pontban a b érték
multiplicitása m, ha

f ′(a) = . . . = f (m−1)(a) = 0 és f (m)(a) 6= 0, vagyis
az f (z)− b függvénynek az a szám m-szeres gyöke.
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az f (z)− b függvénynek az a szám m-szeres gyöke.
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Tétel
Legyen f (z) meromorf a D tartományon, és a komplex szám. Legyen γ pozitı́v irányı́tású,
rektifikálható egyzerű zárt görbe, amely a belsejével együtt D-ben fekszik úgy, hogy γ nem megy
át f (z) pólusain, és a γ pontjaiban f 6= a.

Jelöljük Za-val és P-vel, hogy f (z) hányszor veszi fel az a értéket, illetve f (z) pólusainak számát γ
belsejében multiplicitással. Ekkor

Za − P =
1

2πi

∫
γ

f ′(z)
f (z)− a

dz = n(f ◦ γ,a)

avagy: a függvény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, mı́nusz a pólusok száma, mint
ahányszor z-vel γ mentén körbesétálva, f (z) értéke megkerüli az a-t.

Biz. Argumentumelv a g(z) = f (z)− a függvényre, majd w = f (z) helyettesı́tés:

Za(f )− P(f ) = Z (g)− P(g) =
1

2πi

∫
z∈γ

g′(z)
g(z)

dz =
1

2πi

∫
z∈γ

f ′(z)
f (z)− a

dz

=
1

2πi

∫
w∈(f◦γ)

dw
w − a

= n(f ◦ γ,a).
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Za(f )− P(f ) = Z (g)− P(g) =
1

2πi

∫
z∈γ

g′(z)
g(z)

dz

=
1

2πi

∫
z∈γ

f ′(z)
f (z)− a

dz

=
1

2πi

∫
w∈(f◦γ)

dw
w − a

= n(f ◦ γ,a).
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Biz. Argumentumelv a g(z) = f (z)− a függvényre, majd w = f (z) helyettesı́tés:

Za(f )− P(f ) = Z (g)− P(g) =
1

2πi

∫
z∈γ

g′(z)
g(z)

dz =
1

2πi

∫
z∈γ

f ′(z)
f (z)− a

dz

=
1

2πi

∫
w∈(f◦γ)

dw
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= n(f ◦ γ,a).
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Példa

A γ görbe a ±1± i csúcsú négyzet határa és f (z) =
−(z + 0,3)3

z + 0,5− 0,8i
.

A függvénynek háromszoros gyöke van a (−0,3)-ben, és elsőrendű pólusa a (−0,5 + 0,8i)-ben,
tehát Z − P = 3− 1 = 2. Az f ◦ γ görbe kétszer kerüli meg a 0-t.
A baloldalon a három sárga pont egyszeres képe az a pont, de csak kettő esik a γ belsejébe.
Tehát Za − P = 2− 1 = 1; az f ◦ γ görbe egyszer kerüli meg az a pontot.
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Tétel (általános argumentumelv)

Legyen f (z) meromorf, g(z) holomorf a D tartományon, és legyen γ pozitı́v irányı́tású,
rektifikálható egyzerű zárt görbe, amely a belsejével együtt D-ben fekszik úgy, hogy γ nem megy
át f (z) gyökein és pólusain.
Bármely c pontra legyen m(c) a c multiplicitása, ha c gyöke f -nek; legyen −m(c) a c rendje, ha c
pólusa f -nek; egyébként legyen m(c) = 0. Ekkor∑

c belső pont

m(c) · g(c) = 1
2πi

∫
γ

g(z) · f ′

f
(z) dz.

Biz. Mivel
f ′

f
-nek csak elsőrendű pólusai vannak,

Res
c

(
g · f ′

f

)
= g(c) · Res

c

f ′

f
= g(c) ·m(c);

∑
c belső pont

m(c) · g(c) =
∑

c belső pont

Res
c

(
g · f ′

f

)
=

1
2πi

∫
γ

g(z) · f ′

f
(z) dz.
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c belső pont

m(c) · g(c) = 1
2πi

∫
γ

g(z) · f ′

f
(z) dz.

Biz. Mivel
f ′

f
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-nek csak elsőrendű pólusai vannak,

Res
c

(
g · f ′

f

)
= g(c) · Res

c

f ′

f

= g(c) ·m(c);

∑
c belső pont
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át f (z) gyökein és pólusain.
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-nek csak elsőrendű pólusai vannak,

Res
c

(
g · f ′

f

)
= g(c) · Res

c

f ′

f
= g(c) ·m(c);

∑
c belső pont
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Példák

1
2πi

∫
γ

f ′

f
(z) dz az f gyökeinek száma (mı́nusz a pólusok száma) a görbe belsejében,

multiplicitással.
1

2πi

∫
γ

z · f ′

f
(z) dz az f gyökeinek összege (mı́nusz a pólusok összege) a görbe belsejében,

multiplicitással.
1

2πi

∫
γ

f ′(z)
f (z)− a

dz az f (z) = a egyenlet megoldásainak száma (mı́nusz a pólusok száma) a

görbe belsejében, multiplicitással.
1

2πi

∫
γ

z · f ′(z)
f (z)− a

dz az f (z) = a egyenlet megoldásainak összege (mı́nusz a pólusok

összege) a görbe belsejében, multiplicitással.
Ha f (z) holomorf, és valahonnan tudjuk, hogy pontosan egy, egyszeres megoldás van, akkor
ez az integrál megadja magát a megoldást.
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Példák
1

2πi

∫
γ

f ′

f
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1
2πi

∫
γ

f ′(z)
f (z)− a

dz az f (z) = a egyenlet megoldásainak száma (mı́nusz a pólusok száma) a
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16. A Rouché-tétel és alkalmazásai
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Mese
Szeretnénk bebizonyı́tani az algebra alaptételét az argumentumelvből.

Legyen p(z) = zn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0.

Ha |z| nagy, akkor
p(z) = zn + ”zaj”;

a ”zaj” sokkal kisebb, mint a főtag, zn.

Egy nagy körön a zn n-szer fordul körbe. Szemléletesen, egy
kis zaj ezt nem tudja elrontani... Vagy mégis?
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Rouché tétele
Legyen f (z), g(z) és h(z) = f (z) + g(z) meromorf a D tartományon, és legyen γ pozitı́v irányı́tású,
rektifikálható egyzerű zárt görbe, amely a belsejével együtt D-ben fekszik úgy, hogy γ nem megy
át f és g pólusain. Jelölje Z... és P... a megfelelő függvény gyökeinek, és pólusainak számát γ
belsejében.

(1a) Ha a γ pontjaiban |f | > |g|, akkor Zf+g − Pf+g = Zf − Pf .

(1b) Ha a γ pontjaiban |f | > |f − h|, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

(2a) Ha a γ pontjaiban sem f , sem h nem nulla, és f/h nem lehet
negatı́v valós sem, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

(2b) Ha a γ pontjaiban |f − h| < |f |+ |h|, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

Biz. (1a) és (1b) ugyanaz.
(2a) és (2b) is azt fejezi ki, hogy az f (z) és h(z) pontokat összekötő zárt
szakasz nem tartalmazza a 0-t.

(2b)⇒ (1b) triviális, mert ha |f − h| < |f |, akkor |f − h| < |f |+ |h|.

Elég (2a)-t igazolni.
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(1a) Ha a γ pontjaiban |f | > |g|, akkor Zf+g − Pf+g = Zf − Pf .

(1b) Ha a γ pontjaiban |f | > |f − h|, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

(2a) Ha a γ pontjaiban sem f , sem h nem nulla, és f/h nem lehet
negatı́v valós sem, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

(2b) Ha a γ pontjaiban |f − h| < |f |+ |h|, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

Biz. (1a) és (1b) ugyanaz.
(2a) és (2b) is azt fejezi ki, hogy az f (z) és h(z) pontokat összekötő zárt
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(1a) Ha a γ pontjaiban |f | > |g|, akkor Zf+g − Pf+g = Zf − Pf .

(1b) Ha a γ pontjaiban |f | > |f − h|, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

(2a) Ha a γ pontjaiban sem f , sem h nem nulla, és f/h nem lehet
negatı́v valós sem, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

(2b) Ha a γ pontjaiban |f − h| < |f |+ |h|, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

Biz. (1a) és (1b) ugyanaz.
(2a) és (2b) is azt fejezi ki, hogy az f (z) és h(z) pontokat összekötő zárt
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szakasz nem tartalmazza a 0-t.

(2b)⇒ (1b) triviális, mert ha |f − h| < |f |, akkor |f − h| < |f |+ |h|.

Elég (2a)-t igazolni.
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Legyen f (z), g(z) és h(z) = f (z) + g(z) meromorf a D tartományon, és legyen γ pozitı́v irányı́tású,
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(1a) Ha a γ pontjaiban |f | > |g|, akkor Zf+g − Pf+g = Zf − Pf .

(1b) Ha a γ pontjaiban |f | > |f − h|, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

(2a) Ha a γ pontjaiban sem f , sem h nem nulla, és f/h nem lehet
negatı́v valós sem, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

(2b) Ha a γ pontjaiban |f − h| < |f |+ |h|, akkor Zh − Ph = Zf − Pf .

Biz. (1a) és (1b) ugyanaz.
(2a) és (2b) is azt fejezi ki, hogy az f (z) és h(z) pontokat összekötő zárt
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(2a) Állı́tás: ha a γ pontjaiban f 6= 0, h 6= 0, és f/h nem lehet negatı́v valós, akkor
Zh − Ph = Zf − Pf .

Legyen D1 az a halmaz, ahol sem f , sem h nem nulla, és f/h nem negatı́v valós. Ahol f = 0 vagy
g = 0 vagy f/g ∈ (−∞,0) az egy relatı́v zárt halmaz, tehát D1 nyı́lt; az egyik komponensében
fekszik γ.

A D1 halmazban
(h/f )′

h/f
-nek van primitı́v függvénye D1-en: a log

h
f

főértéke. Ezért

(Zh − Ph)− (Zf − Pf ) =
1

2πi

∫
γ

h′

h
− 1

2πi

∫
γ

f ′

f
=

1
2πi

∫
γ

(
h′

h
− f ′

f

)
=

=
1

2πi

∫
γ

(h/f )′

h/f
=

1
2πi

∫
γ

(
log

h
f

)′
= 0.

Tehát, Zh − Ph = Zf − Pf .

Alternatı́v bizonyı́tás: 0 ≤ t ≤ 1 esetén legyen

ϕ(t) =
1

2πi

∫
γ

(
(1− t)f + tg

)′
(1− t)f + tg

. Ez minden 0 ≤ t ≤ 1 esetén

értelmes, mert γ pontjaiban (1− t)f + tg 6= 0.
A ϕ(t) = Z(1−t)f+tg − P(1−t)f+tg érték mindig egész szám; másrészt ϕ(t), mint paraméteres integrál,
folytonos. Tehát ϕ(t) konstans, és Zf − Pf = ϕ(0) = ϕ(1) = Zh − Ph.
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h
f
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A ϕ(t) = Z(1−t)f+tg − P(1−t)f+tg érték mindig egész szám; másrészt ϕ(t), mint paraméteres integrál,
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A ϕ(t) = Z(1−t)f+tg − P(1−t)f+tg érték mindig egész szám; másrészt ϕ(t), mint paraméteres integrál,
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(Zh − Ph)− (Zf − Pf ) =
1

2πi

∫
γ

h′

h
− 1

2πi

∫
γ

f ′

f
=

1
2πi

∫
γ

(
h′

h
− f ′

f

)
=

=
1

2πi

∫
γ

(h/f )′

h/f

=
1

2πi

∫
γ

(
log

h
f

)′
= 0.

Tehát, Zh − Ph = Zf − Pf .

Alternatı́v bizonyı́tás: 0 ≤ t ≤ 1 esetén legyen

ϕ(t) =
1

2πi

∫
γ

(
(1− t)f + tg

)′
(1− t)f + tg

. Ez minden 0 ≤ t ≤ 1 esetén

értelmes, mert γ pontjaiban (1− t)f + tg 6= 0.
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értelmes, mert γ pontjaiban (1− t)f + tg 6= 0.
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(2a) Állı́tás: ha a γ pontjaiban f 6= 0, h 6= 0, és f/h nem lehet negatı́v valós, akkor
Zh − Ph = Zf − Pf .

Legyen D1 az a halmaz, ahol sem f , sem h nem nulla, és f/h nem negatı́v valós. Ahol f = 0 vagy
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g = 0 vagy f/g ∈ (−∞,0) az egy relatı́v zárt halmaz, tehát D1 nyı́lt; az egyik komponensében
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(Zh − Ph)− (Zf − Pf ) =
1

2πi

∫
γ

h′

h
− 1

2πi

∫
γ

f ′

f
=

1
2πi

∫
γ

(
h′

h
− f ′

f

)
=

=
1

2πi

∫
γ

(h/f )′

h/f
=

1
2πi

∫
γ

(
log

h
f

)′
= 0.

Tehát, Zh − Ph = Zf − Pf .

Alternatı́v bizonyı́tás: 0 ≤ t ≤ 1 esetén legyen

ϕ(t) =
1

2πi

∫
γ

(
(1− t)f + tg

)′
(1− t)f + tg

. Ez minden 0 ≤ t ≤ 1 esetén
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Egy újabb bizonyı́tás az algebra alaptételére

Legyen p(z) = zn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0.

Legyen
R > 1 + |a0|+ |a1|+ . . .+ |an−1|,

és ı́rjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az zn függvényekre a |z| ≤ R körben.

A körvonalon ∣∣p(z)− zn
∣∣ = ∣∣an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0

∣∣ ≤
≤ |an−1|Rn−1 + . . .+ |a1|R + |a0| ≤

(
|an−1|+ . . .+ |a1|+ |a0|

)
Rn−1 < Rn = |zn|,

ı́gy a Rouché-tétel szerint a kör belsejében (multiplicitással számolva), a p(z) függvénynek
ugyanannyi gyöke van, mint a zn függvénynek, vagyis n darab.
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Legyen p(z) = zn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0.

Legyen
R > 1 + |a0|+ |a1|+ . . .+ |an−1|,
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Tétel (lokális értékeloszlás)

Tegyen f (z) holomorf az a pontban, és f (a) = b k -szoros értéke (azaz f ′(a) = . . . = f (k−1)(a) = 0,
f (k)(a) 6= 0).

Ekkor ∃δ0 > 0 ∀0 < δ ≤ δ0 ∃ε > 0, hogy
Az f (z) = b egyenletnek egyetlen megoldása az B(a, δ) halmazban a z = a (és ez k -szoros
érték), és
Bármely w ∈ Ḃ(b, ε) számra az f (z) = w egyenletnek pontosan k különböző megoldása van
a B(a, δ) halmazban, és ezek mind egyszeres értékek.
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Biz. Elég azt az esetet igazolni, ha a = b = 0.

Válasszuk δ0-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| ≤ δ0 körlapon
f 6= 0 és f ′ 6= 0; ezt biztosan megtehetjük az unicitástétel
miatt. Ezzel biztosı́tjuk, hogy f (z) = 0 egyetlen megoldása
a z = 0, és minden más érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenségünktől egy neki tetsző 0 < δ ≤ δ0 sugarat, akkor a mi lépésünk:
ε = min

|z|=δ

∣∣f (z)∣∣.
(ε > 0, mert a körvonalon f 6= 0.)

Most újra az ellenség lép: mond egy w ∈ B(a, ε) számot.

A |z| = δ körvonalon |f | ≥ ε > |w |. A Rouché-tétel miatt a B(0, δ) körlapon az f (z)− w
függvénynek ugyanannyi gyöke van, mint az f (z) függvénynek, vagyis pontosan k darab.

Ha w = 0, akkor a f (z) = w egyenlet egyetlen, k -szoros megoldása a 0.

Ha w 6= 0, akkor a 0 nem megoldás; a k darab megoldás a Ḃ(0, δ) pontozott körlapon van.
Ott viszont f ′ 6= 0, tehát a k megoldás mindegyike egyszeres érték.
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Most újra az ellenség lép: mond egy w ∈ B(a, ε) számot.
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Ha w 6= 0, akkor a 0 nem megoldás; a k darab megoldás a Ḃ(0, δ) pontozott körlapon van.
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miatt. Ezzel biztosı́tjuk, hogy f (z) = 0 egyetlen megoldása
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Ha kaptunk az ellenségünktől egy neki tetsző 0 < δ ≤ δ0 sugarat, akkor a mi lépésünk:
ε = min

|z|=δ

∣∣f (z)∣∣.

(ε > 0, mert a körvonalon f 6= 0.)
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miatt. Ezzel biztosı́tjuk, hogy f (z) = 0 egyetlen megoldása
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Ha w = 0, akkor a f (z) = w egyenlet egyetlen, k -szoros megoldása a 0.

Ha w 6= 0, akkor a 0 nem megoldás; a k darab megoldás a Ḃ(0, δ) pontozott körlapon van.
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Ha kaptunk az ellenségünktől egy neki tetsző 0 < δ ≤ δ0 sugarat, akkor a mi lépésünk:
ε = min

|z|=δ

∣∣f (z)∣∣.
(ε > 0, mert a körvonalon f 6= 0.)
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Ha w 6= 0, akkor a 0 nem megoldás; a k darab megoldás a Ḃ(0, δ) pontozott körlapon van.
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Most újra az ellenség lép: mond egy w ∈ B(a, ε) számot.
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A |z| = δ körvonalon |f | ≥ ε > |w |. A Rouché-tétel miatt a B(0, δ) körlapon az f (z)− w
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Válasszuk δ0-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| ≤ δ0 körlapon
f 6= 0 és f ′ 6= 0; ezt biztosan megtehetjük az unicitástétel
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Következmény (A nyı́lt leképezés tétele)

Ha f holomorf és nem konstans a D tartományon, akkor D bármely nyı́lt részének képe nyı́lt.

Biz. Az kell, hogy bármely b ∈ f (D) pont belső pontja a képhalmaznak.

Legyen b = f (a), az b multiplicitása az a-ban k . A lokális értékeloszlás tétele miatt van olyan
ε > 0, hogy B(b, ε) minden pontját legalább k -szor felveszi f .

Ezért biztosan B(b, ε) ⊂ f (D); a b belső pontja f (D)-nek.
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Tétel (a lokális inverz létezése)

Legyen f holomorf az a pontban. f (a) = b. Az f (z) függvénynek akkor és csak akkor létezik
holomorf g(w) lokális inverze a b pont körül, amelyre g(b) = a, ha f ′(a) 6= 0.

Biz. Legyen k a b multiplicitása az a pontban, és legyen δ0 az a sugár, amelyet a lokális
értékeloszlás tétele előı́r.
Tekintsünk egy tetszőleges 0 < δ < δ0 sugarat és a B(a, δ) körlapot. A lokális értékeloszlás tétele
miatt van olyan ε > 0, hogy bármely w ∈ Ḃ(b, ε) értéket f pontosan k -szor vesz fel.

⇒ Ha f ′(a) = 0, akkor k ≥ 2. Tetszőlegesen kicsi B(a, δ) körlapon lesz k különböző pont, ahol f
értéke megegyezik, tehát f nem lehet injektı́v az a pont semmilyen környezetében sem.
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értéke megegyezik, tehát f nem lehet injektı́v az a pont semmilyen környezetében sem.
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Tekintsünk egy tetszőleges 0 < δ < δ0 sugarat és a B(a, δ) körlapot.

A lokális értékeloszlás tétele
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⇒ Ha f ′(a) = 0, akkor k ≥ 2. Tetszőlegesen kicsi B(a, δ) körlapon lesz k különböző pont, ahol f
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16. A Rouché-tétel és alkalmazásai Komplex Függvénytan, 15–16. előadás 2020. nov. 9. 23 / 26



Tétel (a lokális inverz létezése)
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miatt van olyan ε > 0, hogy bármely w ∈ Ḃ(b, ε) értéket f pontosan k -szor vesz fel.

⇒ Ha f ′(a) = 0, akkor k ≥ 2. Tetszőlegesen kicsi B(a, δ) körlapon lesz k különböző pont, ahol f
értéke megegyezik, tehát f nem lehet injektı́v az a pont semmilyen környezetében sem.
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Tétel (a lokális inverz létezése)
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⇐ Ha f ′(a) 6= 0, akkor k = 1.

A lokális értékeloszlás tétele miatt van olyan ε > 0, hogy bármely w ∈ B(b, ε) értéket pontosan
k = 1-szer vesz fel f a B(a, δ0) körlapon.

Az f folytonossága miatt van olyan 0 < δ ≤ δ0, hogy f
(
B(a, δ)

)
⊂ B(b, ε). Ezzel a választással

bármely z ∈ B(a, δ) esetén a w = f (z) számot a függvény pontosan egy helyen veszi fel a B(a, δ0)
körlapon, és ez a hely maga a z. Tehát, f injektı́v a B(a, δ) körlapon.
A nyı́lt leképezés tétele matt az f

(
B(a, δ)

)
halmaz nyı́lt, és az f (z) úgy felelteti meg kölcsönösen

egymásnak a B(a, δ) és a f
(
B(a, δ)

)
halmazokat, hogy nyı́lt halmazok képe nyı́lt, vagyis a lokális

inverz g = f−1 függvény is folytonos.
Az inverz függvény differenciálási szabálya szerint ha g lokális inverze f -nek, f ′ 6= 0 és g folytonos

b-ben, akkor g differenciálható, és g′(f (z)) =
1

f ′(z)
.
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körlapon, és ez a hely maga a z. Tehát, f injektı́v a B(a, δ) körlapon.
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Az inverz függvény differenciálási szabálya szerint ha g lokális inverze f -nek, f ′ 6= 0 és g folytonos

b-ben, akkor g differenciálható, és g′(f (z)) =
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Alternatı́v bizonyı́tás az inverz függvény létezésére és differenciálhatóságára

Tegyük fel, hogy f (z) holomorf az a pontban, f (a) = b és f ′(a) 6= 0.

Az unicitástétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a, r)
halmazon. Legyen d = min|z−a|=r |f (z)− b|. A Rouché-tétel miatt bármely w ∈ B(b,d) értéket az f
pontosan egyszer vesz fel a B(a, r) körben, és ez a hely az általánosı́tott argumentumelv szerint

f−1(w) =
1

2πi

∫
|z−a|=r

z · f ′(z)
f (z)− w

dz.

Ez a paraméteres integrál viszont differenciálható:(
f−1(w)

)′
=

1
2πi

∫
|z−a|=r

∂

∂w

(
z · f ′(z)

f (z)− w

)
dz =

1
2πi

∫
|z−a|=r

z · f ′(z)(
f (z)− w

)2 dz.
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Tegyük fel, hogy f (z) holomorf az a pontban, f (a) = b és f ′(a) 6= 0.
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Az unicitástétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a, r)
halmazon. Legyen d = min|z−a|=r |f (z)− b|. A Rouché-tétel miatt bármely w ∈ B(b,d) értéket az f
pontosan egyszer vesz fel a B(a, r) körben, és ez a hely az általánosı́tott argumentumelv szerint

f−1(w) =
1

2πi

∫
|z−a|=r

z · f ′(z)
f (z)− w

dz.

Ez a paraméteres integrál viszont differenciálható:(
f−1(w)

)′
=

1
2πi

∫
|z−a|=r

∂

∂w

(
z · f ′(z)

f (z)− w

)
dz =

1
2πi

∫
|z−a|=r

z · f ′(z)(
f (z)− w

)2 dz.
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Ez a paraméteres integrál viszont differenciálható:(
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