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A koévetkezé néhany eldadason azt fogjuk vizsgalni, hogy milyen egyszeresen 6sszefliggd
tartomanyok kdzott l1étezik konform megfeleltetés, vagyis oda-vissza holomorf bijekcid.
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Definicio (tortlinearis fuggveny, linearis tortfliggvény, Mobius-transzformacio)
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Definicio (tortlinearis fuggveny, linearis tortfliggvény, Mobius-transzformacio)
Az

az+b

f(z)=——

(2) cz+d’

alaku meromorf fliggvényeket hivjuk tortlinearis fliggvénynek vagy linearis tortfliggvénynek vagy
Mébius-transzformaciénak.

(ad # bc)
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Definicio (tortlinearis fuggveny, linearis tortfliggvény, Mobius-transzformacio)
Az

az+b

f(z) = ——

(2) cz+d’

alaku meromorf fliggvényeket hivjuk tortlinearis fliggvénynek vagy linearis tortfliggvénynek vagy
Mobius-transzformaciénak.

(ad # bc)

@ Ha a Riemann-gémbdt (a komplex projektiv egyenest) homogén koordinatakkal

koordinatazzuk, akkor az ijis flggvénynek megfelel a {i Z] matrixszal valé balrdl

SZ0rzas.
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Definicio (tortlinearis fuggveny, linearis tortfliggvény, Mobius-transzformacio)
Az

az+b
f(z) = ——
(2) cz+d’
alaku meromorf fliggvényeket hivjuk tortlinearis fliggvénynek vagy linearis tortfliggvénynek vagy
Mobius-transzformaciénak.

@ Ha a Riemann-gémbdt (a komplex projektiv egyenest) homogén koordinatakkal

(ad # bc)

koordinatazzuk, akkor az ijis flggvénynek megfelel a {i Z] matrixszal valé balrdl

szorzas.
@ Hac # 0, akkor f(—<) = co (a nevezd 0) és f(oo) = 2.
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Definicio (tortlinearis fuggveny, linearis tortfliggvény, Mobius-transzformacio)
Az

az+b
f(z) = ——
(2) cz+d’
alaku meromorf fliggvényeket hivjuk tortlinearis fliggvénynek vagy linearis tortfliggvénynek vagy
Mobius-transzformaciénak.

@ Ha a Riemann-gémbdt (a komplex projektiv egyenest) homogén koordinatakkal

(ad # bc)

koordinatazzuk, akkor az ijis flggvénynek megfelel a {i Z] matrixszal valé balrdl

Szorzas.
@ Ha c # 0, akkor f(—<) = co (a nevezd 0) és f(oo) = 2. Ha ¢ = 0, akkor f(oo) = .
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Trivialitasok

@ A fliggvénynek megfelel6 matrix nem nulla konstanssal valo szorzastol eltekintve egyértelm.
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Trivialitasok
@ A fliggvénynek megfelel6 matrix nem nulla konstanssal valo szorzastol eltekintve egyértelm.

@ Ha f(z) és g(z) tortlinearis fliggvények, egy-egy matrix alakjuk F, illetve G, akkor f o g matrix
alakja F - G.
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Trivialitasok
@ A fliggvénynek megfelel6 matrix nem nulla konstanssal valo szorzastol eltekintve egyértelm.

@ Ha f(z) és g(z) tortlinearis fliggvények, egy-egy matrix alakjuk F, illetve G, akkor f o g matrix
alakja F - G.

@ Ha f(z) tértlinearis fliggvény, egy matrix alakja F = E Z] akkor f~1(z) matrix alakja

d —_
-1
% 3
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Trivialitasok
@ A fliggvénynek megfelel6 matrix nem nulla konstanssal valo szorzastol eltekintve egyértelm.

@ Ha f(z) és g(z) tortlinearis fliggvények, egy-egy matrix alakjuk F, illetve G, akkor f o g matrix
alakja F - G.

@ Ha f(z) tértlinearis fliggvény, egy matrix alakja F = E Z] , akkor f~'(z) matrix alakja

d —_
-1
% 3

@ A tortlinearis fliggvények csoportja a PGL(2, C) csoport.

17. Tortlinearis figgvények Komplex Fiiggvénytan, 17-18. eldadas 2020. nov. 16. 5/28



@ A tortlinearis fliggvények csoportjat generaljak az eltolasok, nem nulla konstanssal szorzasok

és az 1/z, vagyis minden tortlinearis figgvény eléallithaté ilyenek egy sorozatanak
kompozicidjaként.
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@ A tortlinearis fliggvények csoportjat generaljak az eltolasok, nem nulla konstanssal szorzasok

és az 1/z, vagyis minden tortlinearis figgvény eléallithaté ilyenek egy sorozatanak
kompozicidjaként.

@ Mindent tortlinearis fliggvény bijekcié a Riemann-gémbrél dnmagara.
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@ A tortlinearis fliggvények csoportjat generaljak az eltolasok, nem nulla konstanssal szorzasok

és az 1/z, vagyis minden tortlinearis figgvény eléallithaté ilyenek egy sorozatanak
kompozicidjaként.

@ Mindent tortlinearis fliggvény bijekcié a Riemann-gémbrél dnmagara.

Biz. (a) Ha ¢ = 0, akkor

az+b_gz+9
cz+d d°d’

17. Tortlinearis fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 17-18. eldadas 2020. nov. 16. 6/28



@ A tortlinearis fliggvények csoportjat generaljak az eltolasok, nem nulla konstanssal szorzasok

és az 1/z, vagyis minden tortlinearis figgvény eléallithaté ilyenek egy sorozatanak
kompozicidjaként.

@ Mindent tortlinearis fliggvény bijekcié a Riemann-gémbrél dnmagara.

Biz. (a) Ha ¢ = 0, akkor
az+b —§z+9
cz+d d°d’
Ha ¢ # 0, akkor
az+b 1 bc—ad+a

cz+d cz+d ¢ c’
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@ A tortlinearis fliggvények csoportjat generaljak az eltolasok, nem nulla konstanssal szorzasok
és az 1/z, vagyis minden tortlinearis figgvény eléallithaté ilyenek egy sorozatanak
kompozicidjaként.

@ Mindent tortlinearis fliggvény bijekcié a Riemann-gémbrél dnmagara.

Biz. (a) Ha ¢ = 0, akkor
az+b —§z+9
cz+d d°d’

Ha ¢ # 0, akkor
az+b 1 bc—ad+§

cz+d cz+d ¢ c’

(b) A generatorelemek, tehat az eltolasok, nem nulla konstanssal szorzasok és az 1/z is bijekciok
a Riemann-gémbrél 6nmagara.
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Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.
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Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.
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Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.

1a. Ha zy, z, és z3 is véges:  z; gyok és z polus, tehat f(z) = K - z

“ valamilyen K # 0
22

komplex szammal.
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Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.

1a. Ha zy, z, és z3 is véges:  z; gyok és z polus, tehat f(z) = K - z

z .

! valamilyen K # 0
22
Z3 — 2o

komplex szammal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen valasztas K = Pa—
3 — 41

17. Tortlinearis fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 17-18. eldadas 2020. nov. 16. 7/28



Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.

1a. Ha zy, z, és z3 is véges:  z; gyok és z polus, tehat f(z) = K - z

“ valamilyen K # 0
22

komplex szammal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen valasztas K = §3 — iz.
3 — 41
. K
ib.Hazi =c0: f(2)= OZ74_;
Z— 2o
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Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.

1a. Ha zy, z, és z3 is véges:  z; gyok és z polus, tehat f(z) = K - z

“ valamilyen K # 0
22

komplex szammal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen valasztas K = §3 — iz.
3 — Z1
1b. Ha zy = c0:  f(2) = w; K=2z3— 2.
Z— 2o

17. Tortlinearis fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 17-18. eldadas 2020. nov. 16.

7/28



Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.

1a. Ha zy, z, és z3 is véges:  z; gyok és z polus, tehat f(z) = K - z

“ valamilyen K # 0
22

komplex szammal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen valasztas K = §3 — iz.
3 — Z1
. K
1b. Ha zy = c0:  f(2) = OZ74_; K=2z3— 2.
Z— 2o
zZ—21
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Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.

1a. Ha zy, z, és z3 is véges:  z; gyok és z polus, tehat f(z) = K - z ? valamilyen K #£ 0
2

komplex szammal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen valasztas K = §3 — iz.
3 — Z1
. K
ib.Hazi =c0: f(2)= OZ74_; K=2z3— 2.
Z— 2o
zZ—2zy 1
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Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kiilénb6z6 zy, zp, z3 pontokhoz és paronként kiilénbdzd wy, we, wa értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.

1a. Ha zy, z, és z3 is véges:  z; gyok és z polus, tehat f(z) = K - ? valamilyen K #£ 0
2

komplex szammal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen valasztas K = §3 — iz.
3 — Z1
1b. Ha zy = oo: f(z):w; K=2z3— 2.
Z— 2o
. 2=z, 1
1c. Ha zp = oo f(z)_K70'2+1, R
1d.Hazs = o0 f(z2)=K - 2-Z ésK=1.
Z— 2o
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Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.

1a. Ha zy, z, és z3 is véges:  z; gyok és z polus, tehat f(z) = K - z ? valamilyen K #£ 0
2

komplex szammal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen valasztas K = §3 — iz.
3 — Z1
1b. Ha zy = oo: f(z):w; K=2z3— 2.
Z— 2o
. 2=z, 1
1c. Ha zp = oo f(z)_K70'2+1, R
1d.Hazs = o0 f(z2)=K - 2-Z ésK=1.
Z— 2o

2. Az altalanos eset: legyen g és h az a két tortlineéris figgvény, amelyekre g(z1) = 0, g(22) = o
és g(ZS) =1, illetve h(W1) =0, h(WZ) = 00 é5 h(W3) =1;
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Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.

1a. Ha zy, z, és z3 is véges:  z; gyok és z polus, tehat f(z) = K - z ? valamilyen K #£ 0
2

komplex szammal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen valasztas K = §3 — iz.
3 — 41
1b. Ha zy = c0:  f(2) = w; K=2z3— 2.
Z— 2o
. 2=z, 1
1c. Ha zp = oo f(z)_K70'2+1, R
1d.Hazs = o0 f(z2)=K - 2-Z ésK=1.
Z— 2o
2. Az altalanos eset: legyen g és h az a két tortlinearis fliggvény, amelyekre g(z1) =0, g(z2) = o
és g(z3) =1, lletve h(wy) =0, h(wz) = oo és h(ws) = 1; ezek utan f = h~' o g megfeleld.
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Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.

1a. Ha zy, z, és z3 is véges:  z; gyok és z polus, tehat f(z) = K - z ? valamilyen K #£ 0
2

komplex szammal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen valasztas K = §3 — ?.
3 — 41
1b. Ha zy = c0:  f(2) = w; K=2z3— 2.
Z— 2o
. 2=z, 1
1c. Ha zp = oo f(z)_K70'2+1, R
1d.Hazs = o0 f(z2)=K - 2-Z ésK=1.
Z— 2o
2. Az altalanos eset: legyen g és h az a két tortlinearis fliggvény, amelyekre g(z1) =0, g(z2) = o
és g(z3) =1, lletve h(wy) =0, h(wz) = oo és h(ws) = 1; ezek utan f = h~' o g megfeleld.

Az egyértelmiség: Vizsgaljuk a ho f figgvényt: h(f(z1)) = 0, h(f(z2)) = o és h(f(z3)) =1,
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Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tértlinearis fliggvényt: barmely, paronként
kllonb6z6 z1, zo, z3 pontokhoz és paronként kiilonbdzd wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan
f(z) tortlinearis fuggvény létezik, amelyre f(z1) = wq, f(22) = wa és f(z3) = ws.

Biz. 1. Specidlis eset: w; =0, wo = co, Wz = 1.

1a. Ha zy, z, és z3 is véges:  z; gyok és z polus, tehat f(z) = K - z ? valamilyen K #£ 0
2

komplex szammal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen valasztas K = §3 — ?.
3 — 41
1b. Ha zy = c0:  f(2) = w; K=2z3— 2.
Z— 2o
. 2=z, 1
1c. Ha zp = oo f(z)_K70'2+1, R
1d.Hazs = o0 f(z2)=K - 2-Z ésK=1.
Z— 2o
2. Az altalanos eset: legyen g és h az a két tortlinearis fliggvény, amelyekre g(z1) =0, g(z2) = o
és g(z3) =1, lletve h(wy) =0, h(wz) = oo és h(ws) = 1; ezek utan f = h~' o g megfeleld.

Az egyértelmiség: Vizsgaljuk a ho f figgvényt: h(f(z1)) = 0, h(f(z2)) = o és h(f(z3)) = 1, tehat
csak ho f = g lehet, vagyis f = h=' o g.
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Definicio (komplex kettosviszony)

Az a, b, ¢, d kiildnb6zd komplex szamok kettdsviszonya:
. _(c—a(d-b) c—a d-a c
(@.b:c.0) = (- byd—a) c b d b d-
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Definicio (komplex kettosviszony)

Az a, b, ¢, d kiildnb6zd komplex szamok kettdsviszonya:
. _(c—a)(d-b) c—a d-a c—a c-b
B = e o=h @=0 G—f =%
Ha valamelyik oo, akkor a megfeleld tort értéke 1, avagy a hatarértéket vessziik oco-ben:

d-b c-a a-b c-a
(OO7b,C7d)—m7 (a,oo7C,d)—d_a,

d—a c—b

(a7b,00,d):—; (a,b,C7OO):_~
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Definicio (komplex kettosviszony)

Az a, b, c, d kiilonb6z6 komplex szamok kettdsviszonya:
. _(c—-ad-b) c—-a d-a c—a c-b
B = =g e=b =0 o—f =0
Ha valamelyik oo, akkor a megfeleld tort értéke 1, avagy a hatarértéket vessziik oco-ben:

d—b c—a d-—b>b c—a
m7 (a,OO7C,d)— d aa (a7b,00,d)—m, (a7b,C7OO)— *b

(00, b,c,d) =

\
| |
\

Tétel

Barmely négy kilonbdzé pont, a, b, ¢, d akkor és csak akkor van egy koérén vagy egy egyenesen,
haIm(a, b; c,d) = 0.

A\
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Definicio (komplex kettosviszony)

Az a, b, c, d kiilonb6z6 komplex szamok kettdsviszonya:
. _(c—-ad-b) c—-a d-a c—a c-b
B = =g e=b =0 o—f =0
Ha valamelyik oo, akkor a megfeleld tort értéke 1, avagy a hatarértéket vessziik oco-ben:

d—b c—a d-—b>b c—a
m7 (a7oo7c7d)_dfa’ (a7b,00,d)—m, (a7bac7oo)_cib‘

(00, b,c,d) =

Tétel

Barmely négy kilonbdzé pont, a, b, ¢, d akkor és csak akkor van egy koérén vagy egy egyenesen,
haIm(a, b; c,d) = 0.
("kéregyenes”: kor vagy egyenes. Az "egyenes” olyan kdr, ami atmegy a oco-n.)

A\
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Definicio (komplex kettosviszony)

Az a, b, c, d kiilonb6z6 komplex szamok kettdsviszonya:
. _(c—-ad-b) c—-a d-a c—a c-b
B = e o=h @=0 G—f =%
Ha valamelyik oo, akkor a megfeleld tort értéke 1, avagy a hatarértéket vessziik oco-ben:

d—b c—a d-—b>b c—a
(OO7b,C7d): m7 (a,OO7C,d) - d*a’ (a7b,00,d)— mﬂ (a7b,C7OO)— C*b.

Tétel
Barmely négy kilonbdzé pont, a, b, ¢, d akkor és csak akkor van egy koérén vagy egy egyenesen,
haIm(a, b; c,d) = 0.

("kéregyenes”: kor vagy egyenes. Az "egyenes” olyan kdr, ami atmegy a oco-n.)

A\

Biz. . Im(a, b; ¢, d) = 0 akkor és csak akkor, ha cs <
ar g =ar B (mod ) I’ \]
9:=b=%d-b ™ L ,

avagy iranyitott szdgekkel acb< = adb< (mod 7). S~ N
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Tétel (kettosviszonytartas)

A tortlinearis fliggvények megtartjak a kettdsviszonyt: barmely f(z) tértlinearis fliggvényre és a
Riemann gomb barmely a, b, c, d kulénb6z6 elemeire (f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a, b; ¢, d).
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Tétel (kettosviszonytartas)

A tortlinearis fliggvények megtartjak a kettdsviszonyt: barmely f(z) tértlinearis fliggvényre és a
Riemann gomb barmely a, b, c, d kulénb6z6 elemeire (f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a, b; ¢, d).

Biz. Elég egy generatorrendszerre é€s véges pontokra ellendrizni.
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Tétel (kettosviszonytartas)

A tortlinearis fliggvények megtartjak a kettdsviszonyt: barmely f(z) tértlinearis fliggvényre és a
Riemann gomb barmely a, b, c, d kulénb6z6 elemeire (f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a, b; ¢, d).

Biz. Elég egy generatorrendszerre é€s véges pontokra ellendrizni.
A linearis fliggvények megtartjak az aranyokat, igy a kettésviszonyt is.
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Tétel (kettosviszonytartas)

A tortlinearis fliggvények megtartjak a kettdsviszonyt: barmely f(z) tértlinearis fliggvényre és a
Riemann gomb barmely a, b, c, d kulénb6z6 elemeire (f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a, b; ¢, d).

Biz. Elég egy generatorrendszerre é€s véges pontokra ellendrizni.
A linearis fliggvények megtartjak az aranyokat, igy a kettésviszonyt is.
Az 1/z is megtartja a kettdsviszonyt:
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Tétel (kettosviszonytartas)

A tortlinearis fliggvények megtartjak a kettdsviszonyt: barmely f(z) tértlinearis fliggvényre és a
Riemann gomb barmely a, b, c, d kulénb6z6 elemeire (f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a, b; ¢, d).

Biz. Elég egy generatorrendszerre é€s véges pontokra ellendrizni.
A linearis fliggvények megtartjak az aranyokat, igy a kettésviszonyt is.
Az 1/z is megtartja a kettdsviszonyt:

1T111
abcd
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Tétel (kettosviszonytartas)

A tortlinearis fliggvények megtartjak a kettdsviszonyt: barmely f(z) tértlinearis fliggvényre és a
Riemann gomb barmely a, b, c, d kulénb6z6 elemeire (f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a, b; ¢, d).

Biz. Elég egy generatorrendszerre é€s véges pontokra ellendrizni.
A linearis fliggvények megtartjak az aranyokat, igy a kettésviszonyt is.
Az 1/z is megtartja a kettdsviszonyt:

LIRS <l_;>'(;_;>
S (SiF(s)

17. Tortlinearis fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 17-18. eldadas 2020. nov. 16. 9/28



Tétel (kettosviszonytartas)

A tortlinearis fliggvények megtartjak a kettdsviszonyt: barmely f(z) tértlinearis fliggvényre és a
Riemann gomb barmely a, b, c, d kulénb6z6 elemeire (f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a, b; ¢, d).

Biz. Elég egy generatorrendszerre é€s véges pontokra ellendrizni.
A linearis fliggvények megtartjak az aranyokat, igy a kettésviszonyt is.
Az 1/z is megtartja a kettdsviszonyt:

TN (1.1} c-ad-b
(11.1 1)_ c a) \d b) “ac "bd

abcdl /1 1 11 :d—a'd—c
c b) \d a —ad —cd
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Tétel (kettosviszonytartas)

A tortlinearis fliggvények megtartjak a kettdsviszonyt: barmely f(z) tértlinearis fliggvényre és a
Riemann gomb barmely a, b, c, d kulénb6z6 elemeire (f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a, b; ¢, d).

Biz. Elég egy generatorrendszerre é€s véges pontokra ellendrizni.
A linearis fliggvények megtartjak az aranyokat, igy a kettésviszonyt is.
Az 1/z is megtartja a kettdsviszonyt:

a'b'cd) (1_1)(1_1) “d-a d-c (d-a(d-o

(1 11 1)_(1‘2)'(;‘23) C_;:'% (c—a)(d — b)
—ad —cd

c b d a
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Tétel (kettosviszonytartas)

A tortlinearis fliggvények megtartjak a kettdsviszonyt: barmely f(z) tértlinearis fliggvényre és a
Riemann gomb barmely a, b, c, d kulénb6z6 elemeire (f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a, b; ¢, d).

Biz. Elég egy generatorrendszerre é€s véges pontokra ellendrizni.
A linearis fliggvények megtartjak az aranyokat, igy a kettésviszonyt is.
Az 1/z is megtartja a kettdsviszonyt:

abcd - -

(3h! 1>_<l_;>(;‘;> e T C-ad-b) _ 0
(DG Tty e
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Tétel (kortartas)

A tortlinearis figgvények a kéregyeneseket kdregyenesekbe képezik.
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Tétel (kortartas)

A tortlinearis figgvények a kéregyeneseket kdregyenesekbe képezik.

Biz. A generatorelemek: a linearis fliggvények és az 1/z is ilyen tulajdonsagu.
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Tétel (kortartas)

A tortlinearis figgvények a kéregyeneseket kdregyenesekbe képezik.

Biz. A generatorelemek: a linearis fliggvények és az 1/z is ilyen tulajdonsagu.

Tétel (szogtartas)

A tortlinearis fliggvények iranyitottszdg-tartok (kivéve a poélust)
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Tétel (kortartas)

A tortlinearis figgvények a kéregyeneseket kdregyenesekbe képezik.

Biz. A generatorelemek: a linearis fliggvények és az 1/z is ilyen tulajdonsagu.

Tétel (szogtartas)

A tortlinearis fliggvények iranyitottszdg-tartok (kivéve a poélust)

Biz. Ha f(z) = %, akkor

17. Tortlinearis fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 17-18. eldadas 2020. nov. 16. 10/28



Tétel (kortartas)
A tortlinearis figgvények a kéregyeneseket kdregyenesekbe képezik.

Biz. A generatorelemek: a linearis fliggvények és az 1/z is ilyen tulajdonsagu.

Tétel (szogtartas)

A tortlinearis fliggvények iranyitottszdg-tartok (kivéve a poélust)

Biz. Ha f(z) = %, akkor

Megjegyzés (sz6g a végtelenben)

A végtelenben is lehet az iranyitott sz6get definialni, pl. ha a Riemann-gémbdn mérjilk az érintdk
kozotti szoget.
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Tétel (kortartas)
A tortlinearis figgvények a kéregyeneseket kdregyenesekbe képezik.

Biz. A generatorelemek: a linearis fliggvények és az 1/z is ilyen tulajdonsagu.

Tétel (szogtartas)

A tortlinearis fliggvények iranyitottszdg-tartok (kivéve a poélust)

Biz. Ha f(z) = %, akkor

Megjegyzés (sz6g a végtelenben)

A végtelenben is lehet az iranyitott sz6get definialni, pl. ha a Riemann-gémbdn mérjilk az érintdk
kozotti szoget. Vagy, ha a 1 és 2 gorbék a oco-ben metszik egymast, akkor ott az iranyitott szoguk
ugyanaz, mint 1/y¢1és 1/~ gérbék iranyitott szége a 0-ban.
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Tétel (kortartas)

A tortlinearis fliggvények a koregyeneseket kdregyenesekbe képezik.

Biz. A generatorelemek: a linearis fliggvények és az 1/z is ilyen tulajdonsagu.

Tétel (szogtartas)

A tortlinearis fliggvények iranyitottszdg-tartok (kivéve a poélust)

Biz. Ha f(z) = %, akkor

Megjegyzés (sz6g a végtelenben)

A végtelenben is lehet az iranyitott sz6get definialni, pl. ha a Riemann-gémbdn mérjilk az érintdk
kozotti szoget. Vagy, ha a 1 és 2 gorbék a oco-ben metszik egymast, akkor ott az iranyitott szoguk
ugyanaz, mint 1/~1és 1/, gorbék iranyitott szége a 0-ban.

Ezzel a kiegészitéssel a pdlusban és a végtelenben is szogtartok a tortlinearis fliggvények.
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Tétel (szimmetriatartas)

A tortlinearis fliggvények szimmetrikus pontparokat szimmetrikus pontparokba képeznek:
Ha a p és g pontok szimmetrikusak a K kdregyenesre (egymas tikdrképei, illetve inverzei), és f(z)
tortlinearis fuggveny, akkor az f(p) és f(q) pontok szimmetrikusak az f(K) kéregyenesre.
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Tétel (szimmetriatartas)

A tortlinearis fliggvények szimmetrikus pontparokat szimmetrikus pontparokba képeznek:
Ha a p és g pontok szimmetrikusak a K kdregyenesre (egymas tikdrképei, illetve inverzei), és f(z)
tortlinearis fuggveny, akkor az f(p) és f(q) pontok szimmetrikusak az f(K) kéregyenesre.

Biz. Rajzolunk még két kort p-n és g-n keresztill, Ki-et és Ko-t.
@ Kj és K is szimmetrikus K-ra, tehat merbélegesen metszik K-t.

17. Tortlinearis fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 17-18. eldadas 2020. nov. 16. 11/28



Tétel (szimmetriatartas)

A tortlinearis fliggvények szimmetrikus pontparokat szimmetrikus pontparokba képeznek:
Ha a p és g pontok szimmetrikusak a K kdregyenesre (egymas tikdrképei, illetve inverzei), és f(z)
tortlinearis fuggveny, akkor az f(p) és f(q) pontok szimmetrikusak az f(K) kéregyenesre.

Biz. Rajzolunk még két kort p-n és g-n keresztill, Ki-et és Ko-t.
@ Kj és K is szimmetrikus K-ra, tehat merbélegesen metszik K-t.
@ A szdgtartas miatt f(Ki) és f(Kz) is merblegesen metszi f(K)-t.
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Tétel (szimmetriatartas)

A tortlinearis fliggvények szimmetrikus pontparokat szimmetrikus pontparokba képeznek:
Ha a p és g pontok szimmetrikusak a K kdregyenesre (egymas tikdrképei, illetve inverzei), és f(z)
tortlinearis fuggveny, akkor az f(p) és f(q) pontok szimmetrikusak az f(K) kéregyenesre.

Biz. Rajzolunk még két kort p-n és g-n keresztill, Ki-et és Ko-t.
@ Kj és K is szimmetrikus K-ra, tehat merbélegesen metszik K-t.
@ A szdgtartas miatt f(Ki) és f(Kz) is merblegesen metszi f(K)-t.
@ A f(Ki) és f(Kz) szimmetrikus f(K)-ra.
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Tétel (szimmetriatartas)

A tortlinearis fliggvények szimmetrikus pontparokat szimmetrikus pontparokba képeznek:
Ha a p és g pontok szimmetrikusak a K kdregyenesre (egymas tikdrképei, illetve inverzei), és f(z)
tortlinearis fuggveny, akkor az f(p) és f(q) pontok szimmetrikusak az f(K) kéregyenesre.

Biz. Rajzolunk még két kort p-n és g-n keresztill, Ki-et és Ko-t.
@ Kj és K is szimmetrikus K-ra, tehat merbélegesen metszik K-t.
@ A szdgtartas miatt f(Ki) és f(Kz) is merblegesen metszi f(K)-t.
@ A f(Ki) és f(Kz) szimmetrikus f(K)-ra.
@ Az f(Kj) és f(Kz) metszéspontjai, vagyis f(p) és f(q) is is szimmetrikusak f(K)-ra.
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Z tortlinearis fliggvényt, amely a jobb félsikot az egységkdrbe képezi
ugy, hogy f(0) =1 és f(1) = 0.

irjuk fel azt a f(z) = i’j +

f(z)
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irjuk fel azt a f(z) = i’j +

Z tortlinearis fliggvényt, amely a jobb félsikot az egységkdrbe képezi
ugy, hogy f(0) =1 és f(1) = 0.

A fliggvény a képzetes tengelyt az egységkdrvonalra képezi.
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Z tortlinearis fliggvényt, amely a jobb félsikot az egységkdrbe képezi
ugy, hogy f(0) =1 és f(1) = 0.

irjuk fel azt a f(z) = i’j +

[o @]

)

fl=

A fliggvény a képzetes tengelyt az egységkorvonalra képezi. Az 1 tlikdrképe a képzetes tengelyre
a-—1,
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az+b

irjuk fel azt a f(z) = e tortlinearis fliggvényt, amely a jobb félsikot az egységkdrbe képezi
ugy, hogy f(0) =1 és f(1) = 0.

[o @]

)

fl=

A fliggvény a képzetes tengelyt az egységkorvonalra képezi. Az 1 tlikdrképe a képzetes tengelyre
a —1, ennek képe a 0 inverze, a co:
f(—1) = cc.
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az+b

irjuk fel azt a f(z) = s tortlinearis fliggvényt, amely a jobb félsikot az egységkdrbe képezi
ugy, hogy f(0) =1 és f(1) = 0.

[o @]

f(z)

A fliggvény a képzetes tengelyt az egységkorvonalra képezi. Az 1 tlikdrképe a képzetes tengelyre

a —1, ennek képe a 0 inverze, a co:
f(—1) = cc.

f(0) =1, tehat b = d; valaszthatunk b = d = 1-et.
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az+b

irjuk fel azt a f(z) = s tortlinearis fliggvényt, amely a jobb félsikot az egységkdrbe képezi
ugy, hogy f(0) =1 és f(1) = 0.

[o @]

f(z)

A fliggvény a képzetes tengelyt az egységkorvonalra képezi. Az 1 tlikdrképe a képzetes tengelyre

a —1, ennek képe a 0 inverze, a co:
f(—1) = cc.

f(0) =1, tehat b = d; vélaszthatunk b=d =1-et. f(1) =0, tehata= —1.
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az+b

irjuk fel azt a f(z) = e tortlinearis fliggvényt, amely a jobb félsikot az egységkdrbe képezi
ugy, hogy f(0) =1 és f(1) = 0.

[o @]

f(z)

A fliggvény a képzetes tengelyt az egységkorvonalra képezi. Az 1 tlikdrképe a képzetes tengelyre
a —1, ennek képe a 0 inverze, a co:
f(—1) = cc.

f(0) =1, tehat b = d; vélaszthatunk b=d = 1-et. f(1)=0,tehata= —-1. f(—1) = oo, tehat
c=1.
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az+b

irjuk fel azt a f(z) = e tortlinearis fliggvényt, amely a jobb félsikot az egységkdrbe képezi
ugy, hogy f(0) =1 és f(1) = 0.

[o @]

f(z)

A fliggvény a képzetes tengelyt az egységkorvonalra képezi. Az 1 tlikdrképe a képzetes tengelyre
a —1, ennek képe a 0 inverze, a co:

f(—1) = oc.
f(0) =1, tehat b = d; vélaszthatunk b=d = 1-et. f(1)=0,tehata= —-1. f(—1) = oo, tehat
c=1.
—z+1
f(z) = :
(2) zZ+1
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az+b

+d
felébe képezi Ugy, hogy f(1) 0.

irjuk fel azt a f(z) =

tortlinearis fliggvényt, amely az elsé siknegyedet az egységkor felsd
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irjuk fel azt a f(z) = 22 + Z

felébe képezi Ugy, hogy f(1) 0.

tortlinearis fliggvényt, amely az elsé siknegyedet az egységkor felsd

A negyedsik hataranak derékszége van a 0-ban és a oc-ben, csak ezeknek a képe lehet a félkor
két sarka, a +1.
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irjuk fel azt a f(z) = 22 2

felébe képezi Ugy, hogy f(1) 0.

tortlinearis fliggvényt, amely az elsé siknegyedet az egységkor felsd

A negyedsik hataranak derékszége van a 0-ban és a oc-ben, csak ezeknek a képe lehet a félkor
két sarka, a 1. Az argumentumelv miatt kérlljarasnak is meg kel maradnia, tehat csak f(0) =
és f(oo) = —1 lehet.
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az+b

+d
felébe képezi Ugy, hogy f(1) 0.

Irjuk fel azt a f(z) = tortlinearis fliggvényt, amely az elsé siknegyedet az egységkor felsd

A negyedsik hataranak derékszége van a 0-ban és a oc-ben, csak ezeknek a képe lehet a félkor
két sarka, a 1. Az argumentumelv miatt kérlljarasnak is meg kel maradnia, tehat csak f(0) =
és f(co) = —1 lehet. A figgvénynek a valds félegyenest kell a [—1, 1] atmérére képeznie; a
képzetes félegyenes képe a félkorvonal.
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az+b

+d
felébe képezi Ugy, hogy f(1) 0.

Irjuk fel azt a f(z) = tortlinearis fliggvényt, amely az elsé siknegyedet az egységkor felsd

A negyedsik hataranak derékszége van a 0-ban és a oc-ben, csak ezeknek a képe lehet a félkor
két sarka, a 1. Az argumentumelv miatt kérlljarasnak is meg kel maradnia, tehat csak f(0) =
és f(co) = —1 lehet. A figgvénynek a valds félegyenest kell a [—1, 1] atmérére képeznie; a
képzetes félegyenes képe a félkorvonal.

Az 1 tlkorképe a képzetes tengelyre —1; ennek képe a 0 inverze, a oc.
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A negyedsik hataranak derékszége van a 0-ban és a oc-ben, csak ezeknek a képe lehet a félkor
két sarka, a 1. Az argumentumelv miatt kérlljarasnak is meg kel maradnia, tehat csak f(0) =
és f(co) = —1 lehet. A figgvénynek a valds félegyenest kell a [—1, 1] atmérére képeznie; a
képzetes félegyenes képe a félkorvonal.

Az 1 tlkorképe a képzetes tengelyre —1; ennek képe a 0 inverze, a oc.

f(oo) =1, f(1)=0, £(0)=—1, f(~1)=oo;
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képzetes félegyenes képe a félkorvonal.

Az 1 tlkorképe a képzetes tengelyre —1; ennek képe a 0 inverze, a oc.

floo) =1, f(1)=0, £0)=—-1, f(-1)=oc; f(z):1z_1

1z4+1°
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felébe képezi Ugy, hogy f(1) 0.

Irjuk fel azt a f(z) = tortlinearis fliggvényt, amely az elsé siknegyedet az egységkor felsd

A negyedsik hataranak derékszége van a 0-ban és a oc-ben, csak ezeknek a képe lehet a félkor
két sarka, a 1. Az argumentumelv miatt kérlljarasnak is meg kel maradnia, tehat csak f(0) =
és f(co) = —1 lehet. A figgvénynek a valds félegyenest kell a [—1, 1] atmérére képeznie; a
képzetes félegyenes képe a félkorvonal.

Az 1 tlkorképe a képzetes tengelyre —1; ennek képe a 0 inverze, a oc.

floo) =1, f(1)=0, £0)=—-1, f(-1)=oc; f(z):1z_1

1z4+1°

A 0,1, 00 "koriv” képe a —1,0, 1 "koriv”.
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felébe képezi Ugy, hogy f(1) 0.

Irjuk fel azt a f(z) = tortlinearis fliggvényt, amely az elsé siknegyedet az egységkor felsd

A negyedsik hataranak derékszége van a 0-ban és a oc-ben, csak ezeknek a képe lehet a félkor
két sarka, a 1. Az argumentumelv miatt kérlljarasnak is meg kel maradnia, tehat csak f(0) =
és f(co) = —1 lehet. A figgvénynek a valds félegyenest kell a [—1, 1] atmérére képeznie; a
képzetes félegyenes képe a félkorvonal.

Az 1 tlkorképe a képzetes tengelyre —1; ennek képe a 0 inverze, a oc.

floo) =1, f(1)=0, £0)=—-1, f(-1)=oc; f(z):1z_1

1z+1°
A 0,1, 00 "koriv” képe a —1,0, 1 "kériv”. A képzetes félegyenes képe koriv, a végpontjai +1.
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tortlinearis fliggvényt, amely az elsé siknegyedet az egységkor felsd

A negyedsik hataranak derékszége van a 0-ban és a oc-ben, csak ezeknek a képe lehet a félkor
két sarka, a 1. Az argumentumelv miatt kérlljarasnak is meg kel maradnia, tehat csak f(0) =
és f(co) = —1 lehet. A figgvénynek a valds félegyenest kell a [—1, 1] atmérére képeznie; a
képzetes félegyenes képe a félkorvonal.

Az 1 tlkorképe a képzetes tengelyre —1; ennek képe a 0 inverze, a oc.

floo) =1, f(1)=0, £0)=—-1, f(-1)=oc; f(z):1z_1

1z+1°
A 0,1, 00 "koriv” képe a —1,0, 1 "kériv”. A képzetes félegyenes képe koriv, a végpontjai +1. A
koriv merbleges a [—1, 1] szakaszra, tehat félkoriv;
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az+b

+d
felébe képezi Ugy, hogy f(1) 0.

Irjuk fel azt a f(z) = tortlinearis fliggvényt, amely az elsé siknegyedet az egységkor felsd

A negyedsik hataranak derékszége van a 0-ban és a oc-ben, csak ezeknek a képe lehet a félkor
két sarka, a 1. Az argumentumelv miatt kérlljarasnak is meg kel maradnia, tehat csak f(0) =
és f(co) = —1 lehet. A figgvénynek a valds félegyenest kell a [—1, 1] atmérére képeznie; a
képzetes félegyenes képe a félkorvonal.

Az 1 tlkorképe a képzetes tengelyre —1; ennek képe a 0 inverze, a oc.

floo) =1, f(1)=0, £0)=—-1, f(-1)=oc; f(z):1z_1

1z4+ 1

A 0,1, 00 "koriv” képe a —1,0, 1 "kériv”. A képzetes félegyenes képe koriv, a végpontjai +1. A
koriv merbleges a [—1, 1] szakaszra, tehat félkoriv; a derékszdgek iranyitasabdl is tudjuk, hogy a
felsé félkor.
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18. Az egységkorlemez konform automorfizusai |
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Definicio

Legyen Dy és D, két tartomany és f : D; — Ds..
Az f(z) konform, ha holomorf és lokalisan injektiv (vagyis a derivaltja nem 0).
Az f(z) biholomorf, ha holomorf és bijektiv. (Ebbdl kovetkezik, hogy az inverze is holomorf.)
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Definicio

Legyen Dy és D, két tartomany és f : D; — Ds..
Az f(z) konform, ha holomorf és lokalisan injektiv (vagyis a derivaltja nem 0).
Az f(z) biholomorf, ha holomorf és bijektiv. (Ebbdl kovetkezik, hogy az inverze is holomorf.)

Ha f : Dy — D5 bijektiv, akkor nincs killdnbség. A magyar nyelvi kdnyvek egyszeriien csak
konform(is) megfeleltetésnek nevezik a biholomorf f : D; — D, bijekcidkat.
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Legyen Dy és D, két tartomany és f : D; — Ds..
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Az f(z) biholomorf, ha holomorf és bijektiv. (Ebbdl kovetkezik, hogy az inverze is holomorf.)

Ha f : Dy — D5 bijektiv, akkor nincs killdnbség. A magyar nyelvi kdnyvek egyszeriien csak
konform(is) megfeleltetésnek nevezik a biholomorf f : D; — D bijekciokat.
(Eredetileg a "konform” szdgtartot jelent: differencialhato, lokalisan injektiv és szdgtarto.)
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Definicio

Legyen Dy és D, két tartomany és f : D; — Ds..
Az f(z) konform, ha holomorf és lokalisan injektiv (vagyis a derivaltja nem 0).
Az f(z) biholomorf, ha holomorf és bijektiv. (Ebbdl kévetkezik, hogy az inverze is holomorf.)

Ha f : Dy — D5 bijektiv, akkor nincs killdnbség. A magyar nyelvi kdnyvek egyszeriien csak
konform(is) megfeleltetésnek nevezik a biholomorf f : D; — D bijekciokat.
(Eredetileg a "konform” szdgtartot jelent: differencialhato, lokalisan injektiv és szdgtarto.)

Definicio
Két tartomany, D; és D, konform ekvivalens, ha létezik kozottik konform megfeleltetés.
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Definicio

Legyen Dy és D, két tartomany és f : D; — Ds..
Az f(z) konform, ha holomorf és lokalisan injektiv (vagyis a derivaltja nem 0).
Az f(z) biholomorf, ha holomorf és bijektiv. (Ebbdl kévetkezik, hogy az inverze is holomorf.)

Ha f : Dy — D5 bijektiv, akkor nincs killdnbség. A magyar nyelvi kdnyvek egyszeriien csak
konform(is) megfeleltetésnek nevezik a biholomorf f : D; — D bijekciokat.
(Eredetileg a "konform” szdgtartot jelent: differencialhato, lokalisan injektiv és szdgtarto.)

Definicio

Két tartomany, D; és D, konform ekvivalens, ha létezik kozottik konform megfeleltetés.
Az D — D konform megfeleltetéseket D konform automorfizmusainak nevezzik.
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Az egységkdrlemeznek a 0-t fixen tarté konform automorfizmusai a forgatasok.

18. Az egységkorlemez konform automorfizusai Komplex Fliggvénytan, 17-18. eléadas 2020. nov. 16. 17/28



Az egységkdrlemeznek a 0-t fixen tarté konform automorfizmusai a forgatasok.

Biz. A forgatasok persze automorfizmusok; a megforditas (a "csak”) a kérdés.
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Az egységkdrlemeznek a 0-t fixen tarté konform automorfizmusai a forgatasok. I

Biz. A forgatasok persze automorfizmusok; a megforditas (a "csak”) a kérdés.

TegyUk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa az egységkérnek, és f(0) = 0.
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TegyUk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa az egységkérnek, és f(0) = 0.

A Schwarz-lemma szerint |f'(0)| < 1, és egyenloseg csak akkor lehet, ha f(z) forgatas.
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Az egységkdrlemeznek a 0-t fixen tarté konform automorfizmusai a forgatasok. l

Biz. A forgatasok persze automorfizmusok; a megforditas (a "csak”) a kérdés.

TegyUk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa az egységkérnek, és f(0) = 0.
A Schwarz-lemma szerint |f'(0)| < 1, és egyenloseg csak akkor lehet, ha f(z) forgatas.

Legyen g = f~'. Ez is konform automorfizmus és g(0) = 0, tehat |g’(0)| < 1.
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Az egységkdrlemeznek a 0-t fixen tarté konform automorfizmusai a forgatasok. \

Biz. A forgatasok persze automorfizmusok; a megforditas (a "csak”) a kérdés.

Tegylk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa az egységkoérnek, és f(0) = 0.
A Schwarz-lemma szerint |f'(0)| < 1, és egyenloseg csak akkor lehet, ha f(z) forgatas.
Legyen g = f~'. Ez is konform automorfizmus és g(0) = 0, tehat |g’(0)| < 1.

Az inverz fliggvény differencialasi szabalya miatt f'(0) - g’(0) = 1.
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Az egységkdrlemeznek a 0-t fixen tarté konform automorfizmusai a forgatasok. \

Biz. A forgatasok persze automorfizmusok; a megforditas (a "csak”) a kérdés.

TegyUk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa az egységkérnek, és f(0) = 0.

A Schwarz-lemma szerint |f'(0)| < 1, és egyenloseg csak akkor lehet, ha f(z) forgatas.
Legyen g = f~'. Ez is konform automorfizmus és g(0) = 0, tehat |g’(0)| < 1.

Az inverz fliggvény differencialasi szabalya miatt f'(0) - g’(0) = 1.

Mindez csak gy lehetséges, ha |f'(0)] = |g’(0)| = 1, és f és g is forgatas.
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Lemma

Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az
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Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az
A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.
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Legyen |al < 1 és zZ+a
#(2) = 1+az’
A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.
Az inverze: _ zZ—a
7 (D=
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Lemma
Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az
A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.
Az inverze: 1,y Z—Aa
A=z
R
~1/g |

Biz. p(—a) = 0 és ¢(0) = a trividlis. Tovabba ¢(—1/a) = 0o és p(0) = 1/a.
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Lemma
Legyen |al < 1 és zZ+a
#(2) = 1+az’
A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.
Az inverze: _ zZ—a
PE=T .
1/a

_-o
_1/0_,'* \
o )

\_//‘

Biz. p(—a) = 0 és ¢(0) = a trividlis. Tovabba ¢(—1/a) = 0o és p(0) = 1/a.

Az egységkorvonalon |z| = 1

18. Az egységkorlemez konform automorfizusai Komplex Fliggvénytan, 17-18. el6adas

2020. nov. 16. 18/28



Lemma
Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az
A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.
Az inverze: 1,y Z—Aa
@) =T
R
~1/g |

Biz. o(—a) = 0 és (0) = atrivialis. Tovabba ¢(—1/a) = oo és p(cc) = 1/a.
Az egységkodrvonalon |z| =1 és |1 + az|
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Lemma
Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az
A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.
Az inverze: 1,y Z—Aa
@) =T
R
~1/g |

Biz. o(—a) = 0 és p(0) = atrivialis. Tovabba p(—1/a) = oo és ¢(x) = 1/a.
Az egységkorvonalon |z| =1 és |1 + az| = |zz + az|
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Lemma
Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az
A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.
Az inverze: 1,y Z—Aa
@) =T
R
~1/g |

Biz. o(—a) = 0 és p(0) = atrivialis. Tovabba p(—1/a) = oo és ¢(x) = 1/a.
Az egységkorvonalon |z| =1és |1 +az| = |zz+az| = |Z+ 3|
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Lemma
Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az
A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.
Az inverze: 1,y Z—Aa
@) =T
R
~1/g |

Biz. o(—a) = 0 és p(0) = atrivialis. Tovabba p(—1/a) = oo és ¢(x) = 1/a.
Az egységkoérvonalon |z| =1és |1 +az|=|zz+az|=|z+al=|z+a,
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Lemma
Legyen |al < 1 és z+a
#(2) = 1+az’
A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.
Az inverze: _ zZ—a
PE=T .
1/a

)
_1/0_; - \
o\_//.oo
Biz. o(—a) = 0 és p(0) = atrivialis. Tovabba p(—1/a) = oo és ¢(x) = 1/a.
Az egységkorvonalon |z| =1 és |1 +az| = |zz+ az| = |z + a| = |z + a|, tehat |p(2)] = 1;
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Lemma
Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az
A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.
Az inverze: 1,y Z—Aa
@) =T
R
~1/g |

Biz. p(—a) = 0 és ¢(0) = a trividlis. Tovabba ¢(—1/a) = 0o és p(0) = 1/a.
Az egységkorvonalon |z| =1és |1 +az|=|zz+3az|=|z+3a = |z+ a|, tehat |p(2)| =1; a

kérvonal képe 6nmaga.
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Lemma
Legyen |al < 1 és zZ+a
©(2)

- 1+4az’
A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkérlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.

Az inverze:

Biz. p(—a) = 0 és ¢(0) = a trividlis. Tovabba ¢(—1/a) = 0o és p(0) = 1/a.
Az egységkorvonalon |z| =1és |1 +az|=|zz+3az|=|z+3a = |z+ a|, tehat |p(2)| =1; a

kérvonal képe 6nmaga.
A figgvény a 0 belsd pontot az a belsd pontba képezi, tehat a kérlemezt a kdrlemezbe.
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Lemma

Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az

A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkérlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.

Az inverze:

Biz. o(—a) = 0 és p(0) = atrivialis. Tovabba p(—1/a) = oo és ¢(x) = 1/a.

Az egységkorvonalon |z| =1és |1 +az|=|zz+3az|=|z+3a = |z+ a|, tehat |p(2)| =1; a
kérvonal képe 6nmaga.

A figgvény a 0 belsd pontot az a belsd pontba képezi, tehat a kérlemezt a kdrlemezbe.

Az inverzt akar ki is lehet szamolni,
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Lemma

Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az

A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkérlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.

Az inverze:

Biz. o(—a) = 0 és p(0) = atrivialis. Tovabba p(—1/a) = oo és ¢(x) = 1/a.

Az egységkorvonalon |z| =1és |1 +az|=|zz+3az|=|z+3a = |z+ a|, tehat |p(2)| =1; a
kérvonal képe 6nmaga.

A figgvény a 0 belsd pontot az a belsd pontba képezi, tehat a kérlemezt a kdrlemezbe.

Az inverzt akar ki is lehet szamolni, de 4 pont képét is ellendrizhet;jik:
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Lemma

Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az

A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkérlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.

Az inverze:

Biz. o(—a) = 0 és p(0) = atrivialis. Tovabba p(—1/a) = oo és ¢(x) = 1/a.

Az egységkorvonalon |z| =1és |1 +az|=|zz+3az|=|z+3a = |z+ a|, tehat |p(2)| =1; a
kérvonal képe 6nmaga.

A figgvény a 0 belsd pontot az a belsd pontba képezi, tehat a kérlemezt a kdrlemezbe.

Az inverzt akar ki is lehet szamolni, de 4 pont képét is ellenérizhetjik: »~'(a) = 0,
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+ az
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Az inverze:

Biz. o(—a) = 0 és p(0) = atrivialis. Tovabba p(—1/a) = oo és ¢(x) = 1/a.

Az egységkorvonalon |z| =1és |1 +az|=|zz+3az|=|z+3a = |z+ a|, tehat |p(2)| =1; a
kérvonal képe 6nmaga.

A figgvény a 0 belsd pontot az a belsd pontba képezi, tehat a kérlemezt a kdrlemezbe.

Az inverzt akar ki is lehet szamolni, de 4 pont képét is ellendrizhetjiik: o~'(a) = 0, ¢~ 1(0) = —a;

18. Az egységkorlemez konform automorfizusai Komplex Fliggvénytan, 17-18. el6adas 2020. nov. 16. 18/28



Lemma

Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az

A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkérlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.

Az inverze:

Biz. o(—a) = 0 és p(0) = atrivialis. Tovabba p(—1/a) = oo és ¢(x) = 1/a.

Az egységkorvonalon |z| =1és |1 +az|=|zz+3az|=|z+3a = |z+ a|, tehat |p(2)| =1; a
kérvonal képe 6nmaga.

A fliggvény a 0 bels6 pontot az a belsd pontba képezi, tehat a kérlemezt a kérlemezbe.

Az inverzt akar ki is lehet szamolni, de 4 pont képét is ellendrizhetjiik: ¢~'(a) =0, ¢~ 1(0) = —a; a
tikorképekre o ~=1(1/a) = oo,
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Legyen |al < 1 és zZ+a
+ az

A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkérlemeznek, p(—a) = 0 és ¢(0) = a.

Az inverze:

Biz. o(—a) = 0 és p(0) = atrivialis. Tovabba p(—1/a) = oo és ¢(x) = 1/a.

Az egységkorvonalon |z| =1és |1 +az|=|zz+3az|=|z+3a = |z+ a|, tehat |p(2)| =1; a
kérvonal képe 6nmaga.

A fliggvény a 0 bels6 pontot az a belsd pontba képezi, tehat a kérlemezt a kérlemezbe.

Az inverzt akar ki is lehet szamolni, de 4 pont képét is ellendrizhetjiik: ¢~'(a) =0, ¢~ 1(0) = —a; a
tikorképekre p=1(1/a) = oo, ¢~ '(c0) = —1/a.
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o : . zZ+a
Az egységkdr konform automorfizmusai az ¢ 3 :52

alaku tértlinearis figgvények,
ahol |a| < 1 és [e| =1.
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o : . zZ+a
Az egységkdr konform automorfizmusai az ¢ 3 :52

alaku tértlinearis fliggvények,
ahol |a| < 1 és [e| =1.

Biz. Trivi irany: az ilyenek tényleg konform automorfizmusok.
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o : . zZ+a
Az egységkdr konform automorfizmusai az ¢ i

1132 alaku tortlinearis figgvenyek,
ahol |a| < 1 és [e| =1.

Biz. Trivi irany: az ilyenek tényleg konform automorfizmusok.
Tegytk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa D-nek, és f~'(0) = —a.

///\QL
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o : . zZ+a
Az egységkdr konform automorfizmusai az ¢ i

1132 alaku tortlinearis figgvenyek,
ahol |a| < 1 és [e| =1.

Biz. Trivi irany: az ilyenek tényleg konform automorfizmusok.
Tegytk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa D-nek, és f~'(0) = —a.

z—-a
Legyen ¢(z) = T2,
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o : . zZ+a
Az egységkdr konform automorfizmusai az ¢ i

1132 alaku tortlinearis figgvenyek,
ahol |a| < 1 és [e| =1.

Biz. Trivi irany: az ilyenek tényleg konform automorfizmusok.
Tegytk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa D-nek, és f~'(0) = —a.

///—\g
—_— e
@ f
D D D
z—a
Legyen ¢(z) = T2,

A g = f o ¢ egy olyan automorfizmusa D-nek, amelyre g(0) = f(¢(0)) = f(—a) = 0.
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alaku tértlinearis fliggvények,

o : . zZ+a
Az egységkdr konform automorfizmusai az €3 :52

ahol |a| < 1 és [e| =1.

Biz. Trivi irany: az ilyenek tényleg konform automorfizmusok.
Tegytk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa D-nek, és f~'(0) = —a.

///—\g
—_— e
¥
D D D
z—-a
Legyen ¢(z) = T2,

A g = f o ¢ egy olyan automorfizmusa D-nek, amelyre g(0) = f(¢(0)) = f(—a) = 0.
Tehat g egy forgatas, g(z) = £z valamilyen egységnyi e-nal.
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alaku tértlinearis fliggvények,

L : . zZ+a
Az egységkor konform automorfizmusai az €3 :52

ahol |a| < 1 és |e] =1.

Biz. Trivi irany: az ilyenek tényleg konform automorfizmusok.
Tegytk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa D-nek, és f~'(0) = —a.

///\g
R —_—
¥

. D D D

—az’

z
Legyen ¢(z) = 3

A g = f o ¢ egy olyan automorfizmusa D-nek, amelyre g(0) = f(¢(0)) = f(—a) = 0.

Tehat g egy forgatas, g(z) = £z valamilyen egységnyi e-nal.
f(2) = g(¢~'(2))
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alaku tértlinearis fliggvények,

L : . zZ+a
Az egységkor konform automorfizmusai az €3 :52

ahol |a| < 1 és |e] =1.

Biz. Trivi irany: az ilyenek tényleg konform automorfizmusok.
Tegytk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa D-nek, és f~'(0) = —a.

o
—_— —
0
D D D

z—-a
Legyen ¢(z) = T2,

A g = f o ¢ egy olyan automorfizmusa D-nek, amelyre g(0) = f(¢(0)) = f(—a) = 0.
Tehat g egy forgatas, g(z) = £z valamilyen egységnyi e-nal.

f(2)=9(¢ (2)) =c-¢7'(2)
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alaku tértlinearis fliggvények,

L : . zZ+a
Az egységkor konform automorfizmusai az €3 :52

ahol |a| < 1 és |e] =1.

Biz. Trivi irany: az ilyenek tényleg konform automorfizmusok.
Tegytk fel, hogy f(z) konform automorfizmusa D-nek, és f~'(0) = —a.

///—\g
—_— e
¥
D D D
z—-a
Legyen ¢(z) = T2,

A g = f o ¢ egy olyan automorfizmusa D-nek, amelyre g(0) = f(¢(0)) = f(—a) = 0.
Tehat g egy forgatas, g(z) = £z valamilyen egységnyi e-nal.

f(2)=9(¢'(2))=c ¢ (2)=¢

Z+a
1+az
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@ Barmely két kdrlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhetjiik kdrvonal kiilsejét is.)
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@ Barmely két kdrlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhetjiik kérvonal kiilsejét is.)
@ Barmely két kdrlemez vagy félsik kdz6tti konform megfeleltetés tortlinearis fliggvény.
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@ Barmely két kdrlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhetjiik kérvonal kiilsejét is.)
@ Barmely két kdrlemez vagy félsik kdz6tti konform megfeleltetés tortlinearis fliggvény.

Biz. (a) Elég azt igazolni, hogy barmely zart kérlemez vagy félsik konform ekvivalens az
egységkorlappal.
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@ Barmely két kdrlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhetjiik kérvonal kiilsejét is.)
@ Barmely két kdrlemez vagy félsik kdz6tti konform megfeleltetés tortlinearis fliggvény.

Biz. (a) Elég azt igazolni, hogy barmely zart kérlemez vagy félsik konform ekvivalens az
egységkorlappal. A félsikokat és korok killsejét alkalmas tikr6zott inverzioval kdrlapba
képezhetjik, majd alkalmazunk egy eltolast és nagyitast.
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@ Barmely két kdrlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhetjiik kérvonal kiilsejét is.)
@ Barmely két kdrlemez vagy félsik kdz6tti konform megfeleltetés tortlinearis fliggvény.

Biz. (a) Elég azt igazolni, hogy barmely zart kérlemez vagy félsik konform ekvivalens az
egységkorlappal. A félsikokat és korok kilsejét alkalmas tikrdzott inverzidval kérlapba
képezhetjik, majd alkalmazunk egy eltolast és nagyitast.

Az igy kapott leképezés tortlinearis fliggvény.
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@ Barmely két kdrlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhetjiik kérvonal kiilsejét is.)
@ Barmely két kdrlemez vagy félsik kdz6tti konform megfeleltetés tortlinearis fliggvény.

Biz. (a) Elég azt igazolni, hogy barmely zart kérlemez vagy félsik konform ekvivalens az
egységkorlappal. A félsikokat és korok kilsejét alkalmas tikrdzott inverzidval kérlapba
képezhetjik, majd alkalmazunk egy eltolast és nagyitast.

Az igy kapott leképezés tortlinearis fliggvény.

(b) Tegytk fel, hogy f konform megfeleltetés a D; és D, kdérlemezek vagy félsikok kdzott.
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@ Barmely két kdrlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhetjiik kérvonal kiilsejét is.)
@ Barmely két kdrlemez vagy félsik kdz6tti konform megfeleltetés tortlinearis fliggvény.

Biz. (a) Elég azt igazolni, hogy barmely zart kérlemez vagy félsik konform ekvivalens az
egységkorlappal. A félsikokat és korok kilsejét alkalmas tikrdzott inverzidval kérlapba
képezhetjik, majd alkalmazunk egy eltolast és nagyitast.

Az igy kapott leképezés tortlinearis fliggvény.

(b) Tegytk fel, hogy f konform megfeleltetés a D; és D, kdérlemezek vagy félsikok kdzott.
Legyen ¢ : Dy — D és ¢ : D> — D egy-egy tortlinearis fliggvény, amely megfeleltetés az

egységkorrel.
¥ f W
Uaen A
D Dy Dy D
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@ Barmely két kdrlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhetjiik kérvonal kiilsejét is.)
@ Barmely két kdrlemez vagy félsik kdz6tti konform megfeleltetés tortlinearis fliggvény.

Biz. (a) Elég azt igazolni, hogy barmely zart kérlemez vagy félsik konform ekvivalens az
egységkorlappal. A félsikokat és korok kilsejét alkalmas tikrdzott inverzidval kérlapba
képezhetjik, majd alkalmazunk egy eltolast és nagyitast.

Az igy kapott leképezés tortlinearis fliggvény.

(b) Tegytk fel, hogy f konform megfeleltetés a D; és D, kdérlemezek vagy félsikok kdzott.
Legyen ¢ : Dy — D és ¢ : D> — D egy-egy tortlinearis fliggvény, amely megfeleltetés az

egységkorrel.
¥ f W
Uaen A
D Dy Dy D

A g =1 ofop ' az egységkornek konform automorfizmusa, tehat tortlinearis figgvény.
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@ Barmely két kdrlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhetjiik kérvonal kiilsejét is.)
@ Barmely két kdrlemez vagy félsik kdz6tti konform megfeleltetés tortlinearis fliggvény.

Biz. (a) Elég azt igazolni, hogy barmely zart kérlemez vagy félsik konform ekvivalens az
egységkorlappal. A félsikokat és korok kilsejét alkalmas tikrdzott inverzidval kérlapba
képezhetjik, majd alkalmazunk egy eltolast és nagyitast.

Az igy kapott leképezés tortlinearis fliggvény.

(b) Tegytk fel, hogy f konform megfeleltetés a D; és D, kdérlemezek vagy félsikok kdzott.
Legyen ¢ : Dy — D és ¢ : D> — D egy-egy tortlinearis fliggvény, amely megfeleltetés az

egységkorrel.
¥ f W
Uaen A
D Dy Dy D

A g=1ofop ' az egységkdrnek konform automorfizmusa, tehat tértlinearis fliggvény.
Akkor viszont f = 1)~ o g o  is tortlineéris fliggvény.
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Egy konform leképezést két kérlemez kdzott egyértelmiien meghataroz
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Egy konform leképezést két kérlemez kdzott egyértelmiien meghataroz
@ Harom hatarpont képe (azonos koriljarassal);
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Egy konform leképezést két kérlemez kdzott egyértelmiien meghataroz
@ Harom hatarpont képe (azonos koriljarassal);
@ Egy belsd pont és egy hatarpont képe;
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Egy konform leképezést két kérlemez kdzott egyértelmiien meghataroz
@ Harom hatarpont képe (azonos koriljarassal);
@ Egy belsd pont és egy hatarpont képe;
@ Egy belsd pont képe, és ott a derivalt iranya.
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Egy konform leképezést két kérlemez kdzott egyértelmiien meghataroz
@ Harom hatarpont képe (azonos koriljarassal);
@ Egy belsd pont és egy hatarpont képe;
@ Egy belsd pont képe, és ott a derivalt iranya. (A derivalt abszolut értéke egyértelmi.)
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Egy konform leképezést két kérlemez kdzott egyértelmiien meghataroz
@ Harom hatarpont képe (azonos koriljarassal);
@ Egy belsd pont és egy hatarpont képe;
@ Egy belsd pont képe, és ott a derivalt iranya. (A derivalt abszolut értéke egyértelmi.)

Biz. (a) A 3 pont meghatarozza a kért; a sorrend meghatarozza, hogy -
a kép kivdl van, vagy belll.

D D,
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Egy konform leképezést két kérlemez kdzott egyértelmiien meghataroz
@ Harom hatarpont képe (azonos koriljarassal);
@ Egy belsd pont és egy hatarpont képe;
@ Egy belsd pont képe, és ott a derivalt iranya. (A derivalt abszolut értéke egyértelm(i.)

Biz. (a) A 3 pont meghatarozza a kért; a sorrend meghatarozza, hogy -
a kép kivdl van, vagy belll.

D, D,
(b) Elég az egységkdrlemezre bizonyitani; % alaku figgvényekkel kombinalva elérhetjik,

hogy a megadott pont és a képe is a 0 legyen; utdna a megadott hatarpont megmondja, hogy

melyik forgatasrol van szo.
D D Doy

Dy
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Egy konform leképezést két kérlemez kdzott egyértelmiien meghataroz
@ Harom hatarpont képe (azonos koriljarassal);
@ Egy belsd pont és egy hatarpont képe;
@ Egy belsd pont képe, és ott a derivalt iranya. (A derivalt abszolut értéke egyértelm(i.)

Biz. (a) A 3 pont meghatarozza a kért; a sorrend meghatarozza, hogy -
a kép kivdl van, vagy belll.

Dy D,

(b) Elég az egységkdrlemezre bizonyitani; ii alaku fuggvényekkel kombinalva elérhetjlik,

1-a
hogy a megadott pont és a képe is a 0 legyen; utdna a megadott hatarpont megmondja, hogy

melyik forgatasrol van szo.
D D Doy

D,
(c) Ugyanaz, mint a (b), csak a forgatast nem egy hatarpont, hanem derivalt iranya mondja meg:

(ofow)(c)=v'(0)-1(0)-¥(c).
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félsikmodellel.

Az egységkorlemezt szeretjiik azonositani a Poincaré-féle kdrmodellel, a felsé félsikot pedig a

18. Az egységkorlemez konform automorfizusai
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Az egységkorlemezt szeretjlik azonositani a Poincaré-féle kérmodellel, a felsd félsikot pedig a
félsikmodellel

A konform automorfizmusok a modellek iranyitastarté egybevagosagai.
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Tegyk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdérlemezen, egy gydke a.
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.

1—-az
Legyen g(z) = f(2) - 7" a"
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.

1-— . L . ”
Legyen g(z) = f(2) - T‘ZZ. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintethetd

szingularitasa van), és supy, |g| = supy, |f|-
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.
Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supy, |f|-

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f|— lim max|f(z)]
r—=1—|z|=r
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.
Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\fI—rLIrp pg‘av;lf( )| es sup\gl Jim. maXIg(Z)\
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Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\fI—rLIrp pg‘av;lf( )| es sup\gl Jim. maXIg(Z)\
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.
Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f| = lim max|f(z)| és sup\g| I|m max|g(z)\
r—=1—|z|=r
z—a
g|a>;|f( ) = max 92)- 7=
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.
Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt
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Z —
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.
Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f|— lim max|f(z)| és sup\g| I|m max|g(z)\
r—=1—|z|=r
Z_
— . <
max |f(2)| = max |g(2) - | < (max|a(2)]).
sup [f]
D
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.
Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f| = lim max|f(z)| és sup\g| I|m max|g(z)\
r—=1—|z|=r
Z_
— . <
max |f(2)| = max |g(2) - | < (max|a(2)]).
sup |f| = I|m max|f(z)|
D
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.
Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f| = Ilrp ||"n‘ax|f( )| és sup\g| I|m max|g(z)\
r— Z|=r
Z_
— . <
max |f(2)| = max |g(2) - | < (max|a(2)]).
sup|f\ I|m 1’nax|f(z)| < I|m r‘nax|g( )|
= r—1
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sup|f\ I|m max|f(z)| < I|m max|g( )| =suplg|.
= lzl=r r—=1-|z| D

18. Az egységkorlemez konform automorfizusai Komplex Fliggvénytan, 17-18. el6adas 2020. nov. 16. 23/28
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Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f| = lim max|f(z)| és sup\g| I|m max|g(z)\
r—=1—|z|=r
Z_
f(z)| = . <
max |f(2)| = max |g(2) - | < (max|a(2)]).
sup|f\ I|m max|f(z)| < I|m max|g( )| =suplg|.
= lzl=r r—=1-|z| D

Ha |z| — 1—, akkor

— 2| _, { egyenletesen, ezért
1-az 9y ’
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szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\fI—rLIrp pg‘av;lf( )| es sup\gl Jim. maXIg(Z)\

max |f(z)| = max
|z|=r |2|=

0(2) { | < (maxg(2))).

suplf\ lim WQXIf(Z)I < lim. maXIg( )|=sgp\gl-

Ha |z| — 1—, akkor

— 2| _, { egyenletesen, ezért
1-az 9y ’
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.
Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f| = lim max|f(z)| és sup\g| I|m max|g(z)\
r—=1—|z|=r
Z_
f(z)| = . —| <
max |f(2)| = max |g(2) - | < (max|a(2)]).
sup|f\ I|m max|f(z)| < I|m max|g( )| =suplg|.
- lzl= r—=1—|z| D
Ha |z| — 1—, akkor 3 —aaz’ — 1 egyenletesen, ezért
z—a
@I@;If( )= max 92) 7=
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.
Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f| = lim max|f(z)| és sup\g| I|m max|g(z)\
r—=1—|z|=r
Z_
f(z)| = . <
max |f(2)| = max |g(2) - | < (max|a(2)]).
sup|f\ I|m max|f(z)| < I|m max|g( )| =suplg|.
= lzl=r r—=1-|z| D

Ha |z| — 1—, akkor

— 1 egye ||etesen eZért
1-az gy ’
Z—a

f —
max |f(z)| = max T 5

|z|=r |z|=r

ax |g(z)| - min

|z|=r |z|=r

9(2)- 12:

az| —

18. Az egységkorlemez konform automorfizusai Komplex Fliggvénytan, 17-18. el6adas 2020. nov. 16. 23/28



TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.
Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f| = lim max|f(z)| és sup\g| I|m max|g(z)\
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Z_
f(z)| = . <
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sup|f\ I|m max|f(z)| < I|m max|g( )| =suplg|.
= lzl=r r—=1-|z| D

Ha |z| — 1—, akkor

— 2| _, { egyenletesen, ezért
1-az 9y ’

Z—a

f —
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sup |f|
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TegyUk fel, hogy f(z) holomorf az egységkdrlemezen, egy gyoke a.
Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f| = lim max|f(z)| és sup\g| I|m max|g(z)\
r—=1—|z|=r
Z_
f(z)| = . —| <
max |f(2)| = max |g(2) - | < (max|a(2)]).
sup|f\ I|m max|f(z)| < I|m max|g( )| =suplg|.
- lzl= r—=1-|z| D
Ha |z| — 1—, akkor 3 —aaz’ — 1 egyenletesen, ezért
max |f(z)| = max |g(z) - ax|g(z)| - min | 22
|z|=r |z|=r g 1 “z|=r g lzl=r|1 —az|’
sup|f\ I|m max|f( )|
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Tegyuk fel, hogy f(z) holomorf az egységkorlemezen, egy gyoke a.

Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f| = lim max|f(z)| és sup\g\ I|m max|g(z)\
r—=1—|z|=r
z_
f(z)| = . —| <
max |f(2)| = max |g(2) - | < (max|a(2)]).
sup|f\ I|m max|f(z)| < I|m max|g( )| =suplg|.
- lzl= r—=1-|z| D
Ha |z| — 1—, akkor 3 —aaz’ — 1 egyenletesen, ezért
max |f(z)| = max |g(z) - ax|g(z)| - min | 22
|z|=r |z|=r g 1 = zl=r g lzl=r|1 —az|
sup|f\ I|m max|f(z)|> I|m max|g( )|

- lzl=
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Tegyuk fel, hogy f(z) holomorf az egységkorlemezen, egy gyoke a.

Legyen g(z) = f(2) - %. Ez a fliggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintetheté

szingularitasa van), és supy, |g| = supyp, |f|.

Biz. . A maximum-elv miatt

sup\f| = lim max|f(z)| és sup\g\ I|m max|g(z)\
r—=1—|z|=r
z_
f(z)| = . —| <
max |f(2)| = max |g(2) - | < (max|a(2)]).
sup|f\ I|m max|f(z)| < I|m max|g( )| =suplg|.
- lzl= r—=1-|z| D
Ha |z| — 1—, akkor 3 —aaz’ — 1 egyenletesen, ezért
z—a
max |f(2)] = max|g(z)- 1 > max|g(2)l-min |37 |
sup|f\ I|m max|f(z)|> I|m max|g( )| =suplg|.
D
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Kovetkezmény

Az egységkorben holomorf fliggvényekbdl kiemelhetdk az -

alaku "gyoktényezék” ugy, hogy
a fliggvény szuprémuma nem valtozik meg.
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Kovetkezmény

Az egységkorben holomorf fliggvényekbdl kiemelhetdk az

alaku "gyoktényezék” ugy, hogy

1-az
a fliggvény szuprémuma nem valtozik meg.
Ha ngyék van: ay, ..., an, akkor kiemelhetjik a
H Z — ak
P 1—-axz
szorzatot.
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Kovetkezmény

Az egységkorben holomorf fliggvényekbdl kiemelhetdk az R alaku "gyoktényezok” ugy, hogy

a fliggvény szuprémuma nem valtozik meg.

Ha ngyék van: ay, ..., an, akkor kiemelhetjik a
P 1- axzZ
szorzatot.

Az ilyen tipusu szorzatokat véges Blaschke-szorzatoknak nevezzik.
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Kovetkezmény

zZ—a
1—-—az

Az egységkorben holomorf fliggvényekbdl kiemelhetdk az
a fliggvény szuprémuma nem valtozik meg.

alaku "gyoktényezék” ugy, hogy

Ha ngyék van: ay, ..., an, akkor kiemelhetjik a

szorzatot.
Az ilyen tipusu szorzatokat véges Blaschke-szorzatoknak nevezzik.

1—-az

Ugyanigy polusokat is megsziintethetlink az alaku tortek kiemelésével.
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Mese: Polinomok és Blaschke-szorzatok

Sok, a sikon polinomokra vagy egészfliggvényekre vonatkoz6 tétel atirhaté a kérmodellre és
Blaschke-szorzatokra.
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Mese: Polinomok és Blaschke-szorzatok

Sok, a sikon polinomokra vagy egészfliggvényekre vonatkoz6 tétel atirhaté a kérmodellre és
Blaschke-szorzatokra.

Polinom véges Blaschke-szorzat
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Mese: Polinomok és Blaschke-szorzatok

Sok, a sikon polinomokra vagy egészfliggvényekre vonatkoz6 tétel atirhaté a kérmodellre és
Blaschke-szorzatokra.

Polinom véges Blaschke-szorzat

c-[[(z—a)
k=1
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Mese: Polinomok és Blaschke-szorzatok

Sok, a sikon polinomokra vagy egészfliggvényekre vonatkoz6 tétel atirhaté a kérmodellre és
Blaschke-szorzatokra.

Polinom véges Blaschke-szorzat

c-[[(z—a)
k=1

(a sik iranyitastart6 egybevagodsagainak
szorzata)
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Mese: Polinomok és Blaschke-szorzatok

Sok, a sikon polinomokra vagy egészfliggvényekre vonatkoz6 tétel atirhaté a kérmodellre és
Blaschke-szorzatokra.

Polinom véges Blaschke-szorzat
n n
Z — ag
c-||(z—ax) e || —
4 Ui

(a sik iranyitastart6 egybevagodsagainak
szorzata)
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Mese: Polinomok és Blaschke-szorzatok

Sok, a sikon polinomokra vagy egészfliggvényekre vonatkoz6 tétel atirhaté a kérmodellre és
Blaschke-szorzatokra.

Polinom véges Blaschke-szorzat
2 n
Z — ag
c- H(Z - ak) g o T
k=1 ,(1:[1 1— agz
(a sik iranyitastarté egybevagbsagainak (@  kormodell  iranyitastartd  egy-
szorzata) bevagbsagainak szorzata)
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Mese: Polinomok és Blaschke-szorzatok

Sok, a sikon polinomokra vagy egészfliggvényekre vonatkoz6 tétel atirhaté a kérmodellre és
Blaschke-szorzatokra.

Polinom véges Blaschke-szorzat
2 n
Z — ag
c- H(Z - ak) g o T
k=1 ,(1:[1 1— axz
(a sik iranyitastarté egybevagbsagainak (@  kormodell  iranyitastartd  egy-
szorzata) bevagbsagainak szorzata)

Pl.  Gauss—Lucas tétel: Ha f legalabb
masodfokd polinom, akkor f gy6keinek kon-
vex burka tartalmazza f’ gyokeit.
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Mese: Polinomok és Blaschke-szorzatok

Sok, a sikon polinomokra vagy egészfliggvényekre vonatkoz6 tétel atirhaté a kérmodellre és

Blaschke-szorzatokra.

Polinom

c-[[(z—a)
k=1

(a sik iranyitastart6 egybevagodsagainak

szorzata)

Pl.  Gauss—Lucas tétel: Ha f legalabb
masodfokd polinom, akkor f gy6keinek kon-
vex burka tartalmazza f’ gyokeit.

véges Blaschke-szorzat

(@  kOrmodell iranyitastartd
bevagdsagainak szorzata)

egy-

Ha f legalabb kéttényezds Blaschke-szorzat,
akkor f gyokeinek a kdrmodellben vett konvex
burka tartalmazza f'-nek az egységkorbe es6
gyOkeit.

18. Az egységkorlemez konform automorfizusai

Komplex Fiiggvénytan, 17-18. eldadas

2020. nov. 16.

25/28



Mese: Végtelen Blaschke-szorzatok

Végtelen sok Blaschke-tényezé esetén biztositani kell a konvergenciat.
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Mese: Végtelen Blaschke-szorzatok

Végtelen sok Blaschke-tényezd esetén biztositani kell a konvergenciat. Ezt Ugy oldjuk meg, hogy a
0-beli értékeket pozitiv valds iranyba forditjuk (kivéve a 12‘002 tényezot):
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Mese: Végtelen Blaschke-szorzatok

Végtelen sok Blaschke-tényezd esetén biztositani kell a konvergenciat. Ezt Ugy oldjuk meg, hogy a
0-beli értékeket pozitiv valds iranyba forditjuk (kivéve a 12_‘002 tényezot):

zmﬁ el z—ac
e ax 1-—axz '
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Mese: Végtelen Blaschke-szorzatok

Végtelen sok Blaschke-tényezd esetén biztositani kell a konvergenciat. Ezt Ugy oldjuk meg, hogy a
0-beli értékeket pozitiv valds iranyba forditjuk (kivéve a 12‘002 tényezot):

Zm.lo_o[ _@.z_ak
e ax 1-—axz '

Ettél legalabb a 0-ban konvergens, és tetszés szerint atrendezhetd a szorzat.
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Mese: Végtelen Blaschke-szorzatok

Végtelen sok Blaschke-tényezé esetén biztositani kell a konvergenciat. Ezt Ggy oldjuk meg, hogy a

0-beli értékeket pozitiv valds iranyba forditjuk (kivéve a 12:002 tényezot):

zm.ﬁ el z-a
e ag 1787;(2 ’

Ettdl legalabb a 0-ban konvergens, és tetszés szerint atrendezhet6 a szorzat.

Tétel (végtelen Blaschke-szorzat konvergenciaja)

y
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Mese: Végtelen Blaschke-szorzatok

Végtelen sok Blaschke-tényezé esetén biztositani kell a konvergenciat. Ezt Ggy oldjuk meg, hogy a

0-beli értékeket pozitiv valds iranyba forditjuk (kivéve a 12:002 tényezot):

zm.ﬁ e z—ac
e ax 1-—axz '

Ettdl legalabb a 0-ban konvergens, és tetszés szerint atrendezhet6 a szorzat.

Tétel (végtelen Blaschke-szorzat konvergenciaja)

@ A Blaschke-szorzat lokalisan egyenletesen konvergens.
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Mese: Végtelen Blaschke-szorzatok

Végtelen sok Blaschke-tényezé esetén biztositani kell a konvergenciat. Ezt Ggy oldjuk meg, hogy a

0-beli értékeket pozitiv valds iranyba forditjuk (kivéve a 12:002 tényezot):

zm.ﬁ e z—ac
e ax 1-—axz '

Ettdl legalabb a 0-ban konvergens, és tetszés szerint atrendezhet6 a szorzat.

Tétel (végtelen Blaschke-szorzat konvergenciaja)

@ A Blaschke-szorzat lokalisan egyenletesen konvergens.

@ Ha Z (1 — |ak|) = oo, akkor Blaschke-szorzat a konstans 0.
k=1
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Mese: Végtelen Blaschke-szorzatok

Végtelen sok Blaschke-tényezé esetén biztositani kell a konvergenciat. Ezt Ggy oldjuk meg, hogy a

0-beli értékeket pozitiv valds iranyba forditjuk (kivéve a 12:002 tényezot):

zm.ﬁ e z—ac
e ax 1-—axz '

Ettdl legalabb a 0-ban konvergens, és tetszés szerint atrendezhet6 a szorzat.

Tétel (végtelen Blaschke-szorzat konvergenciaja)

@ A Blaschke-szorzat lokalisan egyenletesen konvergens.
@ Ha Z (1 — |ak|) = oo, akkor Blaschke-szorzat a konstans 0.
k=1
@ Ha Z (1 —|ak|) < oo, akkor Blaschke-szorzat nem a konstans 0, és a gyokei ay, az, . . .,

k=1
tovabba m > 0 esetén a 0.
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Mara vége, de... ]
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A jovO heti eloadason sziikség lesz ra:

@ log f(z) létezése egyszeresen Osszefliggd tartomanyon, ha f # 0
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A jovO heti eloadason sziikség lesz ra:

@ log f(z) létezése egyszeresen Osszefliggd tartomanyon, ha f # 0
@ Weierstrass-tétel (holomorf fliggvények lokalisan egyenletes limesze holomorf)
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A jovO heti eloadason sziikség lesz ra:

@ log f(z) létezése egyszeresen Osszefliggd tartomanyon, ha f # 0
@ Weierstrass-tétel (holomorf fliggvények lokalisan egyenletes limesze holomorf)

@ Vitali-Montel tétel (lokalisan egyenletesen konvergens részsorozat kivalasztasa egyenletesen
korlatos fliggvénysorozatbdl)
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