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Tétel (A konform leképezések alaptétele; Riemann-alaptétel)

Legyen D # C egyszeresen 0sszefliggd tartomany és zo € D. Ekkor |étezik egy egyértelm{
f : D — D konform megfeleltetés, amelyre f(zy) = 0 és f'(zy) pozitiv valos.
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Tétel (A konform leképezések alaptétele; Riemann-alaptétel)

Legyen D # C egyszeresen 0sszefliggd tartomany és zo € D. Ekkor |étezik egy egyértelm{
f : D — D konform megfeleltetés, amelyre f(zy) = 0 és f'(zy) pozitiv valos.

Kovetkezmény

Barmely két, a teljes siktol kilonbdzd, egyszeresen 0sszefliggd tartomany konform ekvivalens.
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Tétel (A konform leképezések alaptétele; Riemann-alaptétel)

Legyen D # C egyszeresen 0sszefliggd tartomany és zo € D. Ekkor |étezik egy egyértelm{
f : D — D konform megfeleltetés, amelyre f(zy) = 0 és f'(zy) pozitiv valos.

Kovetkezmény

Barmely két, a teljes siktol kilonbdzd, egyszeresen 0sszefliggd tartomany konform ekvivalens.

Megjegyzés

A tételben a kivétel a teljes sik. A teljes sik nem konform ekvivalens az egységkérrel,
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Tétel (A konform leképezések alaptétele; Riemann-alaptétel)

Legyen D # C egyszeresen 0sszefliggd tartomany és zo € D. Ekkor |étezik egy egyértelm{
f : D — D konform megfeleltetés, amelyre f(zy) = 0 és f'(zy) pozitiv valos.

Kovetkezmény

Barmely két, a teljes siktol kilonbdzd, egyszeresen 0sszefliggd tartomany konform ekvivalens.

Megjegyzés
A tételben a kivétel a teljes sik. A teljes sik nem konform ekvivalens az egységkérrel, mert ha
f : C — D holomorf, akkor a Liouville-tétel miatt csak konstans lehet.
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Az egyértelmiiség bizonyitasa

TegyUk fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre f(z) = g(z) = 0,
valamint f'(zp) és g’'(zo) is pozitiv valds. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.
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Az egyértelmiiség bizonyitasa

TegyUk fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre f(z) = g9(z) =

valamint f'(zp) és g’'(zo) is pozitiv valds. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgéljuk a ¢ = fo g~ leképezést.

-
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Az egyértelmiiség bizonyitasa

TegyUk fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre f(z) = g9(z) =

valamint f'(zp) és g’'(zo) is pozitiv valds. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgéljuk a ¢ = fo g~ leképezést.

-

@ A ¢ konform automorfizmusa egységkoérnek,
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Az egyértelmiiség bizonyitasa

TegyUk fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre f(z) = g9(z) =

valamint f'(zp) és g’'(zo) is pozitiv valds. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgéljuk a ¢ = fo g~ leképezést.

-

@ A ¢ konform automorfizmusa egységkoérnek,
@ »(0)=0,
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Az egyértelmiiség bizonyitasa

TegyUk fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre f(z) = g9(z) =

valamint f'(zp) és g’'(zo) is pozitiv valds. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgéljuk a ¢ = fo g~ leképezést.

-

@ A ¢ konform automorfizmusa egységkoérnek,
@ ©(0)=0,és

/
° ¢'(0)
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Az egyértelmiiség bizonyitasa

TegyUk fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre f(z) = g9(z) =

valamint f'(zp) és g’'(zo) is pozitiv valds. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgéljuk a ¢ = fo g~ leképezést.

-

@ A ¢ konform automorfizmusa egységkoérnek,
@ ©(0)=0,és

° (0)="(20) (97)(0)
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Az egyértelmiiség bizonyitasa

TegyUk fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre f(z) = g9(z) =

valamint f'(zp) és g’'(zo) is pozitiv valds. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgéljuk a ¢ = fo g~ leképezést.

-

@ A ¢ konform automorfizmusa egységkoérnek,
@ ©(0)=0,és
1
/ _ (a1 — f! JR—
@ '(0)="f"(z)-(97") (0) = Ff(z) 7 (@)

19. Riemann-alaptétel Komplex Fliggvénytan, 19-20. eléadas 2020. nov. 23.

()7

4/26



Az egyértelmiiség bizonyitasa

TegyUk fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre f(z) = g(z) = 0,
valamint f'(zp) és g’'(zo) is pozitiv valds. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgéljuk a ¢ = fo g~ leképezést.

-

@ A ¢ konform automorfizmusa egységkoérnek,
@ ©(0)=0,és

e '(0)=F(z0)-(g7")(0) = F(20) - pozitiv valds.

1
9'(20)
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Az egyértelmiiség bizonyitasa

TegyUk fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre f(z) = g9(z) =

valamint f'(zp) és g’'(zo) is pozitiv valds. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgéljuk a ¢ = fo g~ leképezést.

-

@ A ¢ konform automorfizmusa egységkoérnek,
@ ©(0)=0,és

1
/ —f (A-1) —f L e 16s.

° ¢/(0) (20)- (g77)'(0) (20) 72 pozitiv valds

Ez egyértelmiien meghatérozza a ¢ konform automorfizmust:
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Az egyértelmiiség bizonyitasa

TegyUk fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre f(z) = g9(z) =

valamint f'(zp) és g’'(zo) is pozitiv valds. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgéljuk a ¢ = fo g~ leképezést.

-

@ A ¢ konform automorfizmusa egységkoérnek,
@ p(0)=0,és
1
/ 7 (A-1) _ . s ,
@ '(0)="f"(z)-(97") (0) = Ff(z) 72 pozitiv valds.
Ez egyértelmiien meghatérozza a ¢ konform automorfizmust: o(w) = w, vagyis f = g.
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A o otlet
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A o otlet

Legyen

Fo= {f : D — D holomorf, f(0) = 0}'
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A 16 otlet
Legyen

Fo= {f : D — D holomorf, f(0) = 0}'

A Schwarz-lemma szerint:
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A o otlet

Legyen

Fo= {f : D — D holomorf, f(0) = 0}'

A Schwarz-lemma szerint:
@ Barmely f € Fy esetén |f'(0)] < 1.
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A 16 otlet
Legyen

Fo= {f : D — D holomorf, f(0) = 0}'

A Schwarz-lemma szerint:
@ Barmely f € Fy esetén |f'(0)] < 1.
@ Barmely f € Fy akkor és csak akkor automorfizmusa az egységkérnek, ha |f'(0)] = 1.
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A 16 otlet
Legyen
Fo= {f : D — D holomorf, f(0) = 0}'

A Schwarz-lemma szerint:

@ Barmely f € Fy esetén |f'(0)] < 1.

@ Barmely f € Fy akkor és csak akkor automorfizmusa az egységkérnek, ha |f'(0)] = 1.
Tehat: f € Fy akkor és csak akkor konform automorfizmus, ha |f'(0)| maximalis.
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A 16 otlet
Legyen
Fo= {f : D — D holomorf, f(0) = 0}'

A Schwarz-lemma szerint:

@ Barmely f € Fy esetén |f/(0)| < 1.

@ Barmely f € Fy akkor és csak akkor automorfizmusa az egységkérnek, ha |f'(0)] = 1.
Tehat: f € Fy akkor és csak akkor konform automorfizmus, ha |f'(0)| maximalis.

A Riemann-alaptétel bizonyitasahoz legyen

F= {f - D — D holomorf és injektiv, f(zo) = 0, (o) pozitiv valés}.
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A 16 otlet
Legyen
Fo= {f : D — D holomorf, f(0) = 0}'

A Schwarz-lemma szerint:

@ Barmely f € Fy esetén |f'(0)] < 1.

@ Barmely f € Fy akkor és csak akkor automorfizmusa az egységkérnek, ha |f'(0)] = 1.
Tehat: f € Fy akkor és csak akkor konform automorfizmus, ha |f'(0)| maximalis.

A Riemann-alaptétel bizonyitasahoz legyen

F= {f - D — D holomorf és injektiv, f(zo) = 0, (o) pozitiv valés}.

Olyan fy € F flggvényt fogunk valasztani, amelyre fj(zp) maximalis.
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Segeédtetelek
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Segédtételek

A logaritmus- és a hatvanyfiiggvények létezése

Ha D egyszeresen 6sszefliggd, f : D — C holomorf és f = 0, akkor D-n létezik log f-nek és minden
a-ra f*-nak holomorf aga D-n.
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Segédtételek

A logaritmus- és a hatvanyfiiggvények létezése

Ha D egyszeresen 6sszefliggd, f : D — C holomorf és f = 0, akkor D-n létezik log f-nek és minden
a-ra f*-nak holomorf aga D-n.

Weierstrass-tétel

| A\

Hag, fi,f,...: D — C holomorfak és f,(z) — g(z) lokalisan egyenletesen, akkor g is holomorf és
fl(z) — g'(z) lokalisan egyenletesen.
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Segédtételek

A logaritmus- és a hatvanyfiiggvények létezése

Ha D egyszeresen 0sszefiiggd, f : D — C holomorf és f # 0, akkor D-n létezik log f-nek és minden
a-ra f*-nak holomorf aga D-n.

Weierstrass-tétel

| \

Hag, fi,f,...: D — C holomorfak és f,(z) — g(z) lokalisan egyenletesen, akkor g is holomorf és
fl(z) — g'(z) lokalisan egyenletesen.

Vitali-Motel tétel

Ha D c C tartomany, f;, f,... : D — C holomorfak, és egyenletesen korlatosak, akkor
kivalaszthato koziliik lokalisan egyenletesen konvergens részsorozat.

| A

A\
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Hurwitz tetele

Tth. g, fi, b, ... holomorf a D tartomanyon, f, — g lokalisan egyenletesen, a€ D és b = g(a).
Ekkor g vagy konstans, vagy az a barmilyen kis koérnyezetében, elég nagy n-e az f,(z) fliggvény
felveszi a b értéket:

V6>0 3dny Yn>nyg 3IweB(aod)nD f(w)=b.
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Hurwitz tétele

Tth. g, fi, b, ... holomorf a D tartomanyon, f, — g lokalisan egyenletesen, a€ D és b = g(a).
Ekkor g vagy konstans, vagy az a barmilyen kis koérnyezetében, elég nagy n-e az f,(z) fliggvény
felveszi a b értéket:

V6>0 3dny Yn>nyg 3IweB(aod)nD f(w)=b.

D

Biz. Feltehetd, hogy a= b = 0.
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Hurwitz tétele

Tth. g, fi, b, ... holomorf a D tartomanyon, f, — g lokalisan egyenletesen, a€ D és b = g(a).
Ekkor g vagy konstans, vagy az a barmilyen kis koérnyezetében, elég nagy n-e az f,(z) fliggvény
felveszi a b értéket:

V6>0 3dny Yn>nyg 3IweB(aod)nD f(w)=b.

D

Biz. Feltehetd, hogy a= b = 0.
Legyen dp olyan sugar, hogy B(0,dp) C D, és a 0 < |z| < o kérlapon g # 0.
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Hurwitz tétele

Tth. g, fi, b, ... holomorf a D tartomanyon, f, — g lokalisan egyenletesen, a€ D és b = g(a).
Ekkor g vagy konstans, vagy az a barmilyen kis koérnyezetében, elég nagy n-e az f,(z) fliggvény
felveszi a b értéket:

V6>0 3dny Yn>nyg 3IweB(aod)nD f(w)=b.

D

Biz. Feltehetd, hogy a= b = 0.
Legyen dp olyan sugar, hogy B(0,dp) C D, és a 0 < |z| < & kdrlapon g # 0. Ha ilyen sugar nincs,
akkor g gyokei torlodnak a 0-ban, de akkor az unicitastétel miatt g konstans.
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Hurwitz tétele

Tth. g, fi, f, ... holomorf a D tartomanyon, f, — g lokalisan egyenletesen, a € D és b = g(a).
Ekkor g vagy konstans, vagy az a barmilyen kis koérnyezetében, elég nagy n-e az f,(z) fliggvény
felveszi a b értéket:

V>0 3dny Yn>ny 3Iwe B(a,d)ND fp(w)=>b.

D

Biz. Feltehetd, hogy a= b = 0.

Legyen o olyan sugar, hogy B(0,d0) C D, és a0 < |z| < & kdrlapon g # 0. Ha ilyen sugér nincs,
akkor g gyokei torlodnak a 0-ban, de akkor az unicitastétel miatt g konstans.

Tekintsiink egy tetszéleges 0 < § < do-t, és legyen ¢ = \rz?ina lg(2)].
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Hurwitz tétele

Tth. g, fi, f, ... holomorf a D tartomanyon, f, — g lokalisan egyenletesen, a € D és b = g(a).
Ekkor g vagy konstans, vagy az a barmilyen kis koérnyezetében, elég nagy n-e az f,(z) fliggvény
felveszi a b értéket:

V>0 3dny Yn>ny 3Iwe B(a,d)ND fp(w)=>b.

D

Biz. Feltehetd, hogy a= b = 0.
Legyen dp olyan sugar, hogy B(0,dp) C D, és a 0 < |z| < & kdrlapon g # 0. Ha ilyen sugar nincs,
akkor g gyokei torlodnak a 0-ban, de akkor az unicitastétel miatt g konstans.
Tekintsiink egy tetszéleges 0 < § < do-t, és legyen ¢ = \”?i”a lg(2)].
Z|l=
Az egyenletes konvergencia miatt van olyan ng, hogy minden n > ng-ra, a |z| = ¢ kérvonalon

|9(2) = fa(2)| < e < |g(2)]-
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Hurwitz tétele

Tth. g, fi, f, ... holomorf a D tartomanyon, f, — g lokalisan egyenletesen, a € D és b = g(a).
Ekkor g vagy konstans, vagy az a barmilyen kis koérnyezetében, elég nagy n-e az f,(z) fliggvény
felveszi a b értéket:

V69>0 3dny Yn>ny 3Iwe B(ad)nND fy(w)=b.

D

Biz. Feltehetd, hogy a= b = 0.

Legyen o olyan sugar, hogy B(0,d0) C D, és a0 < |z| < & kdrlapon g # 0. Ha ilyen sugér nincs,
akkor g gyokei torlodnak a 0-ban, de akkor az unicitastétel miatt g konstans.

Tekintsiink egy tetszéleges 0 < § < do-t, és legyen ¢ = ‘rzr?ing lg(2)].

Az egyenletes konvergencia miatt van olyan ng, hogy minden n > ng-ra, a |z| = ¢ kérvonalon

19(2) - fa(2)| < € < |g(2)]-
A Rouché-tétel miatt a |z| < ¢ kdrben a f,(z) fuggvénynek ugyanannyi gydke van, mint a g(z)
fliggvénynek, vagyis legalabb egy.
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Kovetkezmény

Injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze vagy konstans, vagy injektiv: ha g, fi, &, . ..
holomorf a D tartomanyon, mindegyik f, injektiv és f, — g lokdlisan egyenletesen, akkor g vagy
konstans, vagy injektiv.
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Kovetkezmény

Injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze vagy konstans, vagy injektiv: ha g, fi, &, . ..
holomorf a D tartomanyon, mindegyik f, injektiv és f, — g lokdlisan egyenletesen, akkor g vagy
konstans, vagy injektiv.

Biz. ;! Tegyiik fel, hogy g nem konstans, és nem is injektiv.

19. Riemann-alaptétel Komplex Fiiggvénytan, 19-20. eldadas 2020. nov. 23. 8/26



Kovetkezmény

Injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze vagy konstans, vagy injektiv: ha g, fi, &, . ..
holomorf a D tartomanyon, mindegyik f, injektiv és f, — g lokdlisan egyenletesen, akkor g vagy
konstans, vagy injektiv.

Biz. ;! Tegyiik fel, hogy g nem konstans, és nem is injektiv.
Legyen ai, a» € D két kiilénbdzd pont D-ben, amelyekre g(a;) = g(az) = b.

D
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Kovetkezmény

Injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze vagy konstans, vagy injektiv: ha g, fi, &, . ..
holomorf a D tartomanyon, mindegyik f, injektiv és f, — g lokdlisan egyenletesen, akkor g vagy
konstans, vagy injektiv.

Biz. ;! Tegyiik fel, hogy g nem konstans, és nem is injektiv.
Legyen ai, a» € D két kiilénbdzd pont D-ben, amelyekre g(a;) = g(az) = b.

D

Vélasszunk olyan o-t, amelyre a B(ay, ¢) és B(a, §) diszjunktak, és részei D-nek.
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Kovetkezmény

Injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze vagy konstans, vagy injektiv: ha g, fi, &, . ..
holomorf a D tartomanyon, mindegyik f, injektiv és f, — g lokdlisan egyenletesen, akkor g vagy
konstans, vagy injektiv.

Biz. ;! Tegyiik fel, hogy g nem konstans, és nem is injektiv.
Legyen ai, a» € D két kiilénbdzd pont D-ben, amelyekre g(a;) = g(az) = b.

D

Vélasszunk olyan o-t, amelyre a B(ay, ¢) és B(a, §) diszjunktak, és részei D-nek.
A Hurwitz-tétel miatt vannak olyan ny és n; kiiszobindexek, hogy n > ny esetén b € f,(B(ay,0)) és
n> n esetén b € f,(B(az,9)).
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Kovetkezmény

Injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze vagy konstans, vagy injektiv: ha g, fi, &, . ..
holomorf a D tartomanyon, mindegyik f, injektiv és f, — g lokdlisan egyenletesen, akkor g vagy
konstans, vagy injektiv.

Biz. ;! Tegyiik fel, hogy g nem konstans, és nem is injektiv.
Legyen ai, a» € D két kiilénbdzd pont D-ben, amelyekre g(a;) = g(az) = b.

D

Vélasszunk olyan o-t, amelyre a B(ay, ¢) és B(a, §) diszjunktak, és részei D-nek.

A Hurwitz-tétel miatt vannak olyan ny és n; kiiszobindexek, hogy n > ny esetén b € f,(B(ay,0)) és
n> n esetén b € f,(B(az,9)).

Ha n > max(ny, no), akkor f,(z) mindkét kdrlapon felveszi a b értéket;
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Kovetkezmény

Injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze vagy konstans, vagy injektiv: ha g, fi, &, . ..
holomorf a D tartomanyon, mindegyik f, injektiv és f, — g lokdlisan egyenletesen, akkor g vagy
konstans, vagy injektiv.

Biz. ;! Tegyiik fel, hogy g nem konstans, és nem is injektiv.
Legyen ai, a» € D két kiilénbdzd pont D-ben, amelyekre g(a;) = g(az) = b.

D

Vélasszunk olyan o-t, amelyre a B(ay, ¢) és B(a, §) diszjunktak, és részei D-nek.

A Hurwitz-tétel miatt vannak olyan ny és n; kiiszobindexek, hogy n > ny esetén b € f,(B(ay,0)) és
n> n esetén b € f,(B(az,9)).

Ha n > max(ny, n2), akkor f(z) mindkét kérlapon felveszi a b értéket; de ez ellentmond annak,
hogy f, injektiv. 4
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi
g(D) 9
U r U (h(z) —¢) - 1 (z0)
M > 3}1/(2())

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D.
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi
g(D)
“ T U (h(z) —¢) - 1 (z0)
M > 3}7/(2())

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval.
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi
g(D)
a . 0 (h(z) - () . |h/(Z())|
M > —b 3}?/(2())

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban.
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi
g(D)
a . 0 (h(z) - () . |h/(Z())|
M > —b 3}?/(2())

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 27/ halmazban. Ez a halmaz nyilt;
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi
(N, (o
.(1 0 h/
9(2) r (h(z) =) - L,hff;f)'

- z—b

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 27/ halmazban;
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi
(N, (o
.(1 0 h/
9(2) r (h(z) =) - L,hff;f)'

- z—b

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi
g(D) 9
! r 0 (h(z) =) - i) g
M > —b 3}7/(2())

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

p
Ezek utan legyen h(z) = ———;
gyen h(z) = =35
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi
g(D) 9
! r 0 (h(z) =) - i) g
M > —b 3}7/(2())

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

p
Ezek utan legyen h(z) = ———; erre |h| < 1.
gyen h(z) = e |h
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi
g(D) 9
! r 0 (h(z) =) - i) g
M > —b 3}7/(2())

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

Ezek utan legyen h(z) = ﬁ; erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja nem nulla.
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi
g(D) 9
! r 0 (h(z) =) - i) g
M > —b 3}7/(2())

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

Ezek utan legyen h(z) = ﬁ; erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja nem nulla.

Legyen ¢ = h(z) és
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi

U 0 |h’(Z())| g

M r ; (h(z) - (:) : 3}Il/<z())

z—

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

Ezek utan legyen h(z) = ﬁ; erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja nem nulla.

Legyen ¢ = h(z) és f(z) = (h(z) — ¢)
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi

U 0 |h’(Z())| g

M r ; (h(z) - (:) : 3}Il/<z())

z—

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

Ezek utan legyen h(z) = ﬁ; erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja nem nulla.

Legyen ¢ = h(z) és f(z) = (h(z) — c) - Z:EZ;I
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi

U 0 |h’(Z())| g

M r ; (h(z) - (:) : 3}Il/<z())

z—

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

Ezek utan legyen h(z) = ﬁ; erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja nem nulla.
o (@) 1
Legyen ¢ = h(z) és f(z) = (h(z) — ¢) M) 3
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi

U 0 |h’(Z())| g

M r : (h(z) —¢) - 3;1’(z())

z—

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

Ezek utan legyen h(z) = ;erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja nem nulla.

|0 (20)] 1 L
: 7 (20) '3 Erre a fuggvényre |f(z)| < (

_r
9(z) - b
Legyen ¢ = h(z) és f(z) = (h(z) — ¢)

h(z)|+c)- 1 <A1,
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

D 9(D) + 2mi

U 0 |h’(Z())| g

M r : (h(z) —¢) - 3;1’(z())

z—

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

Ezek utan legyen h(z) = ;erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja nem nulla.

|0 (20)] 1 L
: 7 (20) '3 Erre a fuggvényre |f(z)| < (

_r
9(z) - b
Legyen ¢ = h(z) és f(z) = (h(z) — ¢)

h(z)|+c)- 1 <A1,

f(Zo) =0
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

ﬁq(D ) + 2mi :
g 1(z) — ¢ [ (z0)] g

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

Ezek utan legyen h(z) = ;erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja nem nulla.

(h(z)—c) - Z:EZ;' 1 Erre a fuggvényre |f(z)| < (

9(z) - b

Legyen ¢ = h(z) és f(z) =
[7'(z0)]
3
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f(z0) =0és f'(z) =



A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

ﬁq(D ) + 2mi :
g 1(z) — ¢ [ (z0)] g

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

Ezek utan legyen h(z) = ;erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja nem nulla.

9(z) - b

/
Legyen ¢ = h(z) és f(z) = (h(z) —c) - Z,E?;' . % Erre a fliggvényre |f(z)| < (|h(2)|+c¢) - <1,
0
e g _|W(20)] . . .
f(z0) =0és f'(z) = , ami pozitiv valos.

3
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A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

JF= {f : D — D holomorf és injektiv, f(zy) = 0, f'(zo) pozitiv valés} nem Ures.

ﬁq(D ) + 2mi :
g 1(z) — ¢ [ (z0)] g

Biz. D +# C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a
logaritmus valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g,
tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2xi halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy
korlap a g(D) + 2xi halmazban; ekkor tehat |g(z) — b| > r.

Ezek utan legyen h(z) = ;erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja nem nulla.

9(z) - b

/
Legyen ¢ = h(z) és f(z) = (h(z) — c) - Z,E?;' : % Erre a flggvényre |f(2)| < (|h(2)| +¢) - § <1,
0
/
f(z0) =0és f'(z) = [ (z°)|, ami pozitiv valés. Tehat, f € F.

3
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Legyen M = sup {f'(0) : f € F}. Ekkor

0<M< 0.
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Legyen M = sup {f'(0) : f € F}. Ekkor

0<M< 0.

Biz. Az 7 nemires, van olyan f eleme, amelyre f'(z,) > 0; ezért M > f'(z) > 0.
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Legyen M = sup {f'(0) : f € F}. Ekkor

0<M< 0.

Biz. Az 7 nemires, van olyan f eleme, amelyre f'(z,) > 0; ezért M > f'(z) > 0.

Az z, belsb pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z, r) C D.

> @
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Legyen M = sup {f'(0) : f € F}. Ekkor

0<M< 0.

Biz. Az 7 nemires, van olyan f eleme, amelyre f'(z,) > 0; ezért M > f'(z) > 0.

Az z, belsb pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z, r) C D.
@

Barmely f € F esetén |f| < 1,
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Legyen M = sup {f'(0) : f € F}. Ekkor

0<M< 0.

Biz. Az 7 nemires, van olyan f eleme, amelyre f'(z,) > 0; ezért M > f'(z) > 0.

Az z, belsb pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z, r) C D.
@
Barmely f € F esetén |f| < 1, igy

f'(20) = |f'(20)]
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Legyen M = sup {f'(0) : f € F}. Ekkor

0<M< 0.

Biz. Az 7 nemires, van olyan f eleme, amelyre f'(z,) > 0; ezért M > f'(z) > 0.

Az z, belsb pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z, r) C D.
@
Barmely f € F esetén |f| < 1, igy

f'(z0) = If'(20)| =

1 f(2)
- ——— dz
2mi /zzo|—r (z - 20)?
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Legyen M = sup {f'(0) : f € F}. Ekkor

0<M< 0.

Biz. Az 7 nemires, van olyan f eleme, amelyre f'(z,) > 0; ezért M > f'(z) > 0.

Az z, belsb pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z, r) C D.
@
Barmely f € F esetén |f| < 1, igy

f'(z0) = If'(20)| =

1 f(z) 11
— ———=d ——2
27i /zzol—r (z — 2p)? z' Son
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Legyen M = sup {f'(0) : f € F}. Ekkor

0<M< 0.

Biz. Az 7 nemires, van olyan f eleme, amelyre f'(z,) > 0; ezért M > f'(z) > 0.

Az z, belsb pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z, r) C D.
@
Barmely f € F esetén |f| < 1, igy

f'(z0) = If'(20)| =

1 f(2) 11 1
— 2zl < —— 2nr= -
2ri /zzol—r (z — 2p)? z' Sox TP
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Legyen M = sup {f'(0) : f € F}. Ekkor

0<M< 0.

Biz. Az 7 nemires, van olyan f eleme, amelyre f'(z,) > 0; ezért M > f'(z) > 0.

Az z, belsb pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z, r) C D.
@
Barmely f € F esetén |f| < 1, igy

f'(z0) = If'(20)| =

1 f(2) 11 1
— 2zl < —— 2nr= -
2ri /zzol—r (z — 2p)? z' Sox TP

3 1
ezéert M < .
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

19. Riemann-alaptétel Komplex Fiiggvénytan, 19-20. eldadas 2020. nov. 23. 11/26



Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrdl, igy biztosan vannak olyan fi, &, ... € F fliggvények,
amelyekre f}(z) /* M.
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrdl, igy biztosan vannak olyan fi, &, ... € F fliggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkdrbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak.
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrdl, igy biztosan vannak olyan fi, &, ... € F fliggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkdrbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthat6 kézUlllk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,., f,, . . . részsorozat.
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrdl, igy biztosan vannak olyan fi, &, ... € F fliggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkdrbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthat6 kézUlllk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,, f,, . . . részsorozat. Ennek
limesze legyen fy.
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrdl, igy biztosan vannak olyan fi, &, ... € F fliggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkdrbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthat6 kézUlllk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,, f,, . . . részsorozat. Ennek
limesze legyen fy.

A Weierstrass-tétel miatt fy, = klim fn, holomorf,
—00
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrdl, igy biztosan vannak olyan fi, &, ... € F fliggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkdrbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthat6 kézUlllk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,, f,, . . . részsorozat. Ennek
limesze legyen fy.

A Weierstrass-tétel miatt f, = klim fn. holomorf, és f; — f; lokalisan egyenletesen;
— 00
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrdl, igy biztosan vannak olyan fi, &, ... € F fliggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkdrbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthat6 kézUlllk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,, f,, . . . részsorozat. Ennek
limesze legyen fj.

A Weierstrass-tétel miatt fy = klim fn. holomorf, és f; — f; lokalisan egyenletesen; specialisan a
—00
zo pontban fj(z) = lim f;, (20) = M.
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrél, igy biztosan vannak olyan fi, , ... € F flggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkorbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthat6 kézUlllk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,, f,, . . . részsorozat. Ennek
limesze legyen fj.

A Weierstrass-tétel miatt fy = klim fn. holomorf, és f; — f; lokalisan egyenletesen; specialisan a
—00
zo pontban fj(z) = lim f;, (20) = M.

Az fy az f,, injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze, tehat f vagy konstans, vagy pedig
injektiv.
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrél, igy biztosan vannak olyan fi, , ... € F flggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkorbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthat6 kézUlllk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,, f,, . . . részsorozat. Ennek
limesze legyen fj.

A Weierstrass-tétel miatt fy = klim fn. holomorf, és f; — f; lokalisan egyenletesen; specialisan a
—00
zo pontban fj(z) = lim f;, (20) = M.

Az fy az f,, injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze, tehat f vagy konstans, vagy pedig
injektiv. De az fy nem lehet konstans, mert példaul fj(z,) = M > 0.
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrél, igy biztosan vannak olyan fi, , ... € F flggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkorbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthat6 kézUlllk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,, f,, . . . részsorozat. Ennek
limesze legyen fj.

A Weierstrass-tétel miatt fy = klim fn. holomorf, és f; — f; lokalisan egyenletesen; specialisan a
—00
zo pontban fj(z) = lim f;, (20) = M.

Az fy az f,, injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze, tehat f vagy konstans, vagy pedig
injektiv. De az fy nem lehet konstans, mert példaul fj(zo) = M > 0. Tehat f; injektiv.
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrél, igy biztosan vannak olyan fi, , ... € F flggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkdrbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthat6 kézUlllk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,, f,, . . . részsorozat. Ennek
limesze legyen fj.

A Weierstrass-tétel miatt fy = klim fn. holomorf, és f; — f; lokalisan egyenletesen; specialisan a
—00
zo pontban fj(z) = lim f;, (20) = M.

Az fy az f,, injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze, tehat f vagy konstans, vagy pedig
injektiv. De az fy nem lehet konstans, mert példaul fj(zo) = M > 0. Tehat f; injektiv.

Mivel |f,| < 1, az biztos, hogy || = klim [fo ] < 1;
—00
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrél, igy biztosan vannak olyan fi, , ... € F flggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkdrbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthat6 kézUlllk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,, f,, . . . részsorozat. Ennek
limesze legyen fj.

A Weierstrass-tétel miatt fy = klim fn. holomorf, és f; — f; lokalisan egyenletesen; specialisan a
—00
zo pontban fj(z) = lim f;, (20) = M.

Az fy az f,, injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze, tehat f vagy konstans, vagy pedig
injektiv. De az fy nem lehet konstans, mert példaul fj(zo) = M > 0. Tehat f; injektiv.

Mivel |f,| < 1, az biztos, hogy || = klim |fa| < 1; de mivel fy nem konstans, a maximum-elv miatt
—00
(vagy a nyilt leképezés tétele miatt) az is igaz, hogy |fh| < 1.
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Van olyan fy € F, amelyre fj(z) = M.
Vagyis, M = max {f'(0) : fe F}.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulrél, igy biztosan vannak olyan fi, , ... € F flggvények,
amelyekre f}(z) /* M.

Ezek a fliggvények az egységkdrbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthat6 kézUlllk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,, f,, . . . részsorozat. Ennek
limesze legyen fj.

A Weierstrass-tétel miatt fy = klim fn. holomorf, és f; — f; lokalisan egyenletesen; specialisan a
—00
zo pontban fj(z) = lim f;, (20) = M.

Az fy az f,, injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze, tehat f vagy konstans, vagy pedig
injektiv. De az fy nem lehet konstans, mert példaul fj(zo) = M > 0. Tehat f; injektiv.

Mivel |f,| < 1, az biztos, hogy || = klim |fa| < 1; de mivel fy nem konstans, a maximum-elv miatt
—00

(vagy a nyilt leképezés tétele miatt) az is igaz, hogy |fh| < 1.

Ezek utén fy : D — D holomorf és injektiv, és f{(z) = M.
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4. (utolso) lépés
fo szUrjektiv: (D) = D.

Biz. ;! Tegyiik fel, hogy f, nem szirjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel.
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4. (utolso) lépés

fo szUrjektiv: (D) = D.

Biz. ;! Tegyiik fel, hogy f, nem szirjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel. Az a nem
lehet a 0, mert f(2) = 0.
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4. (utolso) lépés

fo szUrjektiv: (D) = D.

Biz. ;! Tegyiik fel, hogy f, nem szirjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel. Az a nem
lehet a 0, mert fy(z5) = 0. irjuk a-t re alakban, ahol 0 < r < 1 és ¢ egységnyi komplex szam.
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4. (utolso) lépés

fo szUrjektiv: (D) = D.

Biz. ;! Tegyiik fel, hogy f, nem szirjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel. Az a nem

lehet a 0, mert fy(z5) = 0. irjuk a-t re alakban, ahol 0 < r < 1 és ¢ egységnyi komplex szam.
Legyen g(z) a kovetkezd leképezéseknek a kompozicidja:
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4. (utolso) lépés

fo szUrjektiv: (D) = D.

Biz. ! Tegyiik fel, hogy fy nem szlrjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel. Az a nem
lehet a 0, mert f(Z) = 0. Irjuk a-t re alakban, ahol 0 < r < 1 és ¢ egységnyi komplex szam.
Legyen g(z) a kovetkezd leképezéseknek a kompozicidja:
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4. (utolso) lépés

fo szUrjektiv: (D) = D.

Biz. ! Tegyiik fel, hogy fy nem szlrjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel. Az a nem
lehet a 0, mert f(Z) = 0. Irjuk a-t re alakban, ahol 0 < r < 1 és ¢ egységnyi komplex szam.
Legyen g(z) a kovetkezd leképezéseknek a kompozicidja:

©1(2) = —gz; ez az a-t a (—r) pontba forgatja.
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4. (utolso) lépés

fo szUrjektiv: (D) = D.

Biz. ! Tegyiik fel, hogy fy nem szlrjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel. Az a nem

lehet a 0, mert f(Z) = 0. Irjuk a-t re alakban, ahol 0 < r < 1 és ¢ egységnyi komplex szam.
Legyen g(z) a kovetkezd leképezéseknek a kompozicidja:

0e
N
o Z+7r
$2 = 147z
©1(2) = —gz; ez az a-t a (—r) pontba forgatja.
p2(2) = £%; aD automorfizmusa, a (—r) képe a 0, a 0 képe az r.
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4. (utolso) lépés

fo szUrjektiv: (D) = D.

Biz. ! Tegyiik fel, hogy fy nem szlrjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel. Az a nem
lehet a 0, mert f(2p) = 0. Irjuk a-t re alakban, ahol 0 < r < 1 és ¢ egységnyi komplex szam.
Legyen g(z) a kovetkezd leképezéseknek a kompozicidja:

® D

fO o Z+r 3 = \/E
¥2 1+7rz
©1(2) = —gz; ez az a-t a (—r) pontba forgatja.

p2(2) = £%; aD automorfizmusa, a (—r) képe a 0, a 0 képe az r.

©3 @ p2(p1(f(D))) halmazon a /z-nek az a holomorf 4ga, amely r-et \/r-be képezi.
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4. (utolso) lépés

fo szUrjektiv: (D) = D.

Biz. ! Tegyiik fel, hogy fy nem szlrjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel. Az a nem
lehet a 0, mert f(Z) = 0. Irjuk a-t re alakban, ahol 0 < r < 1 és ¢ egységnyi komplex szam.
Legyen g(z) a kovetkezd leképezéseknek a kompozicidja:

® D

z+r =

Dy = 03 =1/2
¥2 1+7rz

©1(2) = —gz; ez az a-t a (—r) pontba forgatja.

p2(2) = £%; aD automorfizmusa, a (—r) képe a 0, a 0 képe az r.

v3 @ p2(p1(fH(D))) halmazon a /z-nek az a holomorf 4ga, amely r-et /r-be képezi. A
v2(¢1(f(D))) halmaz egyszeresen 6sszefliggd, nyilt, nem tartalmazza a 0-t, igy létezik rajta /z.
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4. (utolso) lépés

fo szlrjektiv: fo(D) =

Biz. ! Tegyiik fel, hogy fy nem szlrjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel. Az a nem
lehet a 0, mert fo(z0) = 0. Irjuk a-t re alakban, ahol 0 < r < 1 és = egységnyi komplex szam.
Legyen g(z) a kovetkezd Iekepezeseknek a kompozicidja:

OO0 10

1 = 0p = z + r
2T T \/—z
©1(2) = —gz; ez az a-t a (—r) pontba forgatja.
p2(2) = £%; aD automorfizmusa, a (—r) képe a 0, a 0 képe az r.
v3 @ p2(p1(fH(D))) halmazon a /z-nek az a holomorf 4ga, amely r-et /r-be képezi. A
v2(¢1(f(D))) halmaz egyszeresen 6sszefliggd, nyilt, nem tartalmazza a 0-t, igy létezik rajta /z.
va(2) = £ ff a D automorfizmusa, a v/r képe a 0.

19. Riemann-alaptétel Komplex Fiiggvénytan, 19-20. eldadas 2020. nov. 23. 12/26



4. (utolso) lépés
fo szlrjektiv: fo(D) =

Biz. ! Tegyiik fel, hogy fy nem szlrjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel. Az a nem
lehet a 0, mert fo(z0) = 0. Irjuk a-t re alakban, ahol 0 < r < 1 és = egységnyi komplex szam.
Legyen g(z) a kovetkezd Iekepezeseknek a kompozicidja:

093 100

Y1 = —cz z + r
©1(2) = —gz; ez az a-t a (—r) pontba forgatja.

2T AT \/_x,
p2(2) = £%; aD automorfizmusa, a (—r) képe a 0, a 0 képe az r.

v3 @ p2(p1(fH(D))) halmazon a /z-nek az a holomorf 4ga, amely r-et /r-be képezi. A
v2(¢1(f(D))) halmaz egyszeresen 6sszefliggd, nyilt, nem tartalmazza a 0-t, igy létezik rajta /z.

pa(2) =2 f\/ ; a D automorfizmusa, a /r képe a 0.

ws5(2) = —ez; az elso forgatas inverze.
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93700

Y1 = = —&z

N
fo D
1+m e 17\[

Ag=yps50ps0pzopropiofly fuggveny is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z,) = 0.
A derivéltak értékei:
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93700

Y1 = = —&z

N
fo D
1+m e 17\[

Ag=yps50ps0pzopropiofly fuggveny is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z,) = 0.
A derivéltak értékei:

@ fi(z20) = M;
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93700

Y1 = = —&z

N
fo D
1+m e 17\[

Ag=yps50ps0pzopropiofly fuggveny is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z,) = 0.
A derivéltak értékei:

@ fi(z20) = M;
@ ¢\ (0) =—5;

19. Riemann-alaptétel Komplex Fiiggvénytan, 19-20. eldadas 2020. nov. 23. 13/26



93700

Y1 = = —&z

N
fo D
1+m e 17\[

Ag=yps50ps0pzopropiofly fuggveny is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z,) = 0.
A derivéltak értékei:

@ fi(z20) = M;
® ¢1(0) = -5
® ©5(2)
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S~—7 ~—7 ~—7 S~—7
= (pzzﬂ w3 =2 m_z—\/? 05 = —€2
1+rz 1—/rz

A g = 504030010 fo fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z) = 0.
A derivaltak értékei:

o f3(20) = M;

° ¢4(0) = —=&

1-(1+rz)—r-(z+7r)
© (D)= —— G 2y
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@
g 0e Oo@ D)
~_ T T o 7

%:ﬂ 03 =17 m_z—\/?" 5 = —€2

1+7rz 1—/rz
A g = 504030010 fo fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z) = 0.
A derivaltak értékei:

® fi(z0) = M,

°s0’1(0)=f€;( reen i
oy V- 4rz)y—r-(z4r)  1-r
@ p5(2) = (1+rz)? (1 +r2)%
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@
g 0e Oo@ D)
~_ T T o 7

%:ﬂ 03 =17 m_z—\/?" 5 = —€2

1+7rz 1—/rz
A g = 504030010 fo fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z) = 0.
A derivaltak értékei:

o fo(z0) = M;
@ ¢1(0) = —%; i
o s0,2(2):1.(1+rz)—r.(z+r) _ A tehdt (0) — 112

(1 +rz)? (1+r2)
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@
" @ 0e Oo@ D
~_ T T o 7

%:ﬂ 03 =17 m_z—\/?" 5 = —€2

1+7rz 1—/rz
A g = 504030010 fo fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z) = 0.
A derivaltak értékei:

@ fi(z20) = M;
® ¢{(0) = —5; ,
o pp(z)= UTB = (2800 =1 nar 0y =1 2= (1 4+ 1)(1—1);

(1 +rz)? (1+r2)
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@
"o 0e 0.@ D)
N N N N

0o = Zt+r w3 =z m_z_\/; P5 = —€Z
1472 1—+/rz

A g = 5040 p3 09200 o T fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z,) = 0.

A derivaltak értékei:

° fy(z0) = M;
° ¢1(0) = 2

va(2) = (1 +(qz)+—rzr) (z+r) _ (11J:rfz)2,tehét o(0) =112 = (14 r)(1—r);
@ py(r) = :[
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@
"o 0e 0.@ D)
N N N N

z+r 03 =7 m_z—\/? o5 = —ez
1472 1—+/rz

A g = 5040 p3 09200 o T fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z,) = 0.
A derivaltak értékei:

P2 =

° fo(z0) = M;
° ¢1(0) = 2
va(2) = (1 +(qz)+—rzr) (z+r) _ (11J:rfz)2,tehét o(0) =112 = (14 r)(1—r);
@ py(r) = :[
° ¢u(2)
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@
"o 0e 0.@ D)
N N N N

z+r 03 =7 m_z—\/? o5 = —ez

1+rz 1—+/rz

A g = 5040 p3 09200 o T fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z,) = 0.
A derivaltak értékei:

P2 =

o fo(20) = M;
® ¢i(0) = 2
( ) = (1 —|—(I1'Zi_—rzr) (z+r) _ (11;:2)2, tehat 30/2(0) —{_r2_ (1+n - r);
@ py(r) = 1r.
/ 1-(1=rz)++r-(z—/r)
@ vy(2) = NG
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@
"o 0e 0.@ D)
N N N N

z+r 03 =7 m_z—\/? o5 = —ez

1+rz 1—+/rz

A g = 5040 p3 09200 o T fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z,) = 0.
A derivaltak értékei:

P2 =

° fi(z0) = M;
® ©1(0) = 2
( ) = (1 —|—(I1'Zi_—rzr) (z+r) _ (11;:2)2, tehat 30/2(0) —{_r2_ (1+n - r);
@ py(r) = 1r.
! 1-(1 \ﬁz)+\ﬁ-(2—\ﬁ)_ 1_r
@ py(2) = (1—rz)? = (1= V2P
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@
"o 0e 0.@ D)
N N N N

z+r 03 =7 m_z—\/? o5 = —ez

1+rz 1—+/rz

A g = 5040 p3 09200 o T fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z,) = 0.
A derivaltak értékei:

P2 =

° fi(z0) = M;
° ¢1(0) = 2
( ) = (1 —|—(I1'Zi_—rzr) (z+r) _ (11;:2)2, tehat 30/2(0) —{_r2_ (1+n - r);
@ py(r) = 1r.
/ 1-(1 \ﬁz)+\ﬁ-(2—\ﬁ)_ 1_r . B
® py(2) = (1 —\/rz)? BCENGE és o, (V) = T
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@
"o 0e 0.@ D)
N N N N

¢2_Z+T w3 =z m_z_\/; P5 = —€Z
1+rz 1—+/rz

A g = 5040 p3 09200 o T fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z,) = 0.

A derivaltak értékei:

° f’(Zo)—M;
® ©1(0) = 2
( ) = (1 —|—(I1'Zi_—rzr) (z+r) _ (11;r;)2,tehét 30/2(0) —{_r2_ (1+n - r);
@ py(r) = 1r.
/ 1-(1 \ﬁz)+\ﬁ-(2—\ﬁ)_ 1_r . B
P j‘Eg; (1 —rz)? o (1 —/rz)? és (V) = 1=
£(0) = —
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¢2_Z+T w3 =z m_z_\/; P5 = —€Z
1+rz 1—+/rz

A g = 50 p40p30 00 p1 o f fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g9(z) =

A derivaltak értékei:

o fo(20) = M;
@ ©1(0) = 2
va(2) = (1 +(qz)+—rzr) (z+r) _ (11J:rfz)2,tehét o(0) =112 = (14 r)(1—r);
@ py(r) = 1 r.
1-(1 \ﬁz)+\ﬁ-(2—\ﬁ)_ 1_r . B
: SO4E0; (1 —rz)? o (1 —/rz)? és (V) = 1=
805 = —¢.

Osszeszorozva:

19. Riemann-alaptétel Komplex Fliggvénytan, 19-20. el6adas 2020. nov. 23.
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93 100

24T )
1+7rz

A g = 5040 p30 @20 py o fy fliggvény is holomorf és injektiv D —> ]D) Iekepezes 9(z0) = 0.
A derivéltak értékei:

fo 1=

Y4 =

° fo(20) = M;
® ¢i(0) = 2
( ) = (1 —|—(I1'Zi_—rzr) (z+r) _ (11;:2)2, tehat 30/2(0) —{_r2_ (1+n - r);
@ py(r) = 1r.
1-(1 \ﬁz)+\ﬁ-(2—\ﬁ)_ 1_r . B
@ vu(2)= (1 —/rz)? RN és o (VT) = —
® 5(0) = —¢.

Osszeszorozva: g'(2p) = f5(20) - ©4(0) - ¥5(0) - w5(r) - @h(\/T) - 5(0)
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93 100

24T )
1+7rz

A g = 5040 p30 @20 py o fy fliggvény is holomorf és injektiv D —> ]D) Iekepezes 9(z0) = 0.
A derivéltak értékei:

fo 1=

Y4 =

° f’(Zo)—M;
® ¢i(0) = 2
( ) = (1 —|—(I1'Zi_—rzr) (z+r) _ (11;r;)2,tehét 30/2(0) —{_r2_ (1+n - r);
@ py(r) = 1r.
1-(1 \ﬁz)+\ﬁ-(2—\ﬁ)_ 1_r . B
@ vu(2)= (1 —/rz)? RN és o (VT) = —
® 5(0) = —¢.
1+r

Osszeszorozva: g'(2p) = f5(20) - #4(0) - ¥5(0) - @4(r) - P4(\/T) - ¥5(0) = M -
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93 100

24T )
1+7rz

A g = 5040 p30 @20 py o fy fliggvény is holomorf és injektiv D —> ]D) Iekepezes 9(z0) = 0.
A derivéltak értékei:

fo Y1 =

Y4 =

@ fi(z) = M;
° ¢1(0) = e
- LD 1 10
® ¢5(r) = >
-V +Vr(z-vn) _ _1-r ., _ 1
e aver e AT
5(0) = —e.
Osszeszorozva: g'(2p) = f5(20) - #4(0) - ¥5(0) - @4(r) - P4(\/T) - ¥5(0) = M - 12:}: szintén pozitiv

valos, tehat g € F.
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@
" @ 0e Oo@ D
~_ T T o 7

¢2—Z+T 03 =1/2 m_z_\/; 5 = —€2

1+rz 1—+/rz
A g = 5040 p3 09200 o T fliggvény is holomorf és injektiv D — D leképezés, g(z,) = 0.
A derivaltak értékei:

@ fi(z) = M;
° ¢1(0) = e
- LD 1 10
® ¢5(r) = >
-V +Vr(z-vn) _ _1-r ., _ 1
e aver e AT
5(0) = —e.
Osszeszorozva: g'(2p) = f5(20) - #4(0) - ¥5(0) - @4(r) - P4(\/T) - ¥5(0) = M - 12:}: szintén pozitiv

valds, tehat g € F. A szamtani-mértani miatt 1 + r > 2/r
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93 100

24T 5
1+7rz

A g = 5040 p30 @20 py o fy fliggvény is holomorf és injektiv D —> ]D> Iekepezes 9(z0) = 0.
A derivéltak értékei:

fo Y1 =

Y4 =

@ fi(z) = M;
° ¢1(0) = e
- LD 1 10
® ¢5(r) = >
-V +Vr(z-vn) _ _1-r ., _ 1
e aver e AT
5(0) = —e.
Osszeszorozva: g'(2p) = f5(20) - #4(0) - ¥5(0) - @4(r) - P4(\/T) - ¥5(0) = M - 12:}: szintén pozitiv

valos, tehat g € F. A szdmtani-mértani miatt 1 4+ r > 2+/r , de akkor g'(zo) > M.
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93 100

24T )
1+7rz

A g = 5040 p30 @20 py o fy fliggvény is holomorf és injektiv D —> ]D) Iekepezes 9(z0) = 0.
A derivéltak értékei:

fo Y1 =

Y4 =

@ fi(z) = M;
° ¢1(0) = e
- LD 1 10
® ¢5(r) = >
-V +Vr(z-vn) _ _1-r ., _ 1
e aver e AT
5(0) = —e.
Osszeszorozva: g'(2p) = f5(20) - #4(0) - ¥5(0) - @4(r) - P4(\/T) - ¥5(0) = M - 12:}: szintén pozitiv

valos, tehat g € F. A szamtani-mértani miatt 1 + r > 2./r , de akkor g’(z) > M. 11
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Alternativ befejezes
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Alternativ befejezés:
0 P2 = 1+ s P4 = 1_ \/—Z

A o3 inverze az 72, kiterjeszthet6 az egész egységkarre.

991
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Alternativ befejezés:

93106

fO p1 = z + r "
2T 1o f Tz
A o3 inverze az 72, kiterjeszthet6 az egész egységkorre. A

h:@;1 o<p2_1 og03_1 o<pZ1 o<p5_1
egy holomorf D — D flggvény, de nem injektiv.
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Alternativ befejezés:

2. 70@

S VT
2T 1o f Tz
A o3 inverze az 72, kiterjeszthet6 az egész egységkorre. A

h:@;1 o<p2_1 og03_1 o<pZ1 o<p5_1
egy holomorf D — D flggvény, de nem injektiv.
A Schwarz-lemma miatt |/ (0)| < 1
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Alternativ befejezés:

%‘2:7;4’7’ 993:\/2 ou = «*\/T_‘ s = —€2
1+7rz 1—rz
A o3 inverze az 72, kiterjeszthet6 az egész egységkorre. A

h:@;1 o<p2_1 og03_1 o<pZ1 o<p5_1
egy holomorf D — D flggvény, de nem injektiv.
A Schwarz-lemma miatt |7/ (0)| < 1, tehat
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Alternativ befejezés:

%‘2:7;4’7’ 993:\/2 ou = «*\/T_‘ s = —€2
1+7rz 1—rz
A o3 inverze az 72, kiterjeszthet6 az egész egységkorre. A

h:@;1 o<p2_1 og03_1 o<pZ1 o<p5_1
egy holomorf D — D flggvény, de nem injektiv.
A Schwarz-lemma miatt |7/ (0)| < 1, tehat

f(20)

1 (0) =M

>

, M
19'(20)] = v
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Alternativ befejezés:

¢2:Z+’f‘ 993:\/2 ou = «*\/T_‘ s = —€2
1+7rz 1—rz
A o3 inverze az 72, kiterjeszthet6 az egész egységkorre. A

h:@;1 o<p2_1 og03_1 o<pZ1 o<p5_1
egy holomorf D — D flggvény, de nem injektiv.
A Schwarz-lemma miatt |7/ (0)| < 1, tehat

Kész J
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20. A tiikrozési elv J
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Caratheodory-tétel

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszeri zart gorbe belseje), és f : Dy — D, konform
megfeleltetés kozottilk, akkor f kiterjesztheté Dy — D, homeomorfizmussa.
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Caratheodory-tétel

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszer( zart gbrbe belseje), és f : D; — D, konform
megfeleltetés kozottilk, akkor f kiterjesztheté Dy — D, homeomorfizmussa.

A\

Példa

Konform megfeleltetés helyett diffeomorfizmussal nem igaz, pl.

f:D—D, f(re”) = re’“'ﬁ

A\
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Caratheodory-tétel

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszer( zart gérbe belseje), és f : Dy — D, konform
megfeleltetés kdzottlk, akkor f kiterjeszthetd Dy — D>, homeomorfizmussa.

A\

Példa

Konform megfeleltetés helyett diffeomorfizmussal nem igaz, pl.

f:DoD, f(rel)=re"t=7

A\

Kovetkezmény

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszeri zart gorbe belseje), akkor a D; — D, konform
megfeleltetéseket egyértelmiien meghatarozza

vy
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Caratheodory-tétel

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszer( zart gérbe belseje), és f : Dy — D, konform
megfeleltetés kdzottlk, akkor f kiterjeszthetd Dy — D>, homeomorfizmussa.

A\

Példa

Konform megfeleltetés helyett diffeomorfizmussal nem igaz, pl.

f:DoD, f(rel)=re"t=7

A\

Kovetkezmény

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszeri zart gorbe belseje), akkor a D; — D, konform
megfeleltetéseket egyértelmiien meghatarozza

@ Harom hatarpont képe (azonos koriljarassal);

vy

20. A tukrozési elv Komplex Fliggvénytan, 19-20. el6adas 2020. nov. 23. 17/26



Caratheodory-tétel

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszer( zart gérbe belseje), és f : Dy — D, konform
megfeleltetés kdzottlk, akkor f kiterjeszthetd Dy — D>, homeomorfizmussa.

A\

Példa

Konform megfeleltetés helyett diffeomorfizmussal nem igaz, pl.

f:DoD, f(rel)=re"t=7

A\

Kovetkezmény

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszeri zart gorbe belseje), akkor a D; — D, konform
megfeleltetéseket egyértelmiien meghatarozza

@ Harom hatarpont képe (azonos koriljarassal);
@ Egy bels pont és egy hatarpont képe;

vy
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Caratheodory-tétel

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszer( zart gérbe belseje), és f : Dy — D, konform
megfeleltetés kdzottlk, akkor f kiterjeszthetd Dy — D>, homeomorfizmussa.

Példa

Konform megfeleltetés helyett diffeomorfizmussal nem igaz, pl.

f:DoD, f(rel)=re"t=7

Kovetkezmény

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszeri zart gorbe belseje), akkor a D; — D, konform
megfeleltetéseket egyértelmiien meghatarozza

@ Harom hatarpont képe (azonos koriljarassal);
@ Egy bels pont és egy hatarpont képe;
@ Egy belsd pont képe, és ott a derivalt iranya.
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Kiterjesztések
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Kiterjesztések

@ Tobb egyszerll, zart gdrbével hatarolt tartomanyok

20. A tilkrozési elv Komplex Fiiggvénytan, 19-20. eldadas 2020. nov. 23. 18/26



Kiterjesztések
@ Tobb egyszerll, zart gdrbével hatarolt tartomanyok

@ Tobbszords hatarpontok
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Tiukrozési elv

Legyen D tartomany a felsd félsikban, amelynek a hatara tartalmazza az / intervallumot, és legyen

D’ a D tikorképe a valos tengelyre.

Tegytk fel, hogy f holomorf D-n, folytonos (D U /)-n, és I pontjaiban Im f = 0. Ekkor f holomorfan
kiterjeszthetd (folytathaté) a D; = (D U /U D’) tartomanyra ugy, hogy a D’ pontjaiban f(z) = f(Z).

D

1

D/

Ne—1 > e

e<«—| — o
Y

20. A tilkrozési elv
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> ol
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wl

-
Biz. Az | pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett fliggvény folytonos D;-en. Azt is
tudjuk, hogy holomorf D-n és D'-n.
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> ol

.
.
~
wl

-
Biz. Az | pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett fliggvény folytonos D;-en. Azt is

tudjuk, hogy holomorf D-n és D'-n.
Annak bizonyitasahoz, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellendrizni olyan D;-beli

haromszdgekre, amelyeknek van pontja /-n.
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> ol
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<

D

Biz. Az | pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett fliggvény folytonos D;-en. Azt is
tudjuk, hogy holomorf D-n és D'-n.
Annak bizonyitasahoz, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellendrizni olyan D;-beli

haromszdgekre, amelyeknek van pontja /-n.
Vagjuk el I-vel a haromszéget, és sziikitsiik a tartomanyt Ggy, hogy

a maradék is tartalmazza a haromszdglemezt, és f egyenletesen
folytonos legyen. A haromszdg két fele, P, és P_ egy-egy zart poligon

az DU I, illetve a D U I halmazban; elég azt igazolni, hogy mindkét ; ‘
poligonon 0 a vonalintegral. P+ + et
[="
P —ci

»
>
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> ol

D

Biz. Az | pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett fliggvény folytonos D;-en. Azt is

tudjuk, hogy holomorf D-n és D'-n.

Annak bizonyitasahoz, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellendrizni olyan D;-beli

haromszdgekre, amelyeknek van pontja /-n.

Vagjuk el I-vel a haromszéget, és sziikitsiik a tartomanyt Ggy, hogy
a maradék is tartalmazza a haromszdglemezt, és f egyenletesen
folytonos legyen. A haromszdg két fele, P, és P_ egy-egy zart poligon
az DU I, illetve a D U I halmazban; elég azt igazolni, hogy mindkét
poligonon 0 a vonalintegral.

Ha a P, poligont ei-vel eltoljuk a felsé tartomany belsejébe, akkor a
vonalintegral 0 lesz; az egyenletes folytonossag miatt
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Biz. Az | pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett fliggvény folytonos D;-en. Azt is

tudjuk, hogy holomorf D-n és D'-n.

Annak bizonyitasahoz, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellendrizni olyan D;-beli

haromszdgekre, amelyeknek van pontja /-n.

Vagjuk el I-vel a haromszéget, és sziikitsiik a tartomanyt Ggy, hogy
a maradék is tartalmazza a haromszdglemezt, és f egyenletesen
folytonos legyen. A haromszdg két fele, P, és P_ egy-egy zart poligon
az DU I, illetve a D U I halmazban; elég azt igazolni, hogy mindkét
poligonon 0 a vonalintegral.

Ha a P, poligont ei-vel eltoljuk a felsé tartomany belsejébe, akkor a
vonalintegral 0 lesz; az egyenletes folytonossag miatt

f(z)dz
Jp,
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Biz. Az | pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett fliggvény folytonos D;-en. Azt is

tudjuk, hogy holomorf D-n és D’-n

Annak bizonyitasahoz, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellendrizni olyan D;-beli

haromszdgekre, amelyeknek van pontja /-n.

Vagjuk el I-vel a haromszéget, és sziikitsiik a tartomanyt Ggy, hogy
a maradék is tartalmazza a haromszdglemezt, és f egyenletesen
folytonos legyen. A haromszdg két fele, P, és P_ egy-egy zart poligon
az DU I, illetve a D U I halmazban; elég azt igazolni, hogy mindkét
poligonon 0 a vonalintegral.

Ha a P, poligont ei-vel eltoljuk a felsé tartomany belsejébe, akkor a
vonalintegral 0 lesz; az egyenletes folytonossag miatt

f(z)dz = lim / f(z+ei)dz
JP, e—+0
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Biz. Az | pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett fliggvény folytonos D;-en. Azt is

tudjuk, hogy holomorf D-n és D’-n

Annak bizonyitasahoz, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellendrizni olyan D;-beli

haromszdgekre, amelyeknek van pontja /-n.

Vagjuk el I-vel a haromszéget, és sziikitsiik a tartomanyt Ggy, hogy
a maradék is tartalmazza a haromszdglemezt, és f egyenletesen
folytonos legyen. A haromszdg két fele, P, és P_ egy-egy zart poligon
az DU I, illetve a D U I halmazban; elég azt igazolni, hogy mindkét
poligonon 0 a vonalintegral.

Ha a P, poligont ei-vel eltoljuk a felsé tartomany belsejébe, akkor a
vonalintegral 0 lesz; az egyenletes folytonossag miatt

f(z)dz = lim fz+5/ dz = lim / f(z) dz
P, +ei

JP, e—+0 e—+0
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Biz. Az | pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett fliggvény folytonos D;-en. Azt is

tudjuk, hogy holomorf D-n és D’-n

Annak bizonyitasahoz, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellendrizni olyan D;-beli

haromszdgekre, amelyeknek van pontja /-n.

Vagjuk el I-vel a haromszéget, és sziikitsiik a tartomanyt Ggy, hogy
a maradék is tartalmazza a haromszdglemezt, és f egyenletesen
folytonos legyen. A haromszdg két fele, P, és P_ egy-egy zart poligon
az DU I, illetve a D U I halmazban; elég azt igazolni, hogy mindkét
poligonon 0 a vonalintegral.

Ha a P, poligont ei-vel eltoljuk a felsé tartomany belsejébe, akkor a
vonalintegral 0 lesz; az egyenletes folytonossag miatt

f(z)dz = lim fz+5/ dz = lim / f(z)dz=0
P, +ei

JP, e—+0 e—+0
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Biz. Az | pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett fliggvény folytonos D;-en. Azt is
tudjuk, hogy holomorf D-n és D’-n

Annak bizonyitdsahoz, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellendrizni olyan D;-beli
haromszdgekre, amelyeknek van pontja /-n.

Vagjuk el I-vel a haromszéget, és sziikitsiik a tartomanyt Ggy, hogy

a maradék is tartalmazza a haromszdglemezt, és f egyenletesen

folytonos legyen. A haromszdg két fele, P, és P_ egy-egy zart poligon

az DU I, illetve a D U I halmazban; elég azt igazolni, hogy mindkét v ‘
poligonon 0 a vonalintegral. P+ + et

Ha a P, poligont ei-vel eltoljuk a felsé tartomany belsejébe, akkor a

vonalintegral 0 lesz; az egyenletes folytonossag miatt QP
P —ci

f(z)dz = lim fz+5/ dz = lim / f(z)dz=0
P, +ei

JP, e—+0 e—+0

és ugyanigy [, f(z)dz=
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Akinek kalapacsa van...

Mire lehetne még tikrozni?
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Akinek kalapacsa van...

Mire lehetne még tikrozni?

@ Az | lehet egy masik egyenes tetszbleges szakasza
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Akinek kalapacsa van...
Mire lehetne még tikrozni?

@ Az | lehet egy masik egyenes tetszbleges szakasza
@ Az [ lehet egy koriv. (A k6zéppontba nem terjeszt ki)
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Akinek kalapacsa van...

Mire lehetne még tikrozni?

@ Az | lehet egy masik egyenes tetszbleges szakasza
@ Az [ lehet egy koriv. (A k6zéppontba nem terjeszt ki)
@ Az f flggvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy masik egyenes pontjai
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Akinek kalapacsa van...

Mire lehetne még tikrozni?

@ Az | lehet egy masik egyenes tetszbleges szakasza
@ Az [ lehet egy koriv. (A k6zéppontba nem terjeszt ki)
@ Az f flggvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy masik egyenes pontjai

@ Az f flggvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy kér pontjai, de a kbzéppont
képe oo lesz.
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kis Picard-tétel

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.
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kis Picard-tétel

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

Biz. Elég azt igazolni, hogy nincs olyan f egészfliggvény, ami nem veszi fel a 0, 1 értékeket.

o

C 00
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kis Picard-tétel

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

Biz. Elég azt igazolni, hogy nincs olyan f egészfliggvény, ami nem veszi fel a 0, 1 értékeket.
C © D

Vegyunk fel az egységkér (a kormodell) hataran harom pontot, és ezeket kdssik 6ssze, az
egségkorre merdleges korivekkel. Legyen ¢ az a konform megfeleltetés, amely a harom koriv

kozotti "végtelen” haromszdget megfelelteti a felsd félsiknak gy, hogy a harom csucs képe a 0, az

1 és a oo.
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kis Picard-tétel

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

Biz. Elég azt igazolni, hogy nincs olyan f egészfliggvény, ami nem veszi fel a 0, 1 értékeket.
C 00 D

Vegylnk fel az egységkér (a kdrmodell) hataran harom pontot, és ezeket kdssiik 6ssze, az
egségkorre merdleges korivekkel. Legyen ¢ az a konform megfeleltetés, amely a harom koriv
kozotti "végtelen” haromszdget megfelelteti a felsd félsiknak gy, hogy a harom csucs képe a 0, az
1 és a oo.

A haromszdget mindegyik oldalivére tikrozziik, és a ¢ fliggvényt kiterjesztjlik a tikdrképekre. Ezt
ismételjik Ujra meg Ujra; ilyen mddon az egész egységkort kicsempézzik a haromszog
tikorképeivel, és a ¢ fliggvényt kiterjesztjiik az egész egységkdrén holomorf fliggvénnyé.
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kis Picard-tétel

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

Biz. Elég azt igazolni, hogy nincs olyan f egészfliggvény, ami nem veszi fel a 0, 1 értékeket.
C 00 L

Vegylnk fel az egységkér (a kdrmodell) hataran harom pontot, és ezeket kdssiik 6ssze, az
egségkorre merdleges korivekkel. Legyen ¢ az a konform megfeleltetés, amely a harom koriv
kozotti "végtelen” haromszdget megfelelteti a felsd félsiknak gy, hogy a harom csucs képe a 0, az
1 és a oo.

A haromszdget mindegyik oldalivére tikrozziik, és a ¢ fliggvényt kiterjesztjlik a tikdrképekre. Ezt
ismételjik Ujra meg Ujra; ilyen mddon az egész egységkort kicsempézzik a haromszog
tikorképeivel, és a ¢ fliggvényt kiterjesztjiik az egész egységkdrén holomorf fliggvénnyé.
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kis Picard-tétel

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

Biz. Elég azt igazolni, hogy nincs olyan f egészfliggvény, ami nem veszi fel a 0, 1 értékeket.

Vegylnk fel az egységkér (a kdrmodell) hataran harom pontot, és ezeket kdssiik 6ssze, az
egségkorre merdleges korivekkel. Legyen ¢ az a konform megfeleltetés, amely a harom koriv
kozotti "végtelen” haromszdget megfelelteti a felsd félsiknak gy, hogy a harom csucs képe a 0, az
1 és a oo.

A haromszdget mindegyik oldalivére tikrozziik, és a ¢ fliggvényt kiterjesztjlik a tikdrképekre. Ezt
ismételjik Ujra meg Ujra; ilyen mddon az egész egységkort kicsempézzik a haromszog
tikorképeivel, és a ¢ fliggvényt kiterjesztjiik az egész egységkdrén holomorf fliggvénnyé.
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D,

Barmelyik két szomszédos haromszdget és a kozottlk futd korivet o megfeleltet egy olyan

tartomanynak, amely a két félsikbol és a (—o0,0), (0, 1) és (1, c0) intervallumok valamelyikébdl all.
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Barmelyik két szomszédos haromszdget és a kdzottik futd korivet o megfeleltet egy olyan
tartomanynak, amely a két félsikbdl és a (—oo,0), (0, 1) és (1, co) intervallumok valamelyikébdl all.

Jeléljiink ki egy zy pontot, amelyre f(z,) a felsé félsikban van, tehat ¢ szerinti egyik ésképe, a az
eredeti haromszogben van. Most barmely z pont esetén definialni fogunk egy F(z) pontot az
egységkorben ugy, hogy ¢(F(2)) = f(2).
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Legyen R = sup {r : 1étezik olyan F : B(zy, r) — D holomorf, amire F(zy) = a és ¢(F(2)) = f(z)}.
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Legyen R = sup {r : 1étezik olyan F : B(zy, r) — D holomorf, amire F(zy) = a és ¢(F(2)) = f(z)}.
A z, egy kdrnyezetében F = ¢~ ' megfeleld, tehat R > 0.
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Legyen R = sup {r : 1étezik olyan F : B(zy, r) — D holomorf, amire F(zy) = a és ¢(F(2)) = f(z)}.

A z, egy kdrnyezetében F = ¢~ ' megfeleld, tehat R > 0.
Az unicitastétel miatt az F(z) értelmes a B(z, R) korlapon.
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Legyen R = sup {r : 1étezik olyan F : B(zy, r) — D holomorf, amire F(zy) = a és ¢(F(2)) = f(z)}.

A z, egy kdrnyezetében F = ¢~ ' megfeleld, tehat R > 0.
Az unicitastétel miatt az F(z) értelmes a B(z, R) korlapon.
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Ha az R véges, és |w| = R, akkor van olyan B(w, r) kérlap, hogy f(B(w,r)) alila, z6ld és kék
szakaszok kozUl legfeljebb csak egyet metsz, az X szin(t.
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Legyen R = sup {r : 1étezik olyan F : B(zy, r) — D holomorf, amire F(zy) = a és ¢(F(2)) = f(z)}.
A z, egy kornyezetében F = ¢~ megfeleld, tehat R > 0.
Az unicitastétel miatt az F(z) értelmes a B(z, R) korlapon.

C 00

L»

Ha az R véges, és |w| = R, akkor van olyan B(w, r) kérlap, hogy f(B(w,r)) alila, z6ld és kék
szakaszok kozil legfeljebb csak egyet metsz, az X szin(it. Vegylnk egy b € B(zy, R) N B(w, r)
pontot; ennek képe F(w) az egyik haromszdgben van; ha hozzavesszik az X szin{i oldalat és az
mellette levd tikorkép haromszoget, a kettét egyltt o megfelelteti a két félsiknak és az X szinli
szakasznak.

Fw)
W o 1
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Legyen R = sup {r : 1étezik olyan F : B(zy, r) — D holomorf, amire F(zy) = a és ¢(F(2)) = f(z)}.

A z, egy kornyezetében F = ¢~ megfeleld, tehat R > 0.
Az unicitastétel miatt az F(z) értelmes a B(z, R) korlapon.

C 00

Fw)
W o 1

L»

Ha az R véges, és |w| = R, akkor van olyan B(w, r) kérlap, hogy f(B(w,r)) alila, z6ld és kék
szakaszok kozil legfeljebb csak egyet metsz, az X szin(it. Vegylnk egy b € B(zy, R) N B(w, r)
pontot; ennek képe F(w) az egyik haromszdgben van; ha hozzavesszik az X szin{i oldalat és az
mellette levd tikorkép haromszoget, a kettét egyltt o megfelelteti a két félsiknak és az X szinli
szakasznak. Ennek a lokalis ¢-nek az inverzével F folytathat6 a B(w, r) kérlapra:

F(z) = ¢7'(f(2)).
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Legyen R = sup {r : 1étezik olyan F : B(zy, r) — D holomorf, amire F(zy) = a és ¢(F(2)) = f(z)}.

A z, egy kornyezetében F = ¢~ megfeleld, tehat R > 0.
Az unicitastétel miatt az F(z) értelmes a B(z, R) korlapon.

C 00

Fw)
W o 1

L»

Ha az R véges, és |w| = R, akkor van olyan B(w, r) kérlap, hogy f(B(w,r)) alila, z6ld és kék
szakaszok kozil legfeljebb csak egyet metsz, az X szin(it. Vegylnk egy b € B(zy, R) N B(w, r)
pontot; ennek képe F(w) az egyik haromszdgben van; ha hozzavesszik az X szin{i oldalat és az
mellette levd tikorkép haromszoget, a kettét egyltt o megfelelteti a két félsiknak és az X szinli
szakasznak. Ennek a lokalis ¢-nek az inverzével F folytathat6 a B(w, r) kérlapra:

F(z) = ¢~ '(f(2)).

Ezt minden |w| = R esetén megtehetjik, de akkor az F folytathato egy R-nél nagyobb korre is.
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Legyen R = sup {r : 1étezik olyan F : B(zy, r) — D holomorf, amire F(zy) = a és ¢(F(2)) = f(z)}.

A z, egy kornyezetében F = ¢~ megfeleld, tehat R > 0.
Az unicitastétel miatt az F(z) értelmes a B(z, R) korlapon.

C 00

Fw)
W o 1

L»

Ha az R véges, és |w| = R, akkor van olyan B(w, r) kérlap, hogy f(B(w,r)) alila, z6ld és kék
szakaszok kozil legfeljebb csak egyet metsz, az X szin(it. Vegylnk egy b € B(zy, R) N B(w, r)
pontot; ennek képe F(w) az egyik haromszdgben van; ha hozzavesszik az X szin{i oldalat és az
mellette levd tikorkép haromszoget, a kettét egyltt o megfelelteti a két félsiknak és az X szinli
szakasznak. Ennek a lokalis ¢-nek az inverzével F folytathat6 a B(w, r) kérlapra:

F(z) = ¢~ '(f(2)).

Ezt minden |w| = R esetén megtehetjik, de akkor az F folytathato egy R-nél nagyobb korre is.
Ha viszont R = oo, akkor F korlatos egészfliggvény: konstans.
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Legyen R = sup {r : 1étezik olyan F : B(zy, r) — D holomorf, amire F(zy) = a és ¢(F(2)) = f(z)}.

A z, egy kornyezetében F = ¢~ megfeleld, tehat R > 0.
Az unicitastétel miatt az F(z) értelmes a B(z, R) korlapon.
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Ha az R véges, és |w| = R, akkor van olyan B(w, r) kérlap, hogy f(B(w,r)) alila, z6ld és kék
szakaszok kozil legfeljebb csak egyet metsz, az X szin(it. Vegylnk egy b € B(zy, R) N B(w, r)
pontot; ennek képe F(w) az egyik haromszdgben van; ha hozzavesszik az X szin{i oldalat és az
mellette levd tikorkép haromszoget, a kettét egyltt o megfelelteti a két félsiknak és az X szinli
szakasznak. Ennek a lokalis ¢-nek az inverzével F folytathat6 a B(w, r) kérlapra:

F(z) = ¢~ '(f(2)).

Ezt minden |w| = R esetén megtehetjik, de akkor az F folytathato egy R-nél nagyobb korre is.
Ha viszont R = oo, akkor F korlatos egészfliggvény: konstans. De akkor f = ¢ o F is konstans. i
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Ugy is mondhatjuk, hogy ha dsszekétjiik zo-t €s z-t egy v gdrbével, akkor ezt a gérbét a lokalis ¢~
flggvények segitségével az egységkdrbe képezhetjlk.
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Ugy is mondhatjuk, hogy ha dsszekétjiik zo-t €s z-t egy v gdrbével, akkor ezt a gérbét a lokalis ¢~
fliggvények segitségével az egységkorbe képezhetiik.

C (20)
fom
<0 ErunN
o [f
ol Jo

2z f(2)

Ugyanis ~y és v homotdp C-ben, emiatt f oy és f o v is homotdp a C\ {0, 1} halmazban.
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Ugy is mondhatjuk, hogy ha dsszekétjiik zo-t €s z-t egy v gdrbével, akkor ezt a gérbét a lokalis ¢~
fliggvények segitségével az egységkorbe képezhetiik.
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Ugyanis ~y és v1 homotdp C-ben, emiatt f oy és f o vy is homotép a C \ {0, 1} halmazban. Emiatt
f o~ és f oy ugyanabban a sorrendben metszi at az lila, zéld és kék szakaszokat, ez a
lila—z6ld—kék sorozat meghatarozza, hogy melyik csempében lesz a végpont.
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