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Tétel (A konform leképezések alaptétele; Riemann-alaptétel)

Legyen D 6= C egyszeresen összefüggő tartomány és z0 ∈ D. Ekkor létezik egy egyértelmű
f : D → D konform megfeleltetés, amelyre f (z0) = 0 és f ′(z0) pozitı́v valós.

Következmény

Bármely két, a teljes sı́któl különböző, egyszeresen összefüggő tartomány konform ekvivalens.

Megjegyzés

A tételben a kivétel a teljes sı́k. A teljes sı́k nem konform ekvivalens az egységkörrel, mert ha
f : C→ D holomorf, akkor a Liouville-tétel miatt csak konstans lehet.
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Az egyértelműség bizonyı́tása

Tegyük fel, hogy f (z) és g(z) olyan D :→ D konform megfeleltetések, amelyekre f (z0) = g(z0) = 0,
valamint f ′(z0) és g′(z0) is pozitı́v valós. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgáljuk a ϕ = f ◦ g−1 leképezést.

A ϕ konform automorfizmusa egységkörnek,
ϕ(0) = 0, és

ϕ′(0) = f ′(z0) ·
(
g−1

)′
(0) = f ′(z0) ·

1
g′(z0)

pozitı́v valós.

Ez egyértelműen meghatározza a ϕ konform automorfizmust: ϕ(w) = w , vagyis f = g.
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Ez egyértelműen meghatározza a ϕ konform automorfizmust: ϕ(w) = w , vagyis f = g.
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valamint f ′(z0) és g′(z0) is pozitı́v valós. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgáljuk a ϕ = f ◦ g−1 leképezést.
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valamint f ′(z0) és g′(z0) is pozitı́v valós. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgáljuk a ϕ = f ◦ g−1 leképezést.
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Az egyértelműség bizonyı́tása
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Az egyértelműség bizonyı́tása
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A fő ötlet

Legyen
F0 =

{
f : D→ D holomorf, f (0) = 0

}
.

A Schwarz-lemma szerint:
Bármely f ∈ F0 esetén |f ′(0)| ≤ 1.
Bármely f ∈ F0 akkor és csak akkor automorfizmusa az egységkörnek, ha |f ′(0)| = 1.

Tehát: f ∈ F0 akkor és csak akkor konform automorfizmus, ha |f ′(0)| maximális.

A Riemann-alaptétel bizonyı́tásához legyen

F =
{

f : D → D holomorf és injektı́v, f (z0) = 0, f ′(z0) pozitı́v valós
}
.

Olyan f0 ∈ F függvényt fogunk választani, amelyre f ′0(z0) maximális.
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Olyan f0 ∈ F függvényt fogunk választani, amelyre f ′0(z0) maximális.
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Segédtételek

A logaritmus- és a hatványfüggvények létezése

Ha D egyszeresen összefüggő, f : D → C holomorf és f 6= 0, akkor D-n létezik log f -nek és minden
α-ra fα-nak holomorf ága D-n.

Weierstrass-tétel
Ha g, f1, f2, . . . : D → C holomorfak és fn(z)→ g(z) lokálisan egyenletesen, akkor g is holomorf és
f ′n(z)→ g′(z) lokálisan egyenletesen.

Vitali–Motel tétel
Ha D ⊂ C tartomány, f1, f2, . . . : D → C holomorfak, és egyenletesen korlátosak, akkor
kiválasztható közülük lokálisan egyenletesen konvergens részsorozat.
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kiválasztható közülük lokálisan egyenletesen konvergens részsorozat.
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Hurwitz tétele
Tfh. g, f1, f2, . . . holomorf a D tartományon, fn → g lokálisan egyenletesen, a ∈ D és b = g(a).
Ekkor g vagy konstans, vagy az a bármilyen kis környezetében, elég nagy n-e az fn(z) függvény
felveszi a b értéket:

∀δ > 0 ∃n0 ∀n > n0 ∃w ∈ B(a, δ) ∩ D fn(w) = b.

Biz. Feltehető, hogy a = b = 0.
Legyen δ0 olyan sugár, hogy B(0, δ0) ⊂ D, és a 0 < |z| ≤ δ0 körlapon g 6= 0. Ha ilyen sugár nincs,
akkor g gyökei torlódnak a 0-ban, de akkor az unicitástétel miatt g konstans.
Tekintsünk egy tetszőleges 0 < δ < δ0-t, és legyen ε = min

|z|=δ

∣∣g(z)∣∣.
Az egyenletes konvergencia miatt van olyan n0, hogy minden n > n0-ra, a |z| = δ körvonalon∣∣g(z)− fn(z)

∣∣ < ε ≤
∣∣g(z)∣∣.

A Rouché-tétel miatt a |z| < δ körben a fn(z) függvénynek ugyanannyi gyöke van, mint a g(z)
függvénynek, vagyis legalább egy.
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Biz. Feltehető, hogy a = b = 0.
Legyen δ0 olyan sugár, hogy B(0, δ0) ⊂ D, és a 0 < |z| ≤ δ0 körlapon g 6= 0. Ha ilyen sugár nincs,
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∀δ > 0 ∃n0 ∀n > n0 ∃w ∈ B(a, δ) ∩ D fn(w) = b.
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függvénynek, vagyis legalább egy.
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Következmény

Injektı́v függvények lokálisan egyenletes limesze vagy konstans, vagy injektı́v: ha g, f1, f2, . . .
holomorf a D tartományon, mindegyik fn injektı́v és fn → g lokálisan egyenletesen, akkor g vagy
konstans, vagy injektı́v.

Biz. Tegyük fel, hogy g nem konstans, és nem is injektı́v.
Legyen a1,a2 ∈ D két különböző pont D-ben, amelyekre g(a1) = g(a2) = b.

Válasszunk olyan δ-t, amelyre a B(a1, δ) és B(a2, δ) diszjunktak, és részei D-nek.
A Hurwitz-tétel miatt vannak olyan n1 és n2 küszöbindexek, hogy n > n1 esetén b ∈ fn

(
B(a1, δ)

)
és

n > n2 esetén b ∈ fn
(
B(a2, δ)

)
.

Ha n > max(n1,n2), akkor fn(z) mindkét körlapon felveszi a b értéket; de ez ellentmond annak,
hogy fn injektı́v.
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A Riemann-alaptétel bizonyı́tása, 1. lépés

F =
{

f : D → D holomorf és injektı́v, f (z0) = 0, f ′(z0) pozitı́v valós
}

nem üres.

Biz. D 6= C, vagyis van olyan a komplex szám, amelyre a /∈ D. Legyen g(z) = log(z − a) a
logaritmus valamelyik holomorf ágával. Bármely számnak legfeljebb egy logaritmusát veszi fel g,
tehát g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2πi halmazban. Ez a halmaz nyı́lt; legyen B(b, r) egy
körlap a g(D) + 2πi halmazban; ekkor tehát |g(z)− b| ≥ r .

Ezek után legyen h(z) =
r

g(z)− b
; erre |h| ≤ 1. A h injektı́v, tehát a deriváltja nem nulla.

Legyen c = h(z0) és f (z) =
(
h(z)− c

)
· |h
′(z0)|

h′(z0)
· 1

3
. Erre a függvényre |f (z)| ≤

(
|h(z)|+ c

)
· 1

3 < 1,

f (z0) = 0 és f ′(z0) =
|h′(z0)|

3
, ami pozitı́v valós. Tehát, f ∈ F .
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logaritmus valamelyik holomorf ágával. Bármely számnak legfeljebb egy logaritmusát veszi fel g,
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logaritmus valamelyik holomorf ágával. Bármely számnak legfeljebb egy logaritmusát veszi fel g,
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nem üres.

Biz. D 6= C, vagyis van olyan a komplex szám, amelyre a /∈ D. Legyen g(z) = log(z − a) a
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Legyen c = h(z0) és f (z) =
(
h(z)− c

)

· |h
′(z0)|

h′(z0)
· 1

3
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tehát g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2πi halmazban. Ez a halmaz nyı́lt; legyen B(b, r) egy
körlap a g(D) + 2πi halmazban; ekkor tehát |g(z)− b| ≥ r .

Ezek után legyen h(z) =
r

g(z)− b
; erre |h| ≤ 1. A h injektı́v, tehát a deriváltja nem nulla.
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2. lépés

Legyen M = sup
{

f ′(0) : f ∈ F
}

. Ekkor

0 < M <∞.

Biz. Az F nemüres, van olyan f eleme, amelyre f ′(z0) > 0; ezért M ≥ f ′(z0) > 0.

Az z0 belső pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z0, r) ⊂ D.

Bármely f ∈ F esetén |f | < 1, ı́gy

f ′(z0) = |f ′(z0)| =
∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|z−z0|=r

f (z)
(z − z0)2 dz

∣∣∣∣ < 1
2π

1
r2 · 2πr =

1
r
,

ezért M ≤ 1
r

.
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ezért M ≤ 1
r

.
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Az z0 belső pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z0, r) ⊂ D.
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2. lépés

Legyen M = sup
{

f ′(0) : f ∈ F
}

. Ekkor

0 < M <∞.
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3. lépés

Van olyan f0 ∈ F , amelyre f ′0(z) = M.

Vagyis, M = max
{

f ′(0) : f ∈ F
}

.

Biz. A szuprémumhoz tarthatunk alulról, ı́gy biztosan vannak olyan f1, f2, . . . ∈ F függvények,
amelyekre f ′n(z0)↗ M.

Ezek a függvények az egységkörbe képeznek, ezért egyenletesen korlátosak. A Vitali–Montel tétel
szerint kiválasztható közülük egy lokálisan egyenletesen konvergens fn1 , fn2 . . . részsorozat. Ennek
limesze legyen f0.

A Weierstrass-tétel miatt f0 = lim
k→∞

fnk holomorf, és f ′nk
→ f ′0 lokálisan egyenletesen; speciálisan a

z0 pontban f ′0(z0) = lim f ′nk
(z0) = M.

Az f0 az fnk injektı́v függvények lokálisan egyenletes limesze, tehát f0 vagy konstans, vagy pedig
injektı́v. De az f0 nem lehet konstans, mert például f ′0(z0) = M > 0. Tehát f0 injektı́v.

Mivel |fn| < 1, az biztos, hogy |f0| = lim
k→∞

|fnk | ≤ 1; de mivel f0 nem konstans, a maximum-elv miatt

(vagy a nyı́lt leképezés tétele miatt) az is igaz, hogy |f0| < 1.

Ezek után f0 : D → D holomorf és injektı́v, és f ′0(z0) = M.
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amelyekre f ′n(z0)↗ M.
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Az f0 az fnk injektı́v függvények lokálisan egyenletes limesze, tehát f0 vagy konstans, vagy pedig
injektı́v. De az f0 nem lehet konstans, mert például f ′0(z0) = M > 0. Tehát f0 injektı́v.

Mivel |fn| < 1, az biztos, hogy |f0| = lim
k→∞

|fnk | ≤ 1;

de mivel f0 nem konstans, a maximum-elv miatt
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Az f0 az fnk injektı́v függvények lokálisan egyenletes limesze, tehát f0 vagy konstans, vagy pedig
injektı́v. De az f0 nem lehet konstans, mert például f ′0(z0) = M > 0. Tehát f0 injektı́v.
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4. (utolsó) lépés

f0 szürjektı́v: f0(D) = D.

Biz. Tegyük fel, hogy f0 nem szürjektı́v; van egy olyan a ∈ D érték, amit nem vesz fel.

Az a nem
lehet a 0, mert f0(z0) = 0. Írjuk a-t rε alakban, ahol 0 < r < 1 és ε egységnyi komplex szám.
Legyen g(z) a következő leképezéseknek a kompozı́ciója:

ϕ1(z) = −εz; ez az a-t a (−r) pontba forgatja.
ϕ2(z) = z+r

1+rz ; a D automorfizmusa, a (−r) képe a 0, a 0 képe az r .

ϕ3 a ϕ2(ϕ1(f0(D))) halmazon a
√

z-nek az a holomorf ága, amely r -et
√

r -be képezi. A
ϕ2(ϕ1(f0(D))) halmaz egyszeresen összefüggő, nyı́lt, nem tartalmazza a 0-t, ı́gy létezik rajta

√
z.

ϕ4(z) = z−
√

r
1−
√

rz ; a D automorfizmusa, a
√

r képe a 0.

ϕ5(z) = −εz; az első forgatás inverze.
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√
z.

ϕ4(z) = z−
√

r
1−
√

rz ; a D automorfizmusa, a
√
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r -be képezi. A
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r képe a 0.

ϕ5(z) = −εz; az első forgatás inverze.
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ϕ3 a ϕ2(ϕ1(f0(D))) halmazon a
√

z-nek az a holomorf ága, amely r -et
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r képe a 0.

ϕ5(z) = −εz; az első forgatás inverze.
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ϕ5(z) = −εz; az első forgatás inverze.
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Összeszorozva: g′(z0) = f ′0(z0) · ϕ′1(0) · ϕ′2(0) · ϕ′3(r) · ϕ′4(
√

r) · ϕ′5(0) = M · 1 + r
2
√

r
szintén pozitı́v

valós, tehát g ∈ F . A számtani-mértani miatt 1 + r > 2
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Összeszorozva: g′(z0) = f ′0(z0) · ϕ′1(0) · ϕ′2(0) · ϕ′3(r) · ϕ′4(
√

r) · ϕ′5(0) = M · 1 + r
2
√

r
szintén pozitı́v

valós, tehát g ∈ F . A számtani-mértani miatt 1 + r > 2
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√

r , de akkor g′(z0) > M.
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Alternatı́v befejezés:

A ϕ3 inverze az z2, kiterjeszthető az egész egységkörre. A

h = ϕ−1
1 ◦ ϕ

−1
2 ◦ ϕ

−1
3 ◦ ϕ

−1
4 ◦ ϕ

−1
5

egy holomorf D→ D függvény, de nem injektı́v.
A Schwarz-lemma miatt |h′(0)| < 1, tehát

|g′(z0)| =
∣∣∣∣ f ′0(z0)

h′(0)

∣∣∣∣ > M
1

= M.

Kész
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h = ϕ−1
1 ◦ ϕ

−1
2 ◦ ϕ

−1
3 ◦ ϕ

−1
4 ◦ ϕ

−1
5
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20. A tükrözési elv
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Caratheodory-tétel

Ha D1 és D2 Jordan-tartományok (egy-egy egyszerű zárt görbe belseje), és f : D1 → D2 konform
megfeleltetés közöttük, akkor f kiterjeszthető D1 → D2 homeomorfizmussá.

Példa

Konform megfeleltetés helyett diffeomorfizmussal nem igaz, pl.

f : D→ D, f (reit) = reit+ i
1−r2

Következmény

Ha D1 és D2 Jordan-tartományok (egy-egy egyszerű zárt görbe belseje), akkor a D1 → D2 konform
megfeleltetéseket egyértelműen meghatározza

Három határpont képe (azonos körüljárással);
Egy belső pont és egy határpont képe;
Egy belső pont képe, és ott a derivált iránya.
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Kiterjesztések

Több egyszerű, zárt görbével határolt tartományok

Többszörös határpontok
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Tükrözési elv
Legyen D tartomány a felső félsı́kban, amelynek a határa tartalmazza az I intervallumot, és legyen
D′ a D tükörképe a valós tengelyre.
Tegyük fel, hogy f holomorf D-n, folytonos (D ∪ I)-n, és I pontjaiban Im f = 0. Ekkor f holomorfan
kiterjeszthető (folytatható) a D1 = (D ∪ I ∪ D′) tartományra úgy, hogy a D′ pontjaiban f (z) = f (z).
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Biz. Az I pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, ı́gy a kiterjesztett függvény folytonos D1-en. Azt is
tudjuk, hogy holomorf D-n és D′-n.

Annak bizonyı́tásához, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellenőrizni olyan D1-beli
háromszögekre, amelyeknek van pontja I-n.
Vágjuk el I-vel a háromszöget, és szűkı́tsük a tartományt úgy, hogy
a maradék is tartalmazza a háromszöglemezt, és f egyenletesen
folytonos legyen. A háromszög két fele, P+ és P− egy-egy zárt poligon
az D ∪ I, illetve a D ∪ I halmazban; elég azt igazolni, hogy mindkét
poligonon 0 a vonalintegrál.
Ha a P+ poligont εi-vel eltoljuk a felső tartomány belsejébe, akkor a
vonalintegrál 0 lesz; az egyenletes folytonosság miatt∫

P+

f (z) dz = lim
ε→+0

∫
P+

f (z + εi) dz = lim
ε→+0

∫
P++εi

f (z) dz = 0

és ugyanı́gy
∫

P−
f (z) dz = 0.
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20. A tükrözési elv Komplex Függvénytan, 19–20. előadás 2020. nov. 23. 20 / 26
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az D ∪ I, illetve a D ∪ I halmazban; elég azt igazolni, hogy mindkét
poligonon 0 a vonalintegrál.
Ha a P+ poligont εi-vel eltoljuk a felső tartomány belsejébe, akkor a
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az D ∪ I, illetve a D ∪ I halmazban; elég azt igazolni, hogy mindkét
poligonon 0 a vonalintegrál.
Ha a P+ poligont εi-vel eltoljuk a felső tartomány belsejébe, akkor a
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Akinek kalapácsa van...

Mire lehetne még tükrözni?

Az I lehet egy másik egyenes tetszőleges szakasza
Az I lehet egy körı́v. (A középpontba nem terjeszt ki)
Az f függvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy másik egyenes pontjai
Az f függvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy kör pontjai, de a középpont
képe∞ lesz.
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Az f függvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy másik egyenes pontjai
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kis Picard-tétel
Ha egy egészfüggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

Biz. Elég azt igazolni, hogy nincs olyan f egészfüggvény, ami nem veszi fel a 0,1 értékeket.

Vegyünk fel az egységkör (a körmodell) határán három pontot, és ezeket kössük össze, az
egségkörre merőleges körı́vekkel. Legyen ϕ az a konform megfeleltetés, amely a három körı́v
közötti ”végtelen” háromszöget megfelelteti a felső félsı́knak úgy, hogy a három csúcs képe a 0, az
1 és a∞.
A háromszöget mindegyik oldalı́vére tükrözzük, és a ϕ függvényt kiterjesztjük a tükörképekre. Ezt
ismételjük újra meg újra; ilyen módon az egész egységkört kicsempézzük a háromszög
tükörképeivel, és a ϕ függvényt kiterjesztjük az egész egységkörön holomorf függvénnyé.
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Bármelyik két szomszédos háromszöget és a közöttük futó körı́vet ϕ megfeleltet egy olyan
tartománynak, amely a két félsı́kból és a (−∞,0), (0,1) és (1,∞) intervallumok valamelyikéből áll.

Jelöljünk ki egy z0 pontot, amelyre f (z0) a felső félsı́kban van, tehát ϕ szerinti egyik ősképe, a az
eredeti háromszögben van. Most bármely z pont esetén definiálni fogunk egy F (z) pontot az
egységkörben úgy, hogy ϕ(F (z)) = f (z).
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Legyen R = sup
{

r : létezik olyan F : B(z0, r)→ D holomorf, amire F (z0) = a és ϕ(F (z)) = f (z)
}

.

A z0 egy környezetében F = ϕ−1 megfelelő, tehát R > 0.
Az unicitástétel miatt az F (z) értelmes a B(z0,R) körlapon.

Ha az R véges, és |w | = R, akkor van olyan B(w , r) körlap, hogy f (B(w , r)) a lila, zöld és kék
szakaszok közül legfeljebb csak egyet metsz, az X szı́nűt. Vegyünk egy b ∈ B(z0,R) ∩ B(w , r)
pontot; ennek képe F (w) az egyik háromszögben van; ha hozzávesszük az X szı́nű oldalát és az
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szakaszok közül legfeljebb csak egyet metsz, az X szı́nűt. Vegyünk egy b ∈ B(z0,R) ∩ B(w , r)
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F (z) = ϕ−1(f (z)).
Ezt minden |w | = R esetén megtehetjük, de akkor az F folytatható egy R-nél nagyobb körre is.
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20. A tükrözési elv Komplex Függvénytan, 19–20. előadás 2020. nov. 23. 24 / 26



Legyen R = sup
{
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Ha az R véges, és |w | = R, akkor van olyan B(w , r) körlap, hogy f (B(w , r)) a lila, zöld és kék
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Úgy is mondhatjuk, hogy ha összekötjük z0-t és z-t egy γ görbével, akkor ezt a görbét a lokális ϕ−1

függvények segı́tségével az egységkörbe képezhetjük.

Ha egy másik, γ1 görbével kötjük össze z0-t és z-t, akkor ugyanezt az F (z) értéket kapjuk.
Ugyanis γ és γ1 homotóp C-ben, emiatt f ◦ γ és f ◦ γ1 is homotóp a C \ {0,1} halmazban. Emiatt
f ◦ γ és f ◦ γ1 ugyanabban a sorrendben metszi át az lila, zöld és kék szakaszokat, ez a
lila–zöld–kék sorozat meghatározza, hogy melyik csempében lesz a végpont.
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