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Definicio

@ Legyen D C R" 6sszefliggd, nyilt, és u: D — R. Az f fliggvény harmonikus, ha kétszer
differencialhato, és teljesil ra a Laplace-egyenlet:
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Definicio

@ Legyen D C R" 6sszefliggd, nyilt, és u: D — R. Az f fliggvény harmonikus, ha kétszer
differencialhato, és teljesil ra a Laplace-egyenlet:
_ Pu | Pu %u
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Au =0.

@ Két valtozoban: D c R? 6sszefiiggd, nyilt. Az f: D — R fliggvény harmonikus, ha kétszer
differencialhatd, és
0?u  0%u
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@ Szeretjiik a R? sikot a komplex szamsikkal azonositani, és erre j6 okunk van.
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Barmely D c R" tartomanyra a harmonikus D — R fliggvények vektorteret alkotnak.
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@ Két valtozoban: D c R? 6sszefiiggd, nyilt. Az f: D — R fliggvény harmonikus, ha kétszer
differencialhatd, és

Fu, Pu_

ox2 " oy2

@ Szeretjiik a R? sikot a komplex szamsikkal azonositani, és erre j6 okunk van.

Barmely D c R" tartomanyra a harmonikus D — R fliggvények vektorteret alkotnak.

Most csak a kétvaltozds harmonikus fliggvényekkel fogunk jatszani.
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Legyen D C C egyszeresen 0sszefliggd tartomany, u : D — R. Az u akkor és csak akkor
harmonikus, ha egy holomorf fliggvény valos része, vagyis van olyan f : D — C holomorf fliggvény,
amelyre u = Ref.
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Tétel

Legyen D C C egyszeresen 0sszefliggd tartomany, u : D — R. Az u akkor és csak akkor
harmonikus, ha egy holomorf fliggvény valos része, vagyis van olyan f : D — C holomorf fliggvény,
amelyre u = Ref.

| A

Kovetkezmény

Legyen D c C tartomany, u : D — R. Az u akkor és csak akkor harmonikus, ha D minden
pontjanak van olyan kdrnyezete, ahol u egy holomorf fliggvény valds része.
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Legyen D C C egyszeresen 0sszefliggd tartomany, u : D — R. Az u akkor és csak akkor
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Kovetkezmény

Legyen D c C tartomany, u : D — R. Az u akkor és csak akkor harmonikus, ha D minden
pontjanak van olyan kdrnyezete, ahol u egy holomorf fliggvény valds része.

Biz. (a) allitas: Ha u egy holomorf fliggvény valos része, akkor harmonikus:
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:

Emlékeztetoll, ha f = u+iv és f = U + iV, akkor
_Ou _ v
S ox oy’
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:

Emlékeztetoll, ha f = u+iv és f = U + iV, akkor
_ou_ v, ou_ov
S ox oy’ oy ox’
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:

Emlékeztetoll, ha f = u+iv és f = U + iV, akkor
_ou_ v, ou_ov
S ox oy’ oy ox’

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0

Uza—xu,
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U= u és g=U+iV.

21. Harmonikus fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30.

6/27



Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:

Emlékeztetoll, ha f = u+iv és f = U + iV, akkor
_ou_ v, ou_ov
S ox oy’ oy ox’

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:

EU—E ﬁu —g 7£U
ox  0x\ox ) Oy dy

U:

u és g=U+iV.

21. Harmonikus fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30.

6/27



Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:

Emlékeztetoll, ha f = u+iv és f = U + iV, akkor
_ou_ v, ou_ov
S ox oy’ oy ox’

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:

Dy 9 (O N_9(_92, -9y
ox  0x\ox ) Oy dy ) oy’

U:

u és g=U+iV.

21. Harmonikus fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30.

6/27



Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:

Emlékeztetoll, ha f = u+iv és f = U + iV, akkor
_ou_ v, ou_ov
S ox oy’ oy ox’

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:

0 0 0 0 0 0 0
ax“—ax(ax“>—ay<ay“)—ayv’ ayY

U:

u és g=U+iV.

21. Harmonikus fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30.

6/27



Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:

Emlékeztetoll, ha f = u+iv és f = U + iV, akkor
_ou_ v, ou_ov
S ox oy’ oy ox’

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:

dy_9(o2)N_92(_92)\_9y 9y_92(2,
ox  0x\ox ) Oy dy ) oy’ dy ~ Oy \ox

U:

u és g=U+iV.

21. Harmonikus fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30.

6/27



Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:

Emlékeztetoll, ha f = u+iv és f = U + iV, akkor
_ou_ v, ou_ov
S ox oy’ oy ox’

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:

Oy_92(92N_9(_9 N9y 9dy_9(9N\__9(_2,
ox  0x\ox ) Oy dy ) oy’ dy ~  oy\ox )  0x oy

U:

u és g=U+iV.

21. Harmonikus fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30.

6/27



Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:
Emlékeztetdll, ha f = u+iv és f = U+ iV, akkor
ou ov ou ov
v Ox oy’ dy  Ox

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:
0 o (0 0 0 0 0 o (0 0 0
w0 - m(w) s ww(m) - w(a) -

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv fliggvénye, amelyre legalabb egy pontban f = u.

U:

u és g=U+iV.
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Emlékeztetdll, ha f = u+iv és f = U+ iV, akkor

ou ov ou ov
v Ox oy’ dy  Ox

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:
0 o (0 0 0 0 0 o (0 0 0
w0 - m(w) s ww(m) - w(a) -

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv fliggvénye, amelyre legalabb egy pontban f = u.
0

ox

U:

u és g=U+iV.

(Ref)
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:
Emlékeztetdll, ha f = u+iv és f = U+ iV, akkor
ou ov ou ov
v Ox oy’ dy  Ox

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:
0 o (0 0 0 0 0 o (0 0 0
w0 - m(w) s ww(m) - w(a) -

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv fliggvénye, amelyre legalabb egy pontban f = u.

U:

u és g=U+iV.

(,%(Ref) =Ref
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:
Emlékeztetdll, ha f = u+iv és f = U+ iV, akkor
ou ov ou ov
v Ox oy’ dy  Ox

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:
0 o (0 0 0 0 0 o (0 0 0
w0 - m(w) s ww(m) - w(a) -

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv fliggvénye, amelyre legalabb egy pontban f = u.

U:

u és g=U+iV.

0 g
aX(Ref) =Ref =U
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:
Emlékeztetdll, ha f = u+iv és f = U+ iV, akkor

ou ov ou ov
v Ox oy’ dy  Ox

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:
0 o (0 0 0 0 0 o (0 0 0
w0 - m(w) s ww(m) - w(a) -

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv fliggvénye, amelyre legalabb egy pontban f = u.

0 g g O
a(Ref)—Ref —U—axu7

U:

u és g=U+iV.
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:
Emlékeztetdll, ha f = u+iv és f = U+ iV, akkor

ou ov ou ov
v Ox oy’ dy  Ox

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:
0 o (0 0 0 0 0 o (0 0 0
w0 - m(w) s ww(m) - w(a) -

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv fliggvénye, amelyre legalabb egy pontban f = u.

0 g O 0
a(Ref)—Ref —U—axu7 ay

U:

u és g=U+iV.

(Ref)
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:
Emlékeztetdll, ha f = u+iv és f = U+ iV, akkor

ou ov ou ov
v Ox oy’ dy  Ox

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:
0 o (0 0 0 0 0 o (0 0 0
w0 - m(w) s ww(m) - w(a) -

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv fliggvénye, amelyre legalabb egy pontban f = u.

0 g O 0
a(Ref)—Ref —U—axu7 ay

U:

u és g=U+iV.

(Ref) = —%(Im f)
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:
Emlékeztetdll, ha f = u+iv és f = U+ iV, akkor

ou ov ou ov
v Ox oy’ dy  Ox

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:
0 o (0 0 0 0 0 o (0 0 0
w0 - m(w) s ww(m) - w(a) -

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv fliggvénye, amelyre legalabb egy pontban f = u.

N I N DR
a(Ref)—Ref—U—aXu7 ay(Ref)— 8X(Imf)_ Im f

U:

u és g=U+iV.
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:
Emlékeztetdll, ha f = u+iv és f = U+ iV, akkor

ou ov ou ov
v Ox oy’ dy  Ox

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen
0
au, V=-— ay

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:
0 o (0 0 0 0 0 o (0 0 0
w0 - m(w) s ww(m) - w(a) -

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv fliggvénye, amelyre legalabb egy pontban f = u.

0 , 0 0 0 , 0
—_— = = = — _ = ——— = — ——V—
X (Ref)=Ref =U ax ay (Ref) I (Im f) Imf = ay u,

U:

u és g=U+iV.
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Biz. (b) allitas: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliggvény valés része:
Emlékeztetdll, ha f = u+iv és f = U+ iV, akkor

Lou_ v, ou_ov
S ox oy’ oy ox’

El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen

3]
au, V__ﬁy

A g holomorf, mert differencialhaté, és teljesliinek a Cauchy—Riemann egyenletek:

Oy_92(92N_9(_9 N9y 9dy_9(9N\__9(_2,
ox  0x\ox ) Oy dy ) oy’ dy ~  oy\ox )  0x ay )

U:

u és g=U+iV.

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv fliggvénye, amelyre legalabb egy pontban f = u.

0 , 0 0 0 0
_— = = = — —_— = ——— :—I f/:—V:
aX(Re f=Ref =U ax ay(Re f) 8X(Im f) m ayu,
tehat Re f = u.
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Példak

Ezek mind harmonikus fliggvények:
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Példak
Ezek mind harmonikus fliggvények:
@ Minden linearis figgveény;
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Ezek mind harmonikus fliggvények:
@ Minden linearis figgveény;
@ argz = Im(log z) = Re(—i - log Z) (olyan halmazon, amely nem kerilli meg a 0-t;
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Ezek mind harmonikus fliggvények:
@ Minden linearis figgveény;
@ argz = Im(log z) = Re(—i - log Z) (olyan halmazon, amely nem kerilli meg a 0-t;
@ log|z| =Relog z.
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Ezek mind harmonikus fliggvények:
@ Minden linearis figgveény;
@ arg z = Im(log z) = Re(—i - log Z) (olyan halmazon, amely nem kertli meg a 0-t;
@ log|z| = Relog z. Ez a fliggvény az egész C \ {0} halmazon harmonikus, de nincs az egész
halmazon olyan holomorf f, aminek log |z| lenne a valos része.
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Ezek mind harmonikus fliggvények:
@ Minden linearis figgveény;
@ arg z = Im(log z) = Re(—i - log Z) (olyan halmazon, amely nem kertli meg a 0-t;
@ log|z| = Relog z. Ez a fliggvény az egész C \ {0} halmazon harmonikus, de nincs az egész
halmazon olyan holomorf f, aminek log |z| lenne a valos része.

@ Ha f holomorf, akkor Re f, Im f, log |f|, arg f is harmonikus.
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Kozépérték-tulajdonsag

Ha u harmonikus D-ben, akkor barmely B(c, r) kérlemezre

1 27 )
u(c) = E/o u(c+ re") dt.
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Kozépérték-tulajdonsag

Ha u harmonikus D-ben, akkor barmely B(c, r) kérlemezre

1 27 )
u(c) = E/o u(c+ re") dt.

Biz. A valds rész operacio felcserélhetd az integralassal.
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Kozépérték-tulajdonsag

Ha u harmonikus D-ben, akkor barmely B(c, r) kérlemezre

1 27 )
u(c) = E/o u(c+ re") dt.

Biz. A valds rész operacio felcserélhetd az integralassal. Ha u = Re f, akkor

u(e)
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Kozépérték-tulajdonsag

Ha u harmonikus D-ben, akkor barmely B(c, r) kérlemezre

1 27 )
u(c) = E/o u(c+ re") dt.

Biz. A valds rész operacio felcserélhetd az integralassal. Ha u = Re f, akkor

u(c) =Ref(c)
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Kozépérték-tulajdonsag

Ha u harmonikus D-ben, akkor barmely B(c, r) kérlemezre

1 27 )
u(c) = E/o u(c+ re") dt.

Biz. A valds rész operacio felcserélhetd az integralassal. Ha u = Re f, akkor

u(c) = Ref(c) = Re (2177 /027r f(c+re') dt)
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Kozépérték-tulajdonsag

Ha u harmonikus D-ben, akkor barmely B(c, r) kérlemezre

1 27 )
u(c) = E/o u(c+ re") dt.

Biz. A valds rész operacio felcserélhetd az integralassal. Ha u = Re f, akkor

u(c) =Ref(c) =Re (2177 /027r f(c+ reff) dt) - 217 /027T (Ref(c+re”)) dt
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Kozépérték-tulajdonsag

Ha u harmonikus D-ben, akkor barmely B(c, r) kérlemezre

1 27 )
u(c) = E/o u(c+ re") dt.

Biz. A valds rész operacio felcserélhetd az integralassal. Ha u = Re f, akkor
1 2m

_ _ 1 it _ e it _ 1 it
u(c) =Ref(c) =Re (277/0 f(c+re") dt) = Z/o (Ref(c+re )) dt = o~ ; u(c+re") dt.
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Kozépérték-tulajdonsag

Ha u harmonikus D-ben, akkor barmely B(c, r) kérlemezre

1 27 )
u(c) = E/o u(c+re") dt.

Biz. A valds rész operacio felcserélhetd az integralassal. Ha u = Re f, akkor

2m

_ _ 1 it L it _ 1 it
u(c) =Ref(c) =Re (277/0 f(c+re") dt) = Z/o (Ref(c+re )) dt = o~ ; u(c+re") dt.

Megforditas?

Ez a tulajdonsag énmagaban leirja a harmonikus fliggvényeket. (Késdbb.)
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Maximum- és minimumelv
Ha u harmonikus D-ben és nem konstans, akkor
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Maximum- és minimumelv
Ha u harmonikus D-ben és nem konstans, akkor
(a) u-nak nem létezik lokalis maximuma és minimuma.
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Maximum- és minimumelv

Ha u harmonikus D-ben és nem konstans, akkor

(a) u-nak nem létezik lokalis maximuma és minimuma.

(b1) Ha zy,2,... € D, limz, = w, és u(z,) — sup u vagy u(z,) — inf u, akkor w a D hataran van.
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Maximum- és minimumelv

Ha u harmonikus D-ben és nem konstans, akkor
(a) u-nak nem létezik lokalis maximuma és minimuma.
(b1) Ha zy,2,... € D, limz, = w, és u(z,) — sup u vagy u(z,) — inf u, akkor w a D hataran van.

(b2) Ha D korlatos, és u folytonos a D lezartjan, akkor u a maximumat és a minimumat csak a
hataron veszi fel.
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Maximum- és minimumelv

Ha u harmonikus D-ben és nem konstans, akkor
(a) u-nak nem létezik lokalis maximuma és minimuma.
(b1) Ha zy,2,... € D, limz, = w, és u(z,) — sup u vagy u(z,) — inf u, akkor w a D hataran van.

(b2) Ha D korlatos, és u folytonos a D lezartjan, akkor u a maximumat és a minimumat csak a
hataron veszi fel.

Biz. Legyen lokalisan u = Re f; alkalmazzuk a holomorf maximum-elvet az ef és az e~ '
figgveényekre:
| = e, e’ =e".
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.

Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1C;Laa§) flggvényre:
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.

Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1C;Laa§) flggvényre:
u(a) = U(0)
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.

Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1C;Laa§) flggvényre:
ua) = U0) = 5 [ Ul
2m Jig=1
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.

Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1CJ—::C> flggvényre:

B 1 1 (t+a
) =v0) =5 [ uouc =5 [ ({75 )

w
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.

Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1CJ—::C> flggvényre:

B 1 1 (+a _ 1 w—a
o) =u0) =5 [ vouc =g [ ({55 =5 [ umfor)

w
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.

Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1<J—::C> flggvényre:

B 1 1 (+a _ 1 w—a
o) =u0) =5 [ vouc =g [ ({55 =5 [ umfor)

w
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.

Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1<J—::C> flggvényre:

B 1 1 (+a _ 1 w—a
o) =u0) =5 [ vouc =g [ ({55 =5 [ umfor)

w
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.

Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1<J—::C> flggvényre:

_ 1 1 (+a _l w-—a
o) =u0) =5 [ voui= g [ ({5 )= g [ wwfert

w

w—a w—a\’ 1(1 —aw) — (w — a)(—a)
d1 —aw < > dw = (1 —aw)? w
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.

Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1<J—::C> flggvényre:

w

_ 1 1 (+a _l w-—a
o) =u0) =5 [ voui= g [ ({5 )= g [ wwfert

1-|a?

w—a w—a\’ 1(1 —aw) — (w — a)(—a)
d1—aw_< > dw = d

1—aw (1 —aw)?
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.

Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1<J—::C> flggvényre:

B 1 1 (+a _ 1 w—a
o) =u0) =5 [ vouc =g [ ({55 =5 [ umfor)

w

1-|a?

w—a w-a\ . 1(1-aw)— (w- a)(-a)
d1—aw_< > dw = (1 —aw)? d
Tehat
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.

Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1<J—::C> flggvényre:

B 1 1 (+a _ 1 w—a
o) =u0) =5 [ vouc =g [ ({55 =5 [ umfor)

w

1-|a?

w—a w—a\’ 1(1 —aw) — (w — a)(—a)
d1—aw_< > dw = d

1—aw (1 —aw)?
Tehat 4P
1 1-|a
u(a) = — u(w) - ———— |dw
@= 5 [, U0 [
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfeleldje harmonikus fliggvényekre?

Tegylik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoérdn, a € D rogzitett.
Ko6zépérték-tulajdonsag az U(¢) = u( 1<J—::C> flggvényre:

B 1 1 (+a _ 1 w—a
o) =u0) =5 [ vouc =g [ ({55 =5 [ umfor)

w

_ _ ! —aw) — _ _3 _1gl2
gwv-—a _(w-a)\ 1(1 —aw) — (w — a)(—a) dw — 1—|aq dw
1—aw 1—aw

(1 —aw)? (1 —aw)?

1 1—|al? 1 1—|a?
_1 A g = L . dw/.
u(a) = 5- /|W|_1u(w> T = 5 /w|_1 u(w) - 1w

(1—-aw|=ww—-aw|=|w-3| =|w-—a|)

Tehat
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1 1—1a]? 1 1—1a]?
u(a) = o /|w|—1U(W) T = 5 /W|_1“(W) gz
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1 1—1a]? 1 1—1a]?
u(a) = o /|w|—1U(W) T = 5 /W|_1“(W) gz

Legyen a = re’¢, w = .

21. Harmonikus fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30. 11/27



1 -~ laf 1 - laf
@)= g [ ) g = g [ ) [

—laf

Legyena=re¥, w=¢e". A —— _
9 - awf?

tort két fontos alakja:
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1 -~ laf 1 - laf
@)= g [ ) g = g [ ) [

—laf

Legyena=re¥, w=¢e". A —— _
9 - awf?

tort két fontos alakja:

1-]a® 1-|a
H-awP  |w—ap
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1 -~ laf 1 - laf
@)= g [ ) g = g [ ) [

—laf

Legyena=re¥, w=¢e". A —— _
9 - awf?

tort két fontos alakja:

1—1]a® 1-]a?® Re((w+a)(w-a))
H-aw)2 |w-a?  (w—a)(w-a)
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1 -~ laf 1 - laf
@)= g [ ) g = g [ ) [

Legyen a=re'*, w = e. A tort két fontos alakja:

[1 —aw|?

1-]a® _1-la? Re(w+aw-3)  (w+a)(w-3)
H—aw? w-a2 (w-aWw-a  (w-a)w-a)

21. Harmonikus fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30. 11/27



1 -~ laf 1 - laf
@)= g [ ) g = g [ ) [

: - aP .
Legyen a=re'*, w = ¢e'. A T awp tort két fontos alakja:
1—1af? 1—la? Re((w+a)(w-a)) (w+a)(w-2a) w+a
— = = — =R ———- =Re
[1—aw? |w-a]? (w—a)(w-a) (w—a)(w-2a) w-—a
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1 / — |af? 1 / 1—1a]?
ula) = — u(w ulw)  ——— |[dw|.
(a) 27 Jiwj=1 (w)- |1 1 —aw? ldw] = 2r w|=1 (w) |lw — al? ldw]
Legyen a=re'*, w = e. A A-la® tort két fontos alakja:
’ O —awl? '

1-]a® 1-|a?® Re((w+aWw-2a) _ (w+a)(w-a) RV t2
H-awP2 |w-a2  (w-aw-a  (w-aw-a  w-a
és
1-laf
[1 —aw|?
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_ 1 —la® 1 1-laf
@) =5 [ g = 5 w2
(w| lwl|

- - aP .
Legyen a=re'*, w = ¢e'. A T awp tort két fontos alakja:
1—1af? 1-]a?® Re((w+a)(w-a)) R (w+a)(w-2a) e ta
H-awP2 |w-a2  (w-aw-a  (w-aw-a  w-a
és
1—la® 1—1aP
[ —aw2 (1 -aw)(1 - aw)
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_ 1 —la® 1 1-laf
@) =5 [ g = 5 w2
(w| lwl|

2
Legyen a=re'*, w = e. A |1—le tort két fontos alakija:
1—1]a® 1-]a?® Re((w+a)(w-a)) R (w+a)(w-2a) e ta
H-awP2 |w-a2  (w-aw-a  (w-aw-a  w-a
és
1—la® 1—1aP _ 1-1aP

H—awl2 (1 -aw)(1-aw) 1-—(aw+ aw)+ |af?
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_ 1 —la® 1 1-laf
@) =5 [ g = 5 w2
(w| lwl|

2
Legyen a=re'*, w = e. A |1—le tort két fontos alakija:
1—1]a® 1-]a?® Re((w+a)(w-a)) R (w+a)(w-2a) e ta
H-awP2 |w-a2  (w-aw-a  (w-aw-a  w-a
és
1—la® 1—1a]? _ 1—1a]® 1—r?

H—aw2 (1-aw)(1—aw) 1-—(aw+aw)+l|a2 1 —2rcos(t—¢)+r2’
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_ 1 —la® 1 1-laf
@) =5 [ g = 5 w2
(w| lwl|

2
Legyen a=re'*, w = e. A |1—le tort két fontos alakija:
1—1]a® 1-]a?® Re((w+a)(w-a)) R (w+a)(w-2a) e ta
H-awP2 |w-a2  (w-aw-a  (w-aw-a  w-a
és
1—la® 1—1a]? _ 1—1a]® 1—r?

H—aw2 (1-aw)(1—aw) 1-—(aw+aw)+l|a2 1 —2rcos(t—¢)+r2’

Ezeket beirva:

u(a)
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_ 1 —la® 1 1-laf
@) =5 [ g = 5 w2
(w| lwl|

2
Legyen a=re'*, w = e. A |1—le tort két fontos alakija:
1—1]a® 1-]a?® Re((w+a)(w-a)) R (w+a)(w-2a) e ta
H-awP2 |w-a2  (w-aw-a  (w-aw-a  w-a
és
1—la® 1—1a]? _ 1—1a]® 1—r?

H—aw2 (1-aw)(1—aw) 1-—(aw+aw)+l|a2 1 —2rcos(t—¢)+r2’

Ezeket beirva:

1 2 e +a
u(a) = Z/t—o u(e") - <Re o a) dt
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1 — |af? 1 1—1a]?
w@) = o [ ) =5 [ w1
[w (wl

_ 2
Legyen a=re'*, w = e. A |1—le tort két fontos alakija:
1—1]a® 1-]a?® Re((w+a)(w-a)) R (w+a)(w-2a) e ta
H-awP2 |w-a2  (w-aw-a  (w-aw-a  w-a
és
1—la® 1—1a]? _ 1—1a]® 1—r?

H—aw]2 (1-aw)(1-aw) 1-(aw+aw)+|a2 1—2rcos(t—¢)+r2

Ezeket beirva:

1 2m i et +a 1 2m ) 1—r2
= — | Re = dt = — . d
u(a) 27 /t:O u(e’) < et — a) t 27 /,:o u(e’) 1 —2rcos(t — @) +r? t
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Poisson-formula

Ha u harmonikus a zart egységkoérdn, akkor minden z = re’¢ € D-re

27

u(z) = u(re') :/ u(e") - P(r,t— ) dt

t=0

ahol
1—r?

— 2rcosf + r?)

P(r,0) = (1 dt,
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Poisson-formula

Ha u harmonikus a zart egységkoérdn, akkor minden z = re’¢ € D-re

27

u(z) = u(re') :/ u(e") - P(r,t— ) dt

t=0

ahol
1—r?

— 2rcosf + r?)

P(r,0) = (1 dt,

ennek a neve Poisson-magfliggvény vagy Poisson-kernel.
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Poisson-formula
Ha u harmonikus a zart egységkéron, akkor minden z = re¥ € D-re

27

u(z) = u(re') :/ u(e") - P(r,t— ) dt

t=0

ahol
1—r?

— 2rcosf + r?)

P(r,0) = (1 dt,

ennek a neve Poisson-magfliggvény vagy Poisson-kernel.

A Poisson-magfiiggvény tulajdonsagai

P(r, t) folytonos, pozitiv, és ff:% P(r,t)dt = 1.
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Poisson-formula

Ha u harmonikus a zart egységkéron, akkor minden z = re¥ € D-re

27

u(z) = u(re') :/ u(e") - P(r,t— ) dt

t=0

ahol
P(r,0) = =0 dt
" 2r(1 —2rcosf +r2)

ennek a neve Poisson-magfliggvény vagy Poisson-kernel.

A Poisson-magfiiggvény tulajdonsagai

P(r, t) folytonos, pozitiv, és ff:% P(r,t)dt = 1.

Biz. Poisson-formula a konstans 1 fliggvényre.

21. Harmonikus fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30. 12/27



Poisson-formula
Ha u harmonikus a zart egységkéron, akkor minden z = re¥ € D-re

27

u(z) = u(re') :/ u(e") - P(r,t— ) dt

t=0

ahol
P(r,0) = =0 dt
" 2r(1 —2rcosf +r2)

ennek a neve Poisson-magfliggvény vagy Poisson-kernel.

A Poisson-magfiiggvény tulajdonsagai

P(r, t) folytonos, pozitiv, és ff:% P(r,t)dt = 1.

Biz. Poisson-formula a konstans 1 fliggvényre.

A kér minden belsé pontjaban u értéke a hataron felvett értékek sulyozott atlaga; a Poisson-mag
értékei a sulyok.
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Erdekesség

A Poisson-kernel masik alakjabol

u(z) = 217 /277 u(e - (Re G +Z> dt

=0 elt —Z

21. Harmonikus fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30. 13/27



Erdekesség

A Poisson-kernel masik alakjabol

17 e +z 1 % L etz
- .| Re = dt = Re [ — o = dr ).
u(2) 2ﬂ/{zou(e) ( ee,,_z> t e<27r/t_0u(e) i t)

21. Harmonikus fliggvények Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30. 13/27



Erdekesség

A Poisson-kernel masik alakjabol

1 2 o e+ z 1 (2 €tz
u(z) = 27T/ u(e )( _z>dt—Re<§/t_ou(e) o dt)

1 21 ) it
Az f(z) = > /r—o u(e™- z:t +z dt paraméteres integral holomorf; ennek a holomorf fliggvénynek

a valés része az u.
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|
N

Erdekesség
A Poisson-kernel masik alakjabol

1 2m lt eli +z 1 2m P elt+Z
u(z) = 27T/ u(e" - ( _Z>dtRe<27T/t_0u(e) s dt)

1 7 et ; , . L
Az f(z) = 27r/ u(e”)-%dt paraméteres integral holomorf; ennek a holomorf fliggvénynek

a valos része az u.

A valds rész helyett vehetjiik a képzetes részt is, igy felirhatjuk az u-hoz tartozé egyik v fliggvényt
is (az u harmonikus konjugaltjat); lehet parcialis derivaltakat venni stb.
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkorén, akkor Re f és Im f is harmonikus,
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében

f(z) = /:: f(e") - P(r,t — o) dt.
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében

f(z) = /i: f(e") - P(r,t — o) dt.

A Cauchy-formulat is felirhatnank ilyen alakban. Mivel a kérvonalon dw = iw |dw/|,
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében
2
f(z) = / f(e") - P(r,t — o) dt.
t

=0

A Cauchy-formulat is felirhatnank ilyen alakban. Mivel a kérvonalon dw = iw |dw/|,

f(z):%/ f(w) dw

w—2z
[w|=1
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében

f(z) = /i: f(e") - P(r,t — o) dt.

A Cauchy-formulat is felirhatnank ilyen alakban. Mivel a kérvonalon dw = iw |dw/|,

1 f(w) B w
f(z)_%/ Wzdw_/lw=1 W) 551

[w|=1
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében

f(z) = /i: f(e") - P(r,t — o) dt.

A Cauchy-formulat is felirhatnank ilyen alakban. Mivel a kérvonalon dw = iw |dw/|,

f(z):%/ Mf/(i")z dw:/lw=1 f(w)-Wumw :/W:1 f(w) - C(z, w)|dw].

[w|=1
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében

f(z) = /i: f(e") - P(r,t — o) dt.

A Cauchy-formulat is felirhatnank ilyen alakban. Mivel a kérvonalon dw = iw |dw/|,

f(z):%/ Mf/(i")z dw:/lw=1 f(W)-Wumw :/W:1 f(w) - C(z, w)|dw].

[w|=1

AC(z,w) = magfliggvény integralja is 1, de a fliggvény nem is valos.

w
27(w — 2)
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében

f(z) = /i: f(e") - P(r,t — o) dt.

A Cauchy-formulat is felirhatnank ilyen alakban. Mivel a kérvonalon dw = iw |dw/|,

f(z):%/ Vi(i")z dw:/lw=1 f(W)-Wumw :/W:1 f(w) - C(z, w)|dw].

[w|=1

AC(z,w) = magfliggvény integralja is 1, de a fliggvény nem is valos.

w
27(w — 2)

A Poisson-formulat a Cauchy-formulabdl is le lehetett volna vezetni:
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében

f(z) = /i: f(e") - P(r,t — o) dt.

A Cauchy-formulat is felirhatnank ilyen alakban. Mivel a kérvonalon dw = iw |dw/|,

f(z):%/ Vi(i")z dw:/lw=1 f(W)-Wumw :/W:1 f(w) - C(z, w)|dw].

[w|=1

AC(z,w) = magfliggvény integralja is 1, de a fliggvény nem is valos.

w
27(w — 2)

A Poisson-formulat a Cauchy-formulabdl is le lehetett volna vezetni:

f(z):i/mdw
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében

f(z) = /:: f(e") - P(r,t — o) dt.

A Cauchy-formulat is felirhatnank ilyen alakban. Mivel a kérvonalon dw = iw |dw/|,

f(z):%/ Vi(i")z dw:/lw=1 f(W)-WMLZ)Ww :/W:1 f(w) - C(z, w)|dw].

[w|=1

AC(z,w) = magfliggvény integralja is 1, de a fliggvény nem is valos.

w
27(w — 2)
A Poisson-formulat a Cauchy-formulabdl is le lehetett volna vezetni:

f(z):i./ Hw) dw—1./f(w)( 1,z )iw|dw|
2ni ) w—2Zz 2mi w—2z \1/—zw ——

|w|=1 |w|=1 e dw
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében

f(z) = /t27r f(e") - P(r,t — o) dt.

=0

A Cauchy-formulat is felirhatnank ilyen alakban. Mivel a kérvonalon dw = iw |dw/|,

f(z):%/ Vi(i")z dw:/lw=1 f(W)-WMLZ)Ww :/W:1 f(w) - C(z, w)|dw].

[w|=1

AC(z,w) = magfliggvény integralja is 1, de a fliggvény nem is valos.

w
27(w — 2)
A Poisson-formulat a Cauchy-formulabdl is le lehetett volna vezetni:

L R L

|w|=1 |w|=1

ww
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében

f(z) = /t27r f(e") - P(r,t — o) dt.

=0

A Cauchy-formulat is felirhatnank ilyen alakban. Mivel a kérvonalon dw = iw |dw/|,

f(z):%/ Vc(i")z dw:/lw=1 f(W)-WMLZ)Ww :/W:1 f(w) - C(z, w)|dw].

[w|=1

AC(z,w) = magfliggvény integralja is 1, de a fliggvény nem is valos.

w
27(w — 2)
A Poisson-formulat a Cauchy-formulabdl is le lehetett volna vezetni:

L R L

|w|=1 |w|=1

ww

A Poisson- és a Cauchy-formula k6z6tt a killénbség:
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkérén, akkor Re f é€s Im f is harmonikus, ezért a kér belsejében

f(z) = /t27r f(e") - P(r,t — o) dt.

=0

A Cauchy-formulat is felirhatnank ilyen alakban. Mivel a kérvonalon dw = iw |dw/|,

f(z):%/ Vc(i")z dw:/lw=1 f(W)-WMLZ)Ww :/W:1 f(w) - C(z, w)|dw].

[w|=1

AC(z,w) = magfliggvény integralja is 1, de a fliggvény nem is valos.

w
27(w — 2)
A Poisson-formulat a Cauchy-formulabdl is le lehetett volna vezetni:

L R L

|w|=1 |w|=1

ww

A Poisson- és a Cauchy-formula k6zoétt a kiildnbség: egy holomorf fliggvény.
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22. Dirichlet-feladat ]
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Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 9D — R flggveny. Terjesszik ki u-t olyan
D — R figgvénnyé, amely folytonos, és a tartomany belsejében harmonikus.

22. Dirichlet-feladat Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30. 17/27



Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 9D — R flggveny. Terjesszik ki u-t olyan
D — R figgvénnyé, amely folytonos, és a tartomany belsejében harmonikus.

A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelm{l megoldasa van. l
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Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 9D — R flggveny. Terjesszik ki u-t olyan
D — R figgvénnyé, amely folytonos, és a tartomany belsejében harmonikus.

A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelm{l megoldasa van. l

Elészor visszavezetjiik arra az esetre, ha D az egységkor.
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Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 9D — R flggveny. Terjesszik ki u-t olyan
D — R figgvénnyé, amely folytonos, és a tartomany belsejében harmonikus.

A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelm{l megoldasa van.

Elészor visszavezetjiik arra az esetre, ha D az egységkor.

a e

Legyen g : D — D konform megfeleltetés; a Caratheodory-tétel szerint ez folytonosan kiterjed a
hatarra.
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Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 9D — R fuggveny. Terjesszik ki u-t olyan
D — R figgvénnyé, amely folytonos, és a tartomany belsejében harmonikus.

A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelm{l megoldasa van.

Elészor visszavezetjiik arra az esetre, ha D az egységkor.

a e

Legyen g : D — D konform megfeleltetés; a Caratheodory-tétel szerint ez folytonosan kiterjed a
hatarra.

Az egységkdrvonalon legyen U(z) = u(g(z)). Barmely u : D — R akkor és csak akkor megoldasa
a Dirichlet-feladatnak, ha az u o g fliggvény megoldasa a Dirichlet-feladatnak az egységkérdon az U
fliggvénnyel:
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Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 9D — R fuggveny. Terjesszik ki u-t olyan
D — R figgvénnyé, amely folytonos, és a tartomany belsejében harmonikus.

A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelm{l megoldasa van.

Elészor visszavezetjiik arra az esetre, ha D az egységkor.

a e

Legyen g : D — D konform megfeleltetés; a Caratheodory-tétel szerint ez folytonosan kiterjed a
hatarra.

Az egységkdrvonalon legyen U(z) = u(g(z)). Barmely u : D — R akkor és csak akkor megoldasa
a Dirichlet-feladatnak, ha az u o g fliggvény megoldasa a Dirichlet-feladatnak az egységkérdon az U
fliggvénnyel:

u harmonikus D-n
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Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 9D — R fuggveny. Terjesszik ki u-t olyan
D — R figgvénnyé, amely folytonos, és a tartomany belsejében harmonikus.

A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelm{l megoldasa van.

Elészor visszavezetjiik arra az esetre, ha D az egységkor.

a e

Legyen g : D — D konform megfeleltetés; a Caratheodory-tétel szerint ez folytonosan kiterjed a
hatarra.

Az egységkdrvonalon legyen U(z) = u(g(z)). Barmely u : D — R akkor és csak akkor megoldasa
a Dirichlet-feladatnak, ha az u o g fliggvény megoldasa a Dirichlet-feladatnak az egységkérdon az U
fliggvénnyel:

uharmonikus D-n < u=Refegyfe O(D) figgvénnyel
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Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 9D — R fuggveny. Terjesszik ki u-t olyan
D — R figgvénnyé, amely folytonos, és a tartomany belsejében harmonikus.

A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelm{l megoldasa van.

Elészor visszavezetjiik arra az esetre, ha D az egységkor.

a e

Legyen g : D — D konform megfeleltetés; a Caratheodory-tétel szerint ez folytonosan kiterjed a
hatarra.

Az egységkdrvonalon legyen U(z) = u(g(z)). Barmely u : D — R akkor és csak akkor megoldasa
a Dirichlet-feladatnak, ha az u o g fliggvény megoldasa a Dirichlet-feladatnak az egységkérdon az U
fliggvénnyel:

uharmonikus D-n < u=Refegyfec O(D)figgvénnyel < U=Re(fog)egyfec O(D)
figgvénnyel
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Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 9D — R fuggvény. Terjesszik ki u-t olyan
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a e

Legyen g : D — D konform megfeleltetés; a Caratheodory-tétel szerint ez folytonosan kiterjed a
hatarra.

Az egységkdrvonalon legyen U(z) = u(g(z)). Barmely u : D — R akkor és csak akkor megoldasa
a Dirichlet-feladatnak, ha az u o g fliggvény megoldasa a Dirichlet-feladatnak az egységkérdon az U
fliggvénnyel:

uharmonikus D-n < u=Refegyfec O(D)figgvénnyel < U=Re(fog)egyfec O(D)
fuggvénnyel < U =ReF egy F € O(D) fuggvennyel
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Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 9D — R fuggvény. Terjesszik ki u-t olyan
D — R figgvénnyé, amely folytonos, és a tartomany belsejében harmonikus.
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Elészor visszavezetjiik arra az esetre, ha D az egységkor.

a e

Legyen g : D — D konform megfeleltetés; a Caratheodory-tétel szerint ez folytonosan kiterjed a
hatarra.

Az egységkdrvonalon legyen U(z) = u(g(z)). Barmely u : D — R akkor és csak akkor megoldasa
a Dirichlet-feladatnak, ha az u o g fliggvény megoldasa a Dirichlet-feladatnak az egységkérdon az U
fliggvénnyel:

uharmonikus D-n < u=Refegyfec O(D)figgvénnyel < U=Re(fog)egyfec O(D)
fuggvénnyel < U =ReF egy F € O(D) fuggvénnyel < U harmonikus D-n
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Tétel (a Dirichlet-feladat megoldasa az egységkorlapon)

Legyen u: {|z| = 1} — R folytonos. Az u egyetlen folytonos kiterjesztése a zart kdrlapra, amely a
kor belsejében harmonikus:

27
/ u(e")-P(r,t—¢)dt har<1;
t

u(e) har=1.
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Tétel (a Dirichlet-feladat megoldasa az egységkorlapon)

Legyen u: {|z| = 1} — R folytonos. Az u egyetlen folytonos kiterjesztése a zart kdrlapra, amely a
kor belsejében harmonikus:

27
/ u(e")-P(r,t—¢)dt har<1;
t

u(e) har=1.

Biz. Ezeket kell ellen6riznlink:
(1) U harmonikus a kér belsejében;
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Tétel (a Dirichlet-feladat megoldasa az egységkorlapon)

Legyen u: {|z| = 1} — R folytonos. Az u egyetlen folytonos kiterjesztése a zart kdrlapra, amely a
kor belsejében harmonikus:

27
/ u(e")-P(r,t—¢)dt har<1;
t

u(e) har=1.

Biz. Ezeket kell ellendrizniink:
(1) U harmonikus a kér belsejében;
(2) U folytonos a hataron;
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Tétel (a Dirichlet-feladat megoldasa az egységkorlapon)

Legyen u: {|z| = 1} — R folytonos. Az u egyetlen folytonos kiterjesztése a zart kdrlapra, amely a
kor belsejében harmonikus:

27
/ u(e")-P(r,t—¢)dt har<1;
t

u(e) har=1.

Biz. Ezeket kell ellendrizniink:

(1) U harmonikus a kér belsejében;

(2) U folytonos a hataron;

(3) Ha U, is megoldasa a feladatnak, akkor U = U;.
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1. allitas: U(z) harmonikus a kor belsejében.
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1. allitas: U(z) harmonikus a kor belsejében.

Ahogy mar lattuk, z = e/* esetén

U(z) = /:: u(e")-P(r, t—p) dt
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1. allitas: U(z) harmonikus a kor belsejében.

Ahogy mar lattuk, z = e/* esetén

U(z) = /tzw u(e")-P(r, t—y) dt = 217 /tzw u(e)- (Re e+ z) dt

—0 -0 el[_z
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1. allitas: U(z) harmonikus a kor belsejében.

Ahogy mar lattuk, z = e/* esetén

2 2m it 2m it
. 1 - e'+z 1 i € +2Z
- . P(r, t— = 1. Re — =R —/ .= .
U(z) /t:O u(e")-P(r,t—y) dt o /t:O u(e") ( e o —z) dt = Re (27r o u(e") - dt
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1. allitas: U(z) harmonikus a kor belsejében.

Ahogy mar lattuk, z = e/* esetén
2

2m it 2m it

. 1 - e+ 2z 1 it € +2Z
= it P - = — it . R P = R 7/ it N P .
U(z2) /t:O u(e")-P(r,t—yp) dt 27 ) u(e") ( e e”—z) dt =Re (27r _ u(e") - dt

27 ) it
Az F(z) = 1 u(e") - € 17 g holomorf, és U = Re F.
o =0 it
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2. allitas: U(z) folytonos a hataron.
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2. allitas: U(z) folytonos a hataron.

Elég az 1-beli folytonossagot igazolni.
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2. allitas: U(z) folytonos a hataron.
Elég az 1-beli folytonossagot igazolni.

A feltétel szerint a hataron U folytonos; azt kell igazolni, hogy

lim U(2) = u(1).
|z] <1
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2. allitas: U(z) folytonos a hataron.
Elég az 1-beli folytonossagot igazolni.

A feltétel szerint a hataron U folytonos; azt kell igazolni, hogy

lim U(2) = u(1).
|z] <1

Legyen ¢ > 0 adott; ehhez kereslink § — .
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2. allitas: U(z) folytonos a hataron.

it

Elég az 1-beli folytonossagot igazolni. ¢

A feltétel szerint a hataron U folytonos; azt kell igazolni, hogy n
lim U(z) = u(1). ‘
A 7

Legyen ¢ > 0 adott; ehhez kereslink § — . n

Legyen K = max |u(e")|. Van egy olyan 0 < n < m, hogy |t| < 7
esetén |u(e") — u(1)| < e/2.
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2. allitas: U(z) folytonos a hataron.

Elég az 1-beli folytonossagot igazolni. ¢

A feltétel szerint a hataron U folytonos; azt kell igazolni, hogy 77
lim U(z) = u(1). ‘
A 7

Legyen ¢ > 0 adott; ehhez kereslink § — . n

Legyen K = max |u(e")|. Van egy olyan 0 < n < m, hogy |t| < 7
esetén |u(e") — u(1)| < e/2.
A 6 most még titok, de biztos, hogy 0 < 7. Haz e Dn B(1,9).
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2. allitas: U(z) folytonos a hataron.

Elég az 1-beli folytonossagot igazolni. ¢

A feltétel szerint a hataron U folytonos; azt kell igazolni, hogy 77
lim U(z) = u(1). ‘
A 7

Legyen ¢ > 0 adott; ehhez kereslink § — . n

Legyen K = max |u(e")|. Van egy olyan 0 < n < m, hogy |t| < 7
esetén |u(e") — u(1)| < e/2.
A 6 most még titok, de biztos, hogy 0 < 7. Haz e Dn B(1,9).

|U(2) — u(1)|
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2. allitas: U(z) folytonos a hataron.

Elég az 1-beli folytonossagot igazolni. ¢
A feltétel szerint a hataron U folytonos; azt kell igazolni, hogy 77

lim U(z) = u(1). ‘

A 7
Legyen ¢ > 0 adott; ehhez keresiink § — t. n
Legyen K = max |u(e)|. Van egy olyan 0 < n < 7, hogy |t| < 7
esetén |u(e") — u(1)| < e/2.
A 6 most még titok, de biztos, hogy 0 < 7. Haz e Dn B(1,9).

1w 112 1 e 1- 122
|U(z) — u(1)| = Z/t:o u(e") - Eer = u(1) - EREST dt‘

22. Dirichlet-feladat Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30. 20/27



2. allitas: U(z) folytonos a hataron.

Elég az 1-beli folytonossagot igazolni. ¢
A feltétel szerint a hataron U folytonos; azt kell igazolni, hogy 77
lim U(z) = u(1). ‘
A 7
Legyen ¢ > 0 adott; ehhez keresiink § — t. n
Legyen K = max |u(e)|. Van egy olyan 0 < n < 7, hogy |t| < 7
esetén |u(e") — u(1)| < e/2.
A 6 most még titok, de biztos, hogy 0 < 7. Haz e Dn B(1,9).
1w 112 1 e 1- 122
|U(z) — u(1)| = Z/t:o u(e") - Eer = u(1) - EREST dt‘
12 11—z
< ity _ SR el B
<o /f:o u(e) — u(1) o dt
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2. allitas: U(z) folytonos a hataron.

Elég az 1-beli folytonossagot igazolni. ¢
A feltétel szerint a hataron U folytonos; azt kell igazolni, hogy 77
lim U(z) = u(1). ‘
A 7
Legyen ¢ > 0 adott; ehhez keresiink § — t. n
Legyen K = max |u(e)|. Van egy olyan 0 < n < 7, hogy |t| < 7
esetén |u(e") — u(1)| < e/2.
A 6 most még titok, de biztos, hogy 0 < 7. Haz e Dn B(1,9).
1w 112 1 e 1- 122
|U(z) — u(1)| = Z/t:o u(e") - Eer = u(1) - EREST dt‘
12 11—z
< ity _ SR el B
<5 | |uteh u(1)‘ o

Az integralt mashogy becslljik a 0-hoz kdzel és tavol.
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1 27 ;
U@ - )| < 5= [ [uet - u)]- 5

Az
o= 22 dt
Az 1-hez kbzel, vagyisha 0 <t <nvagy2r —n <t < 2r
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|U(2) — u(1)| < 1/27T u(e") — u(1) ~ﬂdz‘
- 27T t=0 |eitfz‘2

Az 1-hez kozel, vagyis ha 0 <t <pvagy 2r —n <t < 2m,
akkor |u(e") —u(1)| < 5,
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. 1
u(e") —u(1)| - leff — 22

27
@ - < 5- [

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor |u(e?) —u(1)| < § g

7y )

22. Dirichlet-feladat Komplex Fliggvénytan, 21-22. el6adas

2020. nov. 30.

21/27



o _ 2
|U(2) — u(1)| < 2177/,_0 U(e"’)—U(1)!~|1en|z

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

27 _ 2
/ / e 1-12F g
2’/T on 27T 0 2 |elt—Z|2
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o _ 2
|U(2) — u(1)| < 2177/,_0 U(e"’)—U(1)!~|1en|z

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / 2#5 1_|Z|2 dt_E
2’/T on 27T 0 2 |eit—Z|2 h 2
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o _ 2
|U(2) — u(1)| < 2177/,_0 U(e"’)—U(1)!~|1en|z

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / 2#5 1_|Z|2 dt_E
2’/T on 27T 0 2 |eit—Z|2 h 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 — 7,
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 2r — 7, akkor |u(e") — u(1)| < 2K,
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 2r — 7, akkor |u(e") — u(1)| < 2K,

|z >1-=9¢
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 —n, akkor |u(e") — u(1)

s
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+|z|)(1 |z|)<2§
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 —n, akkor |u(e") — u(1)

s
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+|z|)(1 |z|)<2§

o 1]
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 —n, akkor |u(e") — u(1)

s
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+|z|)(1 |z|)<2§

o 1] 2 [ 1]
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 —n, akkor |u(e") — u(1)

s
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+|z|)(1 |z|)<2§

’eit—1’2’ei"—1’:2sing
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 —n, akkor |u(e") — u(1)

s
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+|z|)(1 |z|)<2§

o 1|2 [en 1| =2sn) 2.2
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 — 5, akkor |u(e") — u(1)| < 2K,
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+]|z|)(1-|z]) < 24,

2 n_n
’ 1’>’e’"—1’—25|n§>2 ; §>§
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 — 5, akkor |u(e") — u(1)| < 2K,
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+]|z|)(1-|z]) < 24,

; - 1) 2 n_n n
’e’t—ﬂ2’6”’—1’:2sm§>2-;-§>§ és |Z_1|<5SZ’
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 — 5, akkor |u(e") — u(1)| < 2K,
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+]|z|)(1-|z]) < 24,

; - 1) 2 n_n n
’e’t—ﬂ2’6”’—1’:2sm§>2-;-§>§ és |Z_1|<5SZ’

e —z|
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 — 5, akkor |u(e") — u(1)| < 2K,
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+]|z|)(1-|z]) < 24,
n.n

. ) .m 2 p n
’e’t—ﬂ2’6”’—1’:2sm§>2-;-§>§ és |Z_1|<5SZ’

e —z| > |e" - 1| — |z —1]
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27 _ 2
U2) -] < 5 [ [ute) — w2 ar

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 —n, akkor |u(e") — u(1)

| < 2K,
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+]|z|)(1-|z]) < 24,

]e”—ﬂ2]e’"—1]:2sinﬂ>2-g-ﬂ>ﬂ és |z—1|<5§g,

2 27 2
yeff_z\>yeff_1|_|:_1|>ﬂ—ﬂ
- 2 4
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1o 1—|z]2

< ity 1 IR el B
U(2) -~ u(h)] < - /to ue’) - u(h)| - g
Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) \< g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 2r — 7, akkor |u(e") — u(1)| < 2K,
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+]|z|)(1-|z]) < 24,

; - 1) 2 n_n n
’e’t—ﬂ2’6”’—1’:2sm§>2-;-§>§ és |Z_1|<5SZ’
]e"’—z\2]e”—1|—|z—1|>%—%=27
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1o 1—|z]2

< ity 1 IR el B
U(2) -~ u(h)] < - /to ue’) - u(h)| - g
Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) \< g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 2r — 7, akkor |u(e") — u(1)| < 2K,
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+]|z|)(1-|z]) < 24,

; - 1) 2 n_n n
’e’t—ﬂ2’6”’—1’:2sm§>2-;-§>§ és |Z_1|<5SZ’
]e"’—z\2]e”—1|—|z—1|>%—%=27

27— 1 27 —n 25
< — 2K ——— dt
/n T2 /n (n/4)?
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27 _ 2
@) - u| < 5= [ [uteh - u| - L2 at

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf ﬂdt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 —n, akkor |u(e") — u(1)

| < 2K,
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+]|z|)(1-|z]) < 24,

i - 1) 2 n_n n
’e’t—ﬂ2’6”’—1’:2sm§>2-;-§>§ és |Z_1|<5SZ’
]e"’—z\2]e”—1|—|z—1|>g—%zﬂ

4
S I 25 64K5
< — 2K - dt < .

/n en /n (1/4)? "
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27 _ 2
@) - u| < 5= [ [uteh - u| - L2 at

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis ha0<t<nvagy2r—n<t<2r,
akkor \u(e”) 1 <5 g

/ / Zﬂf idt—i
2’/T on 27T 0 2 |eit —Z|2 o 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 —n, akkor |u(e") — u(1)

| < 2K,
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+]|z|)(1-|z]) < 24,
]e”—ﬂ2]e’"—1]:2sinﬂ>2-g-ﬂ>ﬂ és |z—1|<6§g,

2 T 2 277 noon
i 0
et —z| > ]e 2 1—|z-1]> 5" 1-1
T 20 64Ko
< 2K - dt < .
/77 = 2r / (n/4)? 7
Tehat, |U(z) — u(1)| < § 6

22. Dirichlet-feladat Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30. 21/27



U(2) - u(t)] s;/h u(e") — u(h)| - 2 at

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis haO<t<npvagy2ar —n<t<2r
akkor \u(e”)

\<2, ,
T o2
/ / e 1-1zF ¢
2’/T on 27T 0 2 |elt—Z|2 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 — 5, akkor |u(e") — u(1)| < 2K,

|
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+|z|)(1

—|z]) < 26,

; - 1) 2 n_n n
]e”—1]2]e’"—1]:2sm2>2-7r-2>277 ef] |zn—1|<6§2,

it s et 1]y _n_n

o efz ol 3=

T 1/”_’7 26 64K6

< — 2K - dt < .

/n 2m (n/4)? 7

Tehat, |U(z) — u(1) B0 ha § <

128k » akkor ez kisebb, mint ¢.
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‘U — u(1 )| S;/Zﬁ u(eff)_u(”’.idt

t=0

Az 1-hez kbzel, vagyis haO<t<npvagy2ar —n<t<2r
akkor \u(e”)

\<2, ,
us _ 2
/ / e 1-1zF e
2’/T on 27T 0 2 |elt—Z|2 2

Az 1-t6l tavol, vagyis han < t < 27 — 5, akkor |u(e") — u(1)| < 2K,

|
lz|>1-0 és 1—|zP=(1+|z|)(1

—|z]) < 26,

i ; 1) 2 n_n n
]e”—1]2]e’"—1]:2sm2>2-7r-2>277 ef] |zn—1|<5gz,

it s et 1]y _n_n

o efz ol 3=

™ 1/”_’7 26 64K0o

< — 2K - dt < .

/n 2 (n/4)? Ua

Tehat, |U(z) — () B0 ha § <

128k » akkor ez kisebb, mint ¢.
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3. allitas: Ha U, is megoldasa a feladatnak, akkor U = Uj.
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3. allitas: Ha U, is megoldasa a feladatnak, akkor U = Uj.

Legyen U, = U — U;.
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3. allitas: Ha U, is megoldasa a feladatnak, akkor U = Uj.

Legyen U, = U — U;. Ez is folytonos, és a kér belsejében harmonikus; a hataron U = U;.
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3. allitas: Ha U, is megoldasa a feladatnak, akkor U = Uj.
Legyen U, = U — U;. Ez is folytonos, és a kér belsejében harmonikus; a hataron U = U;.

A maximum-elv miatt U, a hataron felveszi a minimumat és a maximumat is,

22. Dirichlet-feladat Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30. 22/27



3. allitas: Ha U, is megoldasa a feladatnak, akkor U = Uj.
Legyen U, = U — U;. Ez is folytonos, és a kér belsejében harmonikus; a hataron U = U;.

A maximum-elv miatt U, a hataron felveszi a minimumat és a maximumat is, tehat mindkett6 0.
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3. allitas: Ha U, is megoldasa a feladatnak, akkor U = Uj.
Legyen U, = U — U;. Ez is folytonos, és a kér belsejében harmonikus; a hataron U = U;.
A maximum-elv miatt U» a hataron felveszi a minimumat és a maximumat is, tehat mindkett6 0.

Akkor viszont U» a konstans 0, vagyis U = U;.
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Tétel (a kozépérték-tulajdonsag megforditasa)

Legyen D c C tartomany, u : D — R folytonos. Tegyiik fel, hogy minden ¢ € D-hez van olyan
ro > 0, hogy barmely 0 < r < ry esetén

1 2w )
u(e) = 5- /tO u(c + re") dt.

Ekkor u harmonikus fliggvény.

22. Dirichlet-feladat Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30.

23/27



Tétel (a kozépérték-tulajdonsag megforditasa)

Legyen D c C tartomany, u : D — R folytonos. Tegyiik fel, hogy minden ¢ € D-hez van olyan
ro > 0, hogy barmely 0 < r < ry esetén

1 2w )
u(e) = 5- /tO u(c + re) dt.

Ekkor u harmonikus fliggvény.

Biz. Legyen K kérlemez, amelyre K C D; azt fogjuk igazolni, hogy u harmonikus K belsejében.
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Tétel (a kozépérték-tulajdonsag megforditasa)

Legyen D c C tartomany, u : D — R folytonos. Tegyiik fel, hogy minden ¢ € D-hez van olyan
ro > 0, hogy barmely 0 < r < ry esetén

1 2w )
u(e) = 5- /tO u(c + re) dt.

Ekkor u harmonikus fliggvény.

Biz. Legyen K kérlemez, amelyre K C D; azt fogjuk igazolni, hogy u harmonikus K belsejében.
Ha ez minden K-ra igaz, akkor u a teljes D-n harmonikus.
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Tétel (a kozépérték-tulajdonsag megforditasa)

Legyen D c C tartomany, u : D — R folytonos. Tegyiik fel, hogy minden ¢ € D-hez van olyan
ro > 0, hogy barmely 0 < r < ry esetén

2w

u(c) = o )i u(c + re) dt.

Ekkor u harmonikus fliggvény.

Biz. Legyen K kérlemez, amelyre K C D; azt fogjuk igazolni, hogy u harmonikus K belsejében.
Ha ez minden K-ra igaz, akkor u a teljes D-n harmonikus.

Az u fliggvény folytonos a K hataran; legyen U a Dirichlet-feladat megoldasa a K kérre, a hataron
az u figgvénnyel.
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Tétel (a kozépérték-tulajdonsag megforditasa)

Legyen D c C tartomany, u : D — R folytonos. Tegyiik fel, hogy minden ¢ € D-hez van olyan
ro > 0, hogy barmely 0 < r < ry esetén

2w

u(c) = o )i u(c + re) dt.

Ekkor u harmonikus fliggvény.

Biz. Legyen K kérlemez, amelyre K C D; azt fogjuk igazolni, hogy u harmonikus K belsejében.
Ha ez minden K-ra igaz, akkor u a teljes D-n harmonikus.

Az u fliggvény folytonos a K hataran; legyen U a Dirichlet-feladat megoldasa a K kérre, a hataron
az u fuggvénnyel. Ekkor U is folytonos, a K belsejében igaz ra a k6zépérték-tulajdonsag, és a
kdrlemez hataran U = u.
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Tétel (a kozépérték-tulajdonsag megforditasa)

Legyen D c C tartomany, u : D — R folytonos. Tegyiik fel, hogy minden ¢ € D-hez van olyan
ro > 0, hogy barmely 0 < r < ry esetén

2w

u(c) = o )i u(c + re) dt.

Ekkor u harmonikus fliggvény.

Biz. Legyen K kérlemez, amelyre K C D; azt fogjuk igazolni, hogy u harmonikus K belsejében.
Ha ez minden K-ra igaz, akkor u a teljes D-n harmonikus.

Az u fliggvény folytonos a K hataran; legyen U a Dirichlet-feladat megoldasa a K kérre, a hataron
az u fuggvénnyel. Ekkor U is folytonos, a K belsejében igaz ra a k6zépérték-tulajdonsag, és a
kdrlemez hataran U = u.

Vizsgaljuk az U; = U — u fliggvényt. Erre is folytonos, igaz ra a kozépérték-tulajdonsag, és a K
hataran U; = 0.
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Tétel (a kozépérték-tulajdonsag megforditasa)

Legyen D c C tartomany, u : D — R folytonos. Tegyiik fel, hogy minden ¢ € D-hez van olyan
ro > 0, hogy barmely 0 < r < ry esetén

2w

u(c) = o )i u(c + re) dt.

Ekkor u harmonikus fliggvény.

Biz. Legyen K kérlemez, amelyre K C D; azt fogjuk igazolni, hogy u harmonikus K belsejében.
Ha ez minden K-ra igaz, akkor u a teljes D-n harmonikus.

Az u fliggvény folytonos a K hataran; legyen U a Dirichlet-feladat megoldasa a K kérre, a hataron
az u fuggvénnyel. Ekkor U is folytonos, a K belsejében igaz ra a k6zépérték-tulajdonsag, és a
kdrlemez hataran U = u.

Vizsgaljuk az U; = U — u fliggvényt. Erre is folytonos, igaz ra a kozépérték-tulajdonsag, és a K
hataran U; = 0. Ebbdl fogjuk bebizonyitani, hogy U; az egész kdrlapon 0, mert akkor u = U, és
akkor u harmonikus.
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Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely
0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.
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Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely
0 < r<resetén Uy(c) = o [°7 Us(c+ relt) dt, akkor Us = 0.

— 27 Jit=0

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
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Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely
0 < r<resetén Uy(c) = o [°7 Us(c+ relt) dt, akkor Us = 0.

— 27 Jit=0

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
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Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely
0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.
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Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely

0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén
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Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely

0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén

M= U1(C)
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Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely

0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén

1 27 )
M=U(c) = 5 - Ui(c+ re') dt
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Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely

0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén

1 2 ) 1 27
M= Ui(c) = 5- U1(c+re’t)dt§2— M dt

T Jt=0 T Jt=0
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Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely

0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén

1 2 ) 1 27
M= Ui(c) = 5- U1(c+re’t)dt§2— M dt = M.

T Jt=0 T Jt=0
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Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely

0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén

1 2 ) 1 27
M= Ui(c) = 5- U1(c+re’t)dt§2— M dt = M.

T Jt=0 T Jt=0

Ez csak Ugy lehet, ha az egész |z — ¢| = r kérvonalon U; = M.
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0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén

1 2T ) 1 2m
M= = — 0 dt < — Mdt = M.
Ui(c) o7 | Ui(c+re") dt < o7 ) dt
Ez csak Ugy lehet, ha az egész |z — ¢| = r kérvonalon U; = M.
De ez minden 0 < r < ry esetén igaz, tehat a teljes B(c, ry) korlapon U; = M,

22. Dirichlet-feladat Komplex Fiiggvénytan, 21-22. eldadas 2020. nov. 30. 24/27



Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely

0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
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1 2T ) 1 27
M= = — it < — M dt = M.
Ui(c) o7 | Ui(c+re") dt < o7 ) dt
Ez csak Ugy lehet, ha az egész |z — ¢| = r kérvonalon U; = M.
De ez minden 0 < r < ry esetén igaz, tehat a teljes B(c, ry) kérlapon U; = M, tehat B(c, ry) C H.
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Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely

0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén

1 2T ) 1 27
M = = — it < — M — M.
Ui(c) o7 | Ui(c+re") dt < o7 ) dt
Ez csak Ugy lehet, ha az egész |z — ¢| = r kérvonalon U; = M.
De ez minden 0 < r < ry esetén igaz, tehat a teljes B(c, ry) kérlapon U; = M, tehat B(c, ry) C H.
Mindez barmelyik ¢ € H-ra elmondhato, tehat H nyilt.
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Ha U; folytonos KC-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely
0 < r<resetén Uy(c) = o [°7 Us(c+ relt) dt, akkor Us = 0.

— 2r Jt=0

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén

1 2T ) 1 27
M = = — it < — M — M.
Ui(c) o7 | Ui(c+re") dt < o7 ) dt
Ez csak Ugy lehet, ha az egész |z — ¢| = r kérvonalon U; = M.
De ez minden 0 < r < ry esetén igaz, tehat a teljes B(c, ry) kérlapon U; = M, tehat B(c, ry) C H.
Mindez barmelyik ¢ € H-ra elmondhato, tehat H nyilt.

H c K egyszerre nemlres, relativ zart és nyilt, tehat H = K.
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Ha U; folytonos KC-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely

0 < r < rpesetén Ui(c) = 5 ,2:7:) Ui (c + re') dt, akkor Uy = 0.

Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén

1 2T ) 1 27
M= U(c) = — Ui(c+ re") dt < — M dt = M.
27 Ji=o T Jt=0
Ez csak Ugy lehet, ha az egész |z — ¢| = r kérvonalon U; = M.
De ez minden 0 < r < ry esetén igaz, tehat a teljes B(c, ry) kérlapon U; = M, tehat B(c, ry) C H.
Mindez barmelyik ¢ € H-ra elmondhato, tehat H nyilt.

H c K egyszerre nemlres, relativ zart és nyilt, tehat H = K.
A K belsejében U; = M, a hataron U; = 0; a folytonossag miatt ez csak ugy lehet, ha M = 0.
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Ha U; folytonos KC-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ry > 0, hogy barmely
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Biz. Legyen M = max U;; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H={z € K: Ui(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén

1 2T ) 1 27
M= U(c) = — Ui(c+ re") dt < — M dt = M.
27 Ji=o T Jt=0
Ez csak Ugy lehet, ha az egész |z — ¢| = r kérvonalon U; = M.
De ez minden 0 < r < ry esetén igaz, tehat a teljes B(c, ry) kérlapon U; = M, tehat B(c, ry) C H.
Mindez barmelyik ¢ € H-ra elmondhato, tehat H nyilt.

H c K egyszerre nemlres, relativ zart és nyilt, tehat H = K.
A K belsejében U; = M, a hataron U; = 0; a folytonossag miatt ez csak ugy lehet, ha M = 0.

Ugyanigy, min U; = 0, tehat U, konstans O.
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Kitekintés: Mese a magfiiggvényekrol
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Kitekintés: Mese a magfiiggvényekrol

Egy 1 szerint periodikus f(t) fliggvényt Fourier-sorba szeretnénk fejteni:

f(t)z Z anen~27rit

n=—o0
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Kitekintés: Mese a magfiiggvényekrol

Egy 1 szerint periodikus f(t) fliggvényt Fourier-sorba szerel\tlnénk fejteni:

f(t): Z anen~27ril‘: lim Z anen~27rit.

n=—oo n=—N
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Kitekintés: Mese a magfiiggvényekrol

Egy 1 szerint periodikus f(f) nggvéno)ét Fourier-sorba szerel\tlnénk fejteni:
f(y= > ae" "= lim Y  a,e" "
n=—o0 n=—N
Ha van ilyen sor, és egyenletesen vagy L2-b1en konvergens, akkor
an :/O f(s) - e "2 ds.
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Kitekintés: Mese a magfiiggvényekrol

Egy 1 szerint periodikus f(t) fliggvényt Fourier-sorba szerel\tlnénk fejteni:
f(t) _ Z anen~27rit _ NII_)mOO Z anen~27ﬂ't.
n=—o0 n=—N
Ha van ilyen sor, és egyenletesen vagy L2-b1en konvergens, akkor
an :/ f(s) - e "2 ds.
0

Vajon ha ezekkel az egyitthatdkkal irjuk fel a Fourier-sort, konvergalni fog pontonként az f-hez?

v
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Kitekintés: Mese a magfiiggvényekrol
Egy 1 szerint periodikus f(t) fuggvényt Fourier-sorba szeretnénk fejteni:

Z an en27rlt_ I|m Z a, en2mt

n=—oo
Ha van ilyen sor, és egyenletesen vagy L2-b1en konvergens, akkor
an z/ f(s) - e 2" gs.
0

Vajon ha ezekkel az egyitthatdkkal irjuk fel a Fourier-sort, konvergalni fog pontonként az f-hez?

v

Az N-edik reszletosszeg

Z an e 2mit
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Kitekintés: Mese a magfiiggvényekrol

Egy 1 szerint periodikus f(t) nggvénO)ét Fourier-sorba szerel\tlnénk fejteni:
f(y= > ae" "= lim Y  a,e" "
n=—oo n=—N
Ha van ilyen sor, és egyenletesen vagy Lg-b1en konvergens, akkor
an :/0 f(s) - e 2" gs.

Vajon ha ezekkel az egyitthatdkkal irjuk fel a Fourier-sort, konvergalni fog pontonként az f-hez?

v

Az N-edik részletésszeg N

N 1
SN(t) _ Z anen.27rlt — Z <A f(S) . efn-27rls dt) en-27rlt
n=—N

n=—N
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f(y= > ae" "= lim Y  a,e" "
n=—oo n=—N
Ha van ilyen sor, és egyenletesen vagy Lg-b1en konvergens, akkor
an :/0 f(s) - e 2" gs.

Vajon ha ezekkel az egyitthatdkkal irjuk fel a Fourier-sort, konvergalni fog pontonként az f-hez?

v

Az N-edik részletdsszeg N N ]
SN(t) _ Z anen-27r/t — Z </ f(S) . efn-27ris dt) en-27rit
n=—N n=—N 0
1 N
:/ f(s)( > e”‘z”’("s)) dt
0 n=—N
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Kitekintés: Mese a magfiiggvényekrol

Egy 1 szerint periodikus f(t) nggvénO)ét Fourier-sorba szerel\tlnénk fejteni:
f(y= > ae" "= lim Y  a,e" "
n=—oo n=—N
Ha van ilyen sor, és egyenletesen vagy Lg-b1en konvergens, akkor
an :/0 f(s) - e 2" gs.

Vajon ha ezekkel az egyitthatdkkal irjuk fel a Fourier-sort, konvergalni fog pontonként az f-hez?

v

Az N-edik részletdsszeg N N ]
SN(t) _ Z anen-27r/t — Z </ f(S) . efn-27ris dt) en-27rit
n=—N n=—N 0
1 N ) 1
:/ f(S)( Z en.zwl(t—s)> dt :/ f(s)Dy(t — s) dt;
0 N=—N 0
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Kitekintés: Mese a magfiiggvényekrol
Egy 1 szerint periodikus f(t) nggvényt Fourier-sorba szerel\tlnénk fejteni:

27rlt . n-2mit
ape" ™ = |im ane .
-y Jim > a

n=—o00 n=—N

Ha van ilyen sor, és egyenletesen vagy Lg-b1en konvergens, akkor
an z/ f(s) - e 2" gs.
0

Vajon ha ezekkel az egyitthatdkkal irjuk fel a Fourier-sort, konvergalni fog pontonként az f-hez?

v

Az N-edik részletdsszeg N N ]
SN(t) _ Z anen-27r/t — Z </ f(S) . efn-27ris dt) en-27rit

n=—N n=—N 0

1 N 1

- f(s)( > e”‘Z’T’("S)) dt = / f(s)Dn(t — s) dt;
0 N 0
N . sin(N+ D)t I .
Dn(t) = Z g2t — o — 27 az N-edik Dirichlet-magfiiggvény.
n=—N 2
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N

sn(t) _A1f(s)< Z en.27ri(t3)> dt _,/01f(S)DN(t —s)dt

=—N
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1 N 1
sw(t) :/ f(S)( en.27rl(t3)> dt :/ f(s)Dn(t — s) dt

0 _N 0
Ha N — oo, akkor a Dirichlet-magfliiggvény nem viselkedik elég
szépen, €s nem igaz, hogy a Fourier-részletdsszegek pontonként -
f-hez tartananak. Il R B N B

n=
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N
sn(t) _A1f(s)< Z en.27ri(t3)> dt —‘/01f(S)DN(t —s)dt
n=—N

Ha N — oo, akkor a Dirichlet-magfliiggvény nem viselkedik elég
szépen, €s nem igaz, hogy a Fourier-részletdsszegek pontonként -
f-hez tartananak. Bl R T R R R

q 2

Fejér Lipot tlete volt, hogy a részletdsszegek Cesaro-atlagat vizsgalja:
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N
sn(t) _A1f(s)< Z en.27ri(t3)> dt —‘/01f(S)DN(t —s)dt
n=—N

Ha N — oo, akkor a Dirichlet-magfliiggvény nem viselkedik elég
szépen, €s nem igaz, hogy a Fourier-részletdsszegek pontonként -
f-hez tartananak. Bl R T R R R

Fejér Lipot otlete volt, hogy a részletdsszegek Cesaro-atlagat vizsgalja:

on(t) = So(t) + s1(t) 4/;/ 4 sn_1(b)
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N .
sn(t) _A1f(s)< Z en.27rl'(t8)> dt —‘/01f(S)DN(t —s5)dt .
n=—N g *

Ha N — oo, akkor a Dirichlet-magfliiggvény nem viselkedik elég
szépen, €s nem igaz, hogy a Fourier-részletdsszegek pontonként -
f-hez tartananak. Il R B N B

Fejér Lipot otlete volt, hogy a részletdsszegek Cesaro-atlagat vizsgalja:

UN(t) _ So(t) + s1(t) 4/;/ 4 sn_1(b)

/f 1)+ Di(t) + .+DN71(t)dt

N
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N .
sn(t) _A1f(s)< Z en.27rl'(t8)> dt —‘/01f(S)DN(t —s5)dt .
n=—N g *

Ha N — oo, akkor a Dirichlet-magfliiggvény nem viselkedik elég
szépen, €s nem igaz, hogy a Fourier-részletdsszegek pontonként -
f-hez tartananak. Il R B N B

Fejér Lipot otlete volt, hogy a részletdsszegek Cesaro-atlagat vizsgalja:

UN(t) _ So(t) + s1(t) 4/;/ 4 sn_1(b)

/f )+ Di(t) + ...+ Dn_1(t) dt :/1,«(3)/:,\,(1‘— s) dt;
0

N
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N .
sn(t) _A1f(s)< Z en.27rl'(t8)> dt —‘/01f(S)DN(t —s5)dt .
n=—N g *

Ha N — oo, akkor a Dirichlet-magfliiggvény nem viselkedik elég
szépen, €s nem igaz, hogy a Fourier-részletdsszegek pontonként -
f-hez tartananak. Bl R T R R R

Fejér Lipot otlete volt, hogy a részletdsszegek Cesaro-atlagat vizsgalja:
So(t) + S1(t) + ...+ SN,1(t)

O'N(t) = N
]
/f HFDi(0) +... & Dva(8) dt:/ f(s)En(t — s) dt,
N 0
1 [sin M\?2 o L
Fn(t) = N\ gt az N-edik Fejér-magfuggvény.
2
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N
sn(t) _A1f(s)< Z en.27rl'(t8)> dt —‘/01f(S)DN(t —s5)dt .
n=—N g *

Ha N — oo, akkor a Dirichlet-magfliiggvény nem viselkedik elég

szépen, €s nem igaz, hogy a Fourier-részletdsszegek pontonként -

f-hez tartananak.

Fejér Lipot otlete volt, hogy a részletdsszegek Cesaro-atlagat vizsgalja:

UN(t) _ So(t) + s1(t) 4/;/ 4 sn_1(b)

/f )+ Di(t) + ...+ Dn_1(t) dt :/1,«(3)/:,\,(1‘— s) dt;
0

N

1 (sin N\ 2 o L
Fn(t) = N\t az N-edik Fejér-magfliggvény.
Sl

2
A Fejér-magfliggvény nemnegativ, és ha N — oo, akkor a 0-ba kon- =
centralédik; a Fourier-részletdsszegek atlaga pontonként tart f-hez.
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N
sn(t) _A1f(s)< Z en.27rl'(t8)> dt _A1f(S)DN(t —s5)dt .
n=—N g *

Ha N — oo, akkor a Dirichlet-magfliiggvény nem viselkedik elég
szépen, €s nem igaz, hogy a Fourier-részletdsszegek pontonként -
f-hez tartananak. T

Fejér Lipot otlete volt, hogy a részletdsszegek Cesaro-atlagat vizsgalja:

o) = so(t) + s1(t) + ... + sn_1(1)
n(T) = N 1
/f t)+ Di(t )N ..+ Dn_1(t) dt :/ f(s)Fn(t — s) dt;
0

1 (sin N\ 2 o L
Fn(t) = N\t az N-edik Fejér-magfliggvény.
Sl

é N
A Fejér-magfliggvény nemnegativ, és ha N — oo, akkor a 0-ba kon- =~ = 1
centralodik; a Fourier-részletdsszegek atlaga pontonként tart f-hez.

A Poisson- és a Fejér- magfliggvények bizonyos értelemben ”j6”
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sn(t) _A1f(s)< Z en.27rl'(t8)> dt _A1f(S)DN(t —s5)dt .
n=—N g *

Ha N — oo, akkor a Dirichlet-magfliiggvény nem viselkedik elég
szépen, €s nem igaz, hogy a Fourier-részletdsszegek pontonként
f-hez tartananak. T

Fejér Lipot otlete volt, hogy a részletdsszegek Cesaro-atlagat vizsgalja:

2

o) = so(t) + s1(t) + ... + sn_1(1)
n(T) = N 1
/f t)+ Di(t )N ..+ Dn_1(t) dt :/ f(s)Fn(t — s) dt;
0

1 (sin N\ 2 o L
Fn(t) = N\t az N-edik Fejér-magfliggvény.
Sl

2 -
A Fejér-magfliggvény nemnegativ, és ha N — oo, akkor a 0-ba kon- == =
centralédik; a Fourier-részletdsszegek atlaga pontonként tart f-hez.

A Poisson- és a Fejér- magfliggvények bizonyos értelemben ”j6”
Bévebben: — fliggvénysorok, Fourier-analizis
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