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Harmonikus függvények
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Mese a hullámokról

Hullámegyenlet:
∂2u
∂t2 = c2

(
∂2u
∂x1

2 +
∂2u
∂x2

2 + . . .+
∂2u
∂xn

2

)
= c2 ·∆u

Laplace-operátor:

∆ =
∂2

∂x1
2 +

∂2

∂x2
2 + . . .+

∂2

∂xn
2 (= div grad = ∇2)
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Definı́ció
Legyen D ⊂ Rn összefüggő, nyı́lt, és u : D → R. Az f függvény harmonikus, ha kétszer
differenciálható, és teljesül rá a Laplace-egyenlet:

∆u =
∂2u
∂x1

2 +
∂2u
∂x2

2 + . . .+
∂2u
∂xn

2 = 0.

Két változóban: D ⊂ R2 összefüggő, nyı́lt. Az f : D → R függvény harmonikus, ha kétszer
differenciálható, és

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 = 0.

Szeretjük a R2 sı́kot a komplex számsı́kkal azonosı́tani, és erre jó okunk van.

Trivialitás
Bármely D ⊂ Rn tartományra a harmonikus D → R függvények vektorteret alkotnak.

Most csak a kétváltozós harmonikus függvényekkel fogunk játszani.
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Definı́ció
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Tétel
Legyen D ⊂ C egyszeresen összefüggő tartomány, u : D → R. Az u akkor és csak akkor
harmonikus, ha egy holomorf függvény valós része, vagyis van olyan f : D → C holomorf függvény,
amelyre u = Re f .

Következmény

Legyen D ⊂ C tartomány, u : D → R. Az u akkor és csak akkor harmonikus, ha D minden
pontjának van olyan környezete, ahol u egy holomorf függvény valós része.

Biz. (a) állı́tás: Ha u egy holomorf függvény valós része, akkor harmonikus:

Legyen f (x + yi) = u(x , y) + iv(x , y); a Cauchy–Riemann egyenletekből

∂2

∂x2 u =
∂

∂x

(
∂

∂x
u
)

=
∂

∂x

(
∂

∂y
v
)

=
∂

∂y

(
∂

∂x
v
)

=
∂

∂y

(
− ∂

∂y
u
)

= − ∂2

∂y2 u

∆u =
∂2

∂x2 u +
∂2

∂y2 u = 0.
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Tétel
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Következmény
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harmonikus, ha egy holomorf függvény valós része, vagyis van olyan f : D → C holomorf függvény,
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Biz. (b) állı́tás: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf függvény valós része:
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∂

∂x
(Re f ) = Re f ′ = U =

∂

∂x
u,

∂

∂y
(Re f ) = − ∂

∂x
(Im f ) = − Im f ′ = −V =

∂

∂y
u,

tehát Re f = u.
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∂

∂x
(Re f ) = Re f ′ = U =

∂

∂x
u,

∂

∂y
(Re f ) = − ∂

∂x
(Im f ) = − Im f ′ = −V =

∂

∂y
u,

tehát Re f = u.
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Biz. (b) állı́tás: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf függvény valós része:
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Először f deriváltját találjuk ki. Legyen

U =
∂

∂x
u, V = − ∂

∂y
u és g = U + iV .
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A g holomorf, mert differenciálható, és teljesülnek a Cauchy–Riemann egyenletek:

∂

∂x
U =

∂

∂x

(
∂

∂x
u
)

=
∂

∂y

(
− ∂

∂y
u
)

=
∂

∂y
V ,

∂

∂y
U =

∂

∂y

(
∂

∂x
u
)

= − ∂

∂x

(
− ∂

∂y
u
)

= − ∂

∂x
V .

Legyen f (z) a g(z)-nek egy olyan primitı́v függvénye, amelyre legalább egy pontban f = u.
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Példák
Ezek mind harmonikus függvények:

Minden lineáris függvény;
arg z = Im(log z) = Re(−i · log z) (olyan halmazon, amely nem kerüli meg a 0-t;
log |z| = Re log z. Ez a függvény az egész C \ {0} halmazon harmonikus, de nincs az egész
halmazon olyan holomorf f , aminek log |z| lenne a valós része.
Ha f holomorf, akkor Re f , Im f , log |f |, arg f is harmonikus.
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Középérték-tulajdonság

Ha u harmonikus D-ben, akkor bármely B(c, r) körlemezre

u(c) =
1

2π

∫ 2π

0
u
(
c + reit) dt .

Biz. A valós rész operáció felcserélhető az integrálással. Ha u = Re f , akkor

u(c) = Re f (c) = Re
(

1
2π

∫ 2π

0
f
(
c + reit) dt

)
=

1
2π

∫ 2π

0

(
Re f

(
c + reit)) dt =

1
2π

∫ 2π

0
u
(
c + reit) dt .

Megfordı́tás?

Ez a tulajdonság önmagában leı́rja a harmonikus függvényeket. (Később.)
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Középérték-tulajdonság

Ha u harmonikus D-ben, akkor bármely B(c, r) körlemezre
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Maximum- és minimumelv
Ha u harmonikus D-ben és nem konstans, akkor

(a) u-nak nem létezik lokális maximuma és minimuma.
(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és u(zn)→ sup u vagy u(zn)→ inf u, akkor w a D határán van.
(b2) Ha D korlátos, és u folytonos a D lezártján, akkor u a maximumát és a minimumát csak a

határon veszi fel.

Biz. Legyen lokálisan u = Re f ; alkalmazzuk a holomorf maximum-elvet az ef és az e−f

függvényekre:
|ef | = eu, |e−f | = e−u.
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Maximum- és minimumelv
Ha u harmonikus D-ben és nem konstans, akkor
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(a) u-nak nem létezik lokális maximuma és minimuma.

(b1) Ha z1, z2, . . . ∈ D, lim zn = w , és u(zn)→ sup u vagy u(zn)→ inf u, akkor w a D határán van.
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függvényekre:
|ef | = eu, |e−f | = e−u.
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Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfelelője harmonikus függvényekre?

Tegyük fel, hogy u harmonikus a zárt egységkörön, a ∈ D rögzı́tett.

Középérték-tulajdonság az U(ζ) = u
(
ζ + a
1 + aζ

)
függvényre:

u(a) = U(0) =
1

2π

∫
|ζ|=1

U(ζ) |dζ| =
1

2π

∫
|ζ|=1

u
(
ζ + a
1 + aζ︸ ︷︷ ︸

w

)
|dζ| =

1
2π

∫
|w|=1

u(w)

∣∣∣∣d w − a
1− aw

∣∣∣∣.

d
w − a
1− aw

=

(
w − a
1− aw

)′
dw =

1(1− aw)− (w − a)(−a)

(1− aw)2 dw =
1− |a|2

(1− aw)2 dw

Tehát

u(a) =
1

2π

∫
|w|=1

u(w) · 1− |a|2

|1− aw |2
|dw | =

1
2π

∫
|w|=1

u(w) · 1− |a|2

|w − a|2
|dw |.

(|1− aw | = |ww − aw | = |w − a| = |w − a|)
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Középérték-tulajdonság az U(ζ) = u
(
ζ + a
1 + aζ

)
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függvényre:

u(a) = U(0) =
1

2π

∫
|ζ|=1

U(ζ) |dζ|

=
1

2π

∫
|ζ|=1

u
(
ζ + a
1 + aζ︸ ︷︷ ︸

w

)
|dζ| =

1
2π

∫
|w|=1

u(w)

∣∣∣∣d w − a
1− aw

∣∣∣∣.

d
w − a
1− aw

=

(
w − a
1− aw

)′
dw =

1(1− aw)− (w − a)(−a)

(1− aw)2 dw =
1− |a|2

(1− aw)2 dw

Tehát

u(a) =
1

2π

∫
|w|=1

u(w) · 1− |a|2

|1− aw |2
|dw | =

1
2π

∫
|w|=1

u(w) · 1− |a|2

|w − a|2
|dw |.

(|1− aw | = |ww − aw | = |w − a| = |w − a|)
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21. Harmonikus függvények Komplex Függvénytan, 21–22. előadás 2020. nov. 30. 10 / 27



Cauchy-formula?

Mi lehet a Cauchy-formula megfelelője harmonikus függvényekre?
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függvényre:

u(a) = U(0) =
1

2π

∫
|ζ|=1

U(ζ) |dζ| =
1

2π

∫
|ζ|=1

u
(
ζ + a
1 + aζ︸ ︷︷ ︸

w

)
|dζ| =

1
2π

∫
|w|=1

u(w)

∣∣∣∣d w − a
1− aw

∣∣∣∣.

d
w − a
1− aw

=

(
w − a
1− aw

)′
dw =

1(1− aw)− (w − a)(−a)

(1− aw)2 dw =
1− |a|2

(1− aw)2 dw

Tehát

u(a) =
1

2π

∫
|w|=1

u(w) · 1− |a|2

|1− aw |2
|dw | =

1
2π

∫
|w|=1

u(w) · 1− |a|2

|w − a|2
|dw |.

(|1− aw | = |ww − aw | = |w − a| = |w − a|)
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|dw | =

1
2π

∫
|w|=1

u(w) · 1− |a|2

|w − a|2
|dw |.

Legyen a = reiϕ, w = eit . A
1− |a|2

|1− aw |2
tört két fontos alakja:

1− |a|2

|1− aw |2
=

1− |a|2

|w − a|2
=

Re
(
(w + a)(w − a)

)
(w − a)(w − a)

= Re
(w + a)(w − a)

(w − a)(w − a)
= Re

w + a
w − a

és
1− |a|2

|1− aw |2
=

1− |a|2

(1− aw)(1− aw)
=

1− |a|2

1− (aw + aw) + |a|2
=

1− r2

1− 2r cos(t − ϕ) + r2 .

Ezeket beı́rva:

u(a) =
1

2π

∫ 2π

t=0
u(eit ) ·

(
Re

eit + a
eit − a

)
dt =

1
2π

∫ 2π

t=0
u(eit ) · 1− r2

1− 2r cos(t − ϕ) + r2 dt .
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u(a) =
1

2π

∫
|w|=1

u(w) · 1− |a|2

|1− aw |2
|dw | =

1
2π

∫
|w|=1

u(w) · 1− |a|2

|w − a|2
|dw |.

Legyen a = reiϕ, w = eit . A
1− |a|2

|1− aw |2
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Poisson-formula

Ha u harmonikus a zárt egységkörön, akkor minden z = reiϕ ∈ D-re

u(z) = u(reiϕ) =

∫ 2π

t=0
u(eit ) · P(r , t − ϕ) dt

ahol

P(r , θ) =
1− r2

2π(1− 2r cos θ + r2)
dt ,

ennek a neve Poisson-magfüggvény vagy Poisson-kernel.

A Poisson-magfüggvény tulajdonságai

P(r , t) folytonos, pozitı́v, és
∫ 2π

t=0 P(r , t) dt = 1.

Biz. Poisson-formula a konstans 1 függvényre.

A kör minden belső pontjában u értéke a határon felvett értékek súlyozott átlaga; a Poisson-mag
értékei a súlyok.
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Érdekesség

A Poisson-kernel másik alakjából

u(z) =
1

2π

∫ 2π

t=0
u(eit ) ·

(
Re

eit + z
eit − z

)
dt

= Re
(

1
2π

∫ 2π

t=0
u(eit ) · eit + z

eit − z
dt
)
.

Az f (z) =
1

2π

∫ 2π

t=0
u(eit ) · e

it + z
eit − z

dt paraméteres integrál holomorf; ennek a holomorf függvénynek

a valós része az u.

A valós rész helyett vehetjük a képzetes részt is, ı́gy felı́rhatjuk az u-hoz tartozó egyik v függvényt
is (az u harmonikus konjugáltját); lehet parciális deriváltakat venni stb.
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Érdekesség

A Poisson-kernel másik alakjából
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Mese: Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zárt egységkörön, akkor Re f és Im f is harmonikus,

ezért a kör belsejében

f (z) =

∫ 2π

t=0
f (eit ) · P(r , t − ϕ) dt .

A Cauchy-formulát is felı́rhatnánk ilyen alakban. Mivel a körvonalon dw = iw |dw |,

f (z) =
1

2πi

∫
|w|=1

f (w)

w − z
dw =

∫
|w|=1

f (w) · w
2π(w − z)

|dw | =

∫
|w|=1

f (w) · C(z,w)|dw |.

A C(z,w) =
w

2π(w − z)
magfüggvény integrálja is 1, de a függvény nem is valós.

A Poisson-formulát a Cauchy-formulából is le lehetett volna vezetni:

f (z) =
1

2πi

∫
|w|=1

f (w)

w − z
dw =

1
2πi

∫
|w|=1

f (w)

(
1

w − z
+

z
1︸︷︷︸

ww

−zw

)
iw |dw |︸ ︷︷ ︸

dw

=
1

2π

∫
|w|=1

f (w)
1− |z|2

|w − z|2
|dw |.

A Poisson- és a Cauchy-formula között a különbség: egy holomorf függvény.
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A Poisson-formulát a Cauchy-formulából is le lehetett volna vezetni:
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A Poisson-formulát a Cauchy-formulából is le lehetett volna vezetni:
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magfüggvény integrálja is 1, de a függvény nem is valós.
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Ha f holomorf a zárt egységkörön, akkor Re f és Im f is harmonikus, ezért a kör belsejében
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f (z) =

∫ 2π

t=0
f (eit ) · P(r , t − ϕ) dt .

A Cauchy-formulát is felı́rhatnánk ilyen alakban. Mivel a körvonalon dw = iw |dw |,

f (z) =
1

2πi

∫
|w|=1

f (w)

w − z
dw =

∫
|w|=1

f (w) · w
2π(w − z)

|dw | =

∫
|w|=1

f (w) · C(z,w)|dw |.

A C(z,w) =
w

2π(w − z)
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22. Dirichlet-feladat
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Dirichlet-feladat
Adott egy D Jordan-tartomány, továbbá egy folytonos u : ∂D → R függvény. Terjesszük ki u-t olyan
D → R függvénnyé, amely folytonos, és a tartomány belsejében harmonikus.

Tétel
A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelmű megoldása van.

Először visszavezetjük arra az esetre, ha D az egységkör.

Legyen g : D→ D konform megfeleltetés; a Caratheodory-tétel szerint ez folytonosan kiterjed a
határra.
Az egységkörvonalon legyen U(z) = u(g(z)). Bármely u : D → R akkor és csak akkor megoldása
a Dirichlet-feladatnak, ha az u ◦ g függvény megoldása a Dirichlet-feladatnak az egységkörön az U
függvénnyel:
u harmonikus D-n ⇔ u = Re f egy f ∈ O(D) függvénnyel ⇔ U = Re(f ◦ g) egy f ∈ O(D)
függvénnyel ⇔ U = Re F egy F ∈ O(D) függvénnyel ⇔ U harmonikus D-n
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Tétel
A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelmű megoldása van.
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Először visszavezetjük arra az esetre, ha D az egységkör.

Legyen g : D→ D konform megfeleltetés; a Caratheodory-tétel szerint ez folytonosan kiterjed a
határra.
Az egységkörvonalon legyen U(z) = u(g(z)). Bármely u : D → R akkor és csak akkor megoldása
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a Dirichlet-feladatnak, ha az u ◦ g függvény megoldása a Dirichlet-feladatnak az egységkörön az U
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függvénnyel
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Tétel
A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelmű megoldása van.
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Tétel (a Dirichlet-feladat megoldása az egységkörlapon)

Legyen u : {|z| = 1} → R folytonos. Az u egyetlen folytonos kiterjesztése a zárt körlapra, amely a
kör belsejében harmonikus:

U(reiϕ) =


∫ 2π

t=0
u(eit ) · P(r , t − ϕ) dt ha r < 1;

u(eit ) ha r = 1.

Biz. Ezeket kell ellenőriznünk:
(1) U harmonikus a kör belsejében;
(2) U folytonos a határon;
(3) Ha U1 is megoldása a feladatnak, akkor U = U1.
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1. állı́tás: U(z) harmonikus a kör belsejében.

Ahogy már láttuk, z = eiϕ esetén

U(z) =

∫ 2π

t=0
u(eit )·P(r , t−ϕ) dt =

1
2π

∫ 2π

t=0
u(eit )·

(
Re

eit + z
eit − z

)
dt = Re

(
1

2π

∫ 2π

t=0
u(eit )·e

it + z
eit − z

dt
)
.

Az F (z) =

(
1

2π

∫ 2π

t=0
u(eit ) · eit + z

eit − z
dt
)

holomorf, és U = Re F .
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1. állı́tás: U(z) harmonikus a kör belsejében.
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1. állı́tás: U(z) harmonikus a kör belsejében.
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2. állı́tás: U(z) folytonos a határon.

Elég az 1-beli folytonosságot igazolni.

A feltétel szerint a határon U folytonos; azt kell igazolni, hogy

lim
z→1
|z|<1

U(z) = u(1).

Legyen ε > 0 adott; ehhez keresünk δ − t .
Legyen K = max |u(eit )|. Van egy olyan 0 < η < π, hogy |t | < η
esetén

∣∣u(eit )− u(1)
∣∣ < ε/2.

A δ most még titok, de biztos, hogy δ ≤ η
4 . Ha z ∈ D ∩ B(1, δ).∣∣U(z)− u(1)

∣∣ =

∣∣∣∣ 1
2π

∫ 2π

t=0
u(eit ) · 1− |z|2

|eit − z|2
dt − 1

2π

∫ 2π

t=0
u(1) · 1− |z|2

|eit − z|2
dt
∣∣∣∣

≤ 1
2π

∫ 2π

t=0

∣∣∣u(eit )− u(1)
∣∣∣ · 1− |z|2

|eit − z|2
dt

Az integrált máshogy becsüljük a 0-hoz közel és távol.
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Elég az 1-beli folytonosságot igazolni.
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∣∣U(z)− u(1)
∣∣ ≤ 1

2π

∫ 2π

t=0

∣∣∣u(eit )− u(1)
∣∣∣ · 1− |z|2

|eit − z|2
dt

Az 1-hez közel, vagyis ha 0 ≤ t ≤ η vagy 2π − η ≤ t ≤ 2π,
akkor |u(eit )− u(1)| < ε

2 ,
1

2π

(∫ η

0
+

∫ 2π

2π−η

)
<

1
2π

∫ 2π

0

ε

2
· 1− |z|2

|eit − z|2
dt =

ε

2
.

Az 1-től távol, vagyis ha η ≤ t ≤ 2π − η, akkor |u(eit )− u(1)| ≤ 2K ,

|z| > 1− δ és 1− |z|2 =
(
1 + |z|

)(
1− |z|

)
< 2δ,∣∣eit − 1

∣∣ ≥ ∣∣eiη − 1
∣∣ = 2 sin

η

2
> 2 · 2

π
· η

2
>
η

2
és |z − 1| < δ ≤ η

4
,∣∣eit − z

∣∣ ≥ ∣∣eit − 1
∣∣− |z − 1| > η

2
− η

4
=
η

4
,∫ 2π−η

η

≤ 1
2π

∫ 2π−η

η

2K · 2δ
(η/4)2 dt <

64K δ
η2 .

Tehát, |U(z)− u(1)| < ε
2 + 64Kδ

η2 ; ha δ ≤ η2ε
128K , akkor ez kisebb, mint ε.

A választásunk: δ = min
(
η
4 ,

η2ε
128K

)
.
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∣∣U(z)− u(1)
∣∣ ≤ 1

2π

∫ 2π

t=0

∣∣∣u(eit )− u(1)
∣∣∣ · 1− |z|2

|eit − z|2
dt
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A választásunk: δ = min
(
η
4 ,

η2ε
128K

)
.
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Az 1-hez közel, vagyis ha 0 ≤ t ≤ η vagy 2π − η ≤ t ≤ 2π,
akkor |u(eit )− u(1)| < ε

2 ,
1

2π

(∫ η

0
+

∫ 2π

2π−η

)
<

1
2π

∫ 2π

0

ε

2
· 1− |z|2

|eit − z|2
dt =

ε

2
.
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∣∣U(z)− u(1)
∣∣ ≤ 1

2π

∫ 2π

t=0

∣∣∣u(eit )− u(1)
∣∣∣ · 1− |z|2

|eit − z|2
dt
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3. állı́tás: Ha U1 is megoldása a feladatnak, akkor U = U1.

Legyen U2 = U − U1. Ez is folytonos, és a kör belsejében harmonikus; a határon U = U1.

A maximum-elv miatt U2 a határon felveszi a minimumát és a maximumát is, tehát mindkettő 0.

Akkor viszont U2 a konstans 0, vagyis U = U1.
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Tétel (a középérték-tulajdonság megfordı́tása)

Legyen D ⊂ C tartomány, u : D → R folytonos. Tegyük fel, hogy minden c ∈ D-hez van olyan
r0 > 0, hogy bármely 0 < r < r0 esetén

u(c) =
1

2π

∫ 2π

t=0
u(c + reit ) dt .

Ekkor u harmonikus függvény.

Biz. Legyen K körlemez, amelyre K ⊂ D; azt fogjuk igazolni, hogy u harmonikus K belsejében.
Ha ez minden K-ra igaz, akkor u a teljes D-n harmonikus.

Az u függvény folytonos a K határán; legyen U a Dirichlet-feladat megoldása a K körre, a határon
az u függvénnyel. Ekkor U is folytonos, a K belsejében igaz rá a középérték-tulajdonság, és a
körlemez határán U = u.

Vizsgáljuk az U1 = U − u függvényt. Erre is folytonos, igaz rá a középérték-tulajdonság, és a K
határán U1 = 0. Ebből fogjuk bebizonyı́tani, hogy U1 az egész körlapon 0, mert akkor u = U, és
akkor u harmonikus.
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Vizsgáljuk az U1 = U − u függvényt. Erre is folytonos, igaz rá a középérték-tulajdonság, és a K
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Állı́tás

Ha U1 folytonos K-n, a körvonalon 0, és minden c ∈ K-hoz van olyan r0 > 0, hogy bármely
0 < r < r0 esetén U1(c) = 1

2π

∫ 2π
t=0 U1(c + reit ) dt , akkor U1 = 0.

Biz. Legyen M = max U1; mivel a határon U1 = 0, M ≥ 0. A célunk igazolni: M = 0.

Legyen H = {z ∈ K : U1(z) = M}. Mivel U1 folytonos, a H halmaz relatı́v zárt.

Megmutatjuk, hogy H nyı́lt is.

Bármely c ∈ H-hoz van olyan r0 > 0, hogy 0 < r < r0 esetén

M = U1(c) =
1

2π

∫ 2π

t=0
U1(c + reit ) dt ≤ 1

2π

∫ 2π

t=0
M dt = M.

Ez csak úgy lehet, ha az egész |z − c| = r körvonalon U1 = M.
De ez minden 0 < r < r0 esetén igaz, tehát a teljes B(c, r0) körlapon U1 = M, tehát B(c, r0) ⊂ H.
Mindez bármelyik c ∈ H-ra elmondható, tehát H nyı́lt.

H ⊂ K egyszerre nemüres, relatı́v zárt és nyı́lt, tehát H = K.
A K belsejében U1 = M, a határon U1 = 0; a folytonosság miatt ez csak úgy lehet, ha M = 0.

Ugyanı́gy, min U1 = 0, tehát U1 konstans 0.
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0 < r < r0 esetén U1(c) = 1

2π

∫ 2π
t=0 U1(c + reit ) dt , akkor U1 = 0.
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Bármely c ∈ H-hoz van olyan r0 > 0, hogy 0 < r < r0 esetén

M = U1(c) =
1

2π

∫ 2π

t=0
U1(c + reit ) dt ≤ 1

2π

∫ 2π

t=0
M dt = M.
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0 < r < r0 esetén U1(c) = 1

2π

∫ 2π
t=0 U1(c + reit ) dt , akkor U1 = 0.
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Bármely c ∈ H-hoz van olyan r0 > 0, hogy 0 < r < r0 esetén

M = U1(c) =
1

2π

∫ 2π

t=0
U1(c + reit ) dt ≤ 1

2π

∫ 2π

t=0
M dt = M.
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Megmutatjuk, hogy H nyı́lt is.
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Bármely c ∈ H-hoz van olyan r0 > 0, hogy 0 < r < r0 esetén

M = U1(c)

=
1

2π

∫ 2π

t=0
U1(c + reit ) dt ≤ 1

2π

∫ 2π

t=0
M dt = M.
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Biz. Legyen M = max U1; mivel a határon U1 = 0, M ≥ 0. A célunk igazolni: M = 0.

Legyen H = {z ∈ K : U1(z) = M}. Mivel U1 folytonos, a H halmaz relatı́v zárt.
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Mindez bármelyik c ∈ H-ra elmondható, tehát H nyı́lt.
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Ugyanı́gy, min U1 = 0, tehát U1 konstans 0.
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Kitekintés: Mese a magfüggvényekről

Egy 1 szerint periodikus f (t) függvényt Fourier-sorba szeretnénk fejteni:

f (t) =
∞∑

n=−∞
anen·2πit = lim

N→∞

N∑
n=−N

anen·2πit .

Ha van ilyen sor, és egyenletesen vagy L2-ben konvergens, akkor

an =

∫ 1

0
f (s) · e−n·2πis ds.

Vajon ha ezekkel az együtthatókkal ı́rjuk fel a Fourier-sort, konvergálni fog pontonként az f -hez?

Az N-edik részletösszeg
sN(t) =

N∑
n=−N

anen·2πit =
N∑

n=−N

(∫ 1

0
f (s) · e−n·2πis dt

)
en·2πit

=

∫ 1

0
f (s)

(
N∑

n=−N

en·2πi(t−s)

)
dt =

∫ 1

0
f (s)DN(t − s) dt ;

DN(t) =
N∑

n=−N

en·2πit =
sin(N + 1

2 )t
sin t

2

az N-edik Dirichlet-magfüggvény.
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Kitekintés: Mese a magfüggvényekről

Egy 1 szerint periodikus f (t) függvényt Fourier-sorba szeretnénk fejteni:

f (t) =
∞∑

n=−∞
anen·2πit = lim

N→∞

N∑
n=−N

anen·2πit .

Ha van ilyen sor, és egyenletesen vagy L2-ben konvergens, akkor

an =

∫ 1

0
f (s) · e−n·2πis ds.
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sN(t) =

∫ 1

0
f (s)

(
N∑

n=−N

en·2πi(t−s)

)
dt =

∫ 1

0
f (s)DN(t − s) dt

Ha N → ∞, akkor a Dirichlet-magfüggvény nem viselkedik elég
szépen, és nem igaz, hogy a Fourier-részletösszegek pontonként
f -hez tartanának.

Fejér Lipót ötlete volt, hogy a részletösszegek Cesaro-átlagát vizsgálja:

σN(t) =
s0(t) + s1(t) + . . .+ sN−1(t)

N

=

∫ 1

0
f (s)

D0(t) + D1(t) + . . .+ DN−1(t)
N

dt =

∫ 1

0
f (s)FN(t − s) dt ;

FN(t) =
1
N

(
sin Nt

2

sin t
2

)2

az N-edik Fejér-magfüggvény.

A Fejér-magfüggvény nemnegatı́v, és ha N →∞, akkor a 0-ba kon-
centrálódik; a Fourier-részletösszegek átlaga pontonként tart f -hez.
A Poisson- és a Fejér- magfüggvények bizonyos értelemben ”jó” magfüggvények...

Bővebben: → függvénysorok, Fourier-analı́zis
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σN(t) =
s0(t) + s1(t) + . . .+ sN−1(t)

N

=

∫ 1

0
f (s)

D0(t) + D1(t) + . . .+ DN−1(t)
N

dt =

∫ 1

0
f (s)FN(t − s) dt ;

FN(t) =
1
N

(
sin Nt

2

sin t
2

)2

az N-edik Fejér-magfüggvény.
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szépen, és nem igaz, hogy a Fourier-részletösszegek pontonként
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A Fejér-magfüggvény nemnegatı́v, és ha N →∞, akkor a 0-ba kon-
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Fejér Lipót ötlete volt, hogy a részletösszegek Cesaro-átlagát vizsgálja:

σN(t) =
s0(t) + s1(t) + . . .+ sN−1(t)

N

=

∫ 1

0
f (s)

D0(t) + D1(t) + . . .+ DN−1(t)
N

dt =

∫ 1

0
f (s)FN(t − s) dt ;

FN(t) =
1
N

(
sin Nt

2

sin t
2

)2

az N-edik Fejér-magfüggvény.
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VÉGE
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