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Az Euler–Riemann féle ζ függvény

Definíció

Re s > 1 esetén

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

Hagyományosan Re s = σ, Im s = t vagyis s = σ + it .

Tétel

A sor abszolút konvergens, az összegfüggvény holomorf.

Biz. Ha σ0 > 1, akkor a σ > σ0 félsíkban
∞∑

n=1

1
nσ0

közös konvergens majoráns.

Tétel

Re s > 1 esetén

ζ′(s) = −
∞∑

n=1

log n
ns
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Tétel (Euler-szorzat)

Re s > 1 esetén ζ(s) =
∏

p

1
1− 1

ps

.

Biz. A lényeg: ha 2K ≥ N, akkor∏
p≤N

(
1 +

1
ps +

1
p2s + . . .+

1
pKs

)
= 1 +

1
2s +

1
3s + . . .+

1
Ns + néhány további

1
ns tag.

∀s ∀ε > 0 ∃N0

∞∑
n=N0+1

1
nσ

< ε

∀s ∀ε > 0 ∃N0(s, ε) ∀N≥N0 ∀K ≥N
∣∣∣∣ ∏

p≤N

(
1+

1
ps +. . .+

1
pKs

)
−
(

1+
1
2s +. . .+

1
Ns

)∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=N0+1

1
nσ

< ε

K →∞ : ∀s ∀ε > 0 ∃N0(s, ε) ∀N≥N0(s, ε)

∣∣∣∣ ∏
p≤N

1
1− 1

ps

−
(

1 +
1
2s + . . .+

1
Ns

)∣∣∣∣ ≤ ε
N →∞ : ∀s ∀ε > 0

∣∣∣∣∏
p

1
1− 1

ps

− ζ(s)

∣∣∣∣ ≤ ε
ε→ 0 : ∀s

∣∣∣∣∏
p

1
1− 1

ps

− ζ(s)

∣∣∣∣ = 0.
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Következmények

Re s > 1 esetén
1
ζ(s)

=
∏

p

(
1− 1

ps

)
=
∞∑

n=1

µ(n)

ns ; ⇒ ζ(s) 6= 0.

log ζ(s) =
∑

p

∞∑
k=1

1
k · pks

ζ′

ζ
(s) = −

∑
p

∞∑
k=1

log p
pks .

Ezek a sorok mind lokálisan egyenletesen konvergensek.

Jelölés: von Mangoldt függvény

Λ(n) =

{
log p ha n = pk

0 egyébként

Ezzel a függvénnyel

−ζ
′

ζ
(s) =

∞∑
n=1

Λ(n)

ns .
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Kiterjesztés az egész síkra

A ζ(s) függvény kiterjeszthető az egész síkra, kivéve az s = 1 pontot, ahol
elsőrendű pólusa van 1 reziduummal.

Egy lehetséges kiterjesztés:

ζ(s) =
Γ(1− s)

2πi

∫
γ

z1−s

e−z − 1
dz (s 6= 1)

A függvényegyenlet

A ζ függvénynek van egy meglepő szimmetriája: az

ξ(s) = π−s/2Γ

(
s
2

)
ζ(s)

függvényre igaz, hogy ξ(1− s) = ξ(s) és ξ
(
1− s

)
= ξ(s).

A Γ(s/2)-nek egyszeres pólusa van a negatív páros egész helyeken; tehát ott a ζ(s)-nek egyszeres gyöke
van; ezek a ζ függvény "triviális" gyökei.
A ξ(s) értékei a Re s = 1

2 egyenesen tisztán valósak. Ebből sejtette Riemann, hogy a nemtriviális gyökök mind
ezen az egyenesen vannak.
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elsőrendű pólusa van 1 reziduummal. Egy lehetséges kiterjesztés:

ζ(s) =
Γ(1− s)

2πi

∫
γ

z1−s

e−z − 1
dz (s 6= 1)

A függvényegyenlet

A ζ függvénynek van egy meglepő szimmetriája: az
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Lemma

(a) Bármely pozitív egész N és σ > 1 esetén

∞∑
n=N+1

1
ns =

N1−s

s − 1
− s

∫ ∞
N

{x}
xs+1 dx .

(b) Speciálisan, N = 1 esetén

ζ(s) =
1

s − 1
+ 1− s

∫ ∞
1

{x}
xs+1 dx .

Biz.
∞∑

n=N+1

1
ns =

∫ ∞
N

d
(
[x ]− N

)
xs =

[
[x ]− N

xs

]∞
N
−
∫ ∞

N

(
[x ]− N

)
d
(

1
xs

)

= −
∫ ∞

N

(
x − {x} − N

)
· (−sx−s−1 dx) = s

∫ ∞
N

x−s dx − s
∫ ∞

N
x−s−1 · {x} dx − Ns

∫ ∞
N

x−s−1 dx
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s

s − 1
N1−s − N1−s − s
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N

x−s−1 · {x} dx =
N1−s

s − 1
− s
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N

{x}
xs+1 dx .
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Tétel (kiterjesztés a jobb félsíkra)

A ζ(s) függvény holomorfan kiterjeszthető a jobb félsíkra az s = 1 pont kivételével, ahol elsőrendű pólusa van
1 reziduummal.

Biz. A Lemma szerint bármely N pozitív egész és σ > 1 esetén

ζ(s) =
N∑

n=1

1
ns +

∞∑
n=N+1

1
ns =

N∑
n=1

1
ns +

N1−s

s − 1
− s

∫ ∞
N

{x}
xs+1 dx .

Tetszőleges σ0 > 0 esetén, a σ > σ0 félsíkban az integrált egyenletesen majorálja az
∫ ∞

N

dx
xσ0+1 integrál,

tehát egy holomorf függvényt állít elő.
A jobboldalon álló képlet a jobb félsíkon holomorf, kivéve az s = 1 pontot, ahol a reziduum N0 = 1.

(A kiterjesztés nem függ attól, hogy melyik N-et választjuk.)
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Tetszőleges σ0 > 0 esetén, a σ > σ0 félsíkban az integrált egyenletesen majorálja az
∫ ∞

N

dx
xσ0+1 integrál,

tehát egy holomorf függvényt állít elő.
A jobboldalon álló képlet a jobb félsíkon holomorf, kivéve az s = 1 pontot, ahol a reziduum N0 = 1.

(A kiterjesztés nem függ attól, hogy melyik N-et választjuk.)

1. Riemann-zeta függvény Komplex Függvénytan, plusz 1–2. előadás 2021. feb. 5. 8 / 31
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Mese: A
∑ 1

ns sor viselkedése

ζ(s) =
N∑

n=1

1
ns +

N1−s

s − 1
− s

∫ ∞
N

{x}
xs+1 dx =

N∑
n=1

1
ns +

1
s − 1

· N1−σ · eit log N − s
∫ ∞

N

{x}
xs+1 dx (σ > 0)

Az utolsó integrál 0-hoz tart.

Ha σ > 1, akkor az N1−s = N1−σ · eit log N

sorozat egy spirál mentén halad befelé.

Ha σ = 1, akkor az N1−s = eit log N

sorozat egy kör kerületén halad körbe.

Ha σ < 1, akkor az N1−s = N1−σ · eit log N

sorozat egy spirál mentén halad kifelé.

Az 1
ns és 1

(n+1)s tagok közötti szög:

arg 1
(n+1)s−arg 1

ns = −t log(n+1)+t log n ≈ − t
n
.

Amíg n � |t |, a tagok iránya látszólag össze-
vissza ugrál. Amikor n és t nagyságrendje
hasonló, a részletösszegek szép sima görbe
darabok mentén haladnak.

1. Riemann-zeta függvény Komplex Függvénytan, plusz 1–2. előadás 2021. feb. 5. 9 / 31
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Mese: A
∑ 1

ns sor viselkedése

ζ(s) =
N∑

n=1

1
ns +

N1−s

s − 1
− s

∫ ∞
N

{x}
xs+1 dx =

N∑
n=1

1
ns +

1
s − 1

· N1−σ · eit log N − s
∫ ∞

N

{x}
xs+1 dx (σ > 0)

Az utolsó integrál 0-hoz tart.

Ha σ > 1, akkor az N1−s = N1−σ · eit log N

sorozat egy spirál mentén halad befelé.

Ha σ = 1, akkor az N1−s = eit log N

sorozat egy kör kerületén halad körbe.

Ha σ < 1, akkor az N1−s = N1−σ · eit log N

sorozat egy spirál mentén halad kifelé.

Az 1
ns és 1

(n+1)s tagok közötti szög:

arg 1
(n+1)s−arg 1

ns = −t log(n+1)+t log n ≈ − t
n
.

Amíg n � |t |, a tagok iránya látszólag össze-
vissza ugrál. Amikor n és t nagyságrendje
hasonló, a részletösszegek szép sima görbe
darabok mentén haladnak.

1. Riemann-zeta függvény Komplex Függvénytan, plusz 1–2. előadás 2021. feb. 5. 9 / 31



Mese: A
∑ 1

ns sor viselkedése

ζ(s) =
N∑

n=1

1
ns +

N1−s

s − 1
− s

∫ ∞
N

{x}
xs+1 dx =

N∑
n=1

1
ns +

1
s − 1

· N1−σ · eit log N − s
∫ ∞

N

{x}
xs+1 dx (σ > 0)

Az utolsó integrál 0-hoz tart.

Ha σ > 1, akkor az N1−s = N1−σ · eit log N

sorozat egy spirál mentén halad befelé.

Ha σ = 1, akkor az N1−s = eit log N

sorozat egy kör kerületén halad körbe.

Ha σ < 1, akkor az N1−s = N1−σ · eit log N

sorozat egy spirál mentén halad kifelé.

Az 1
ns és 1

(n+1)s tagok közötti szög:

arg 1
(n+1)s−arg 1

ns = −t log(n+1)+t log n ≈ − t
n
.

Amíg n � |t |, a tagok iránya látszólag össze-
vissza ugrál. Amikor n és t nagyságrendje
hasonló, a részletösszegek szép sima görbe
darabok mentén haladnak.

1. Riemann-zeta függvény Komplex Függvénytan, plusz 1–2. előadás 2021. feb. 5. 9 / 31
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Lemma

A σ ≥ 1
2 , |t | > 3 halmazon
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N
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∑
n≤t2
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ns
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∣∣∣∣+ |s|
∫ ∞

N

{x}
|xs+1| dx ≤ N1−σ

|t | + |s|
∫ ∞

N

dx
xσ+1 =
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N1−σ

|t | +
|s|
σNσ

<
|t |2(1−σ)

|t | +
σ + |t |
σ
√

t2 − 1
< 1 +

1√
t2 − 1

+
1

σ
√

1− 1
t2

= O(1).
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Tétel

Tetszőleges C > 0-ra |t | > 3, σ > max

(
1− C

log |t | , 0
)

esetén

(a) ζ(s) = O(log |t |); (b) ζ′(s) = O(log2 |t |).

Biz. (a) ∣∣∣∣ 1
ns

∣∣∣∣ =
1

nσ
= e(1−σ) log n · 1

n
< eC · 1

n∣∣ζ(s)
∣∣ =

∣∣∣∣∑
n≤t2

1
ns + O(1)

∣∣∣∣ ≤ eC
∑
n≤t2

1
n

+ O(1) = O(log |t |).

(b) Elég |t | > eC+2 esetén bizonyítani.

A σ > 1 − C + 2
log |t | tartományon |ζ(s)| ≤ O(log |t |). Ez a tartomány tartalmazza a

B
(
s, 1/ log |t |

)
körlemezt.

A deriváltra vonatkozó Cauchy-formulából

∣∣ζ′(s)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|w−s|= 1

log |t|

ζ(w)

(w − s)2 dw
∣∣∣∣ < max

|w−s|= 1
log |t|

∣∣ζ(w)
∣∣

|w − s| ≤ O
(

log2 |t |
)
.
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B
(
s, 1/ log |t |

)
körlemezt.

A deriváltra vonatkozó Cauchy-formulából

∣∣ζ′(s)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|w−s|= 1

log |t|

ζ(w)

(w − s)2 dw
∣∣∣∣ < max

|w−s|= 1
log |t|

∣∣ζ(w)
∣∣

|w − s|

≤ O
(

log2 |t |
)
.
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Lemma (3 < 4)

3 + 4 cos x + cos 2x ≥ 0.

Biz.
3 + 4 cos x + cos 2x = 3 + 4 cos x +

(
2 cos2 x − 1

)
= 2(1− cos x)2 ≥ 0.

Lemma

σ > 1 esetén ∣∣ζ(σ)
∣∣3 · ∣∣ζ(σ + it)

∣∣4 · ∣∣ζ(σ + 2it)
∣∣ ≥ 1.

Biz.
3 log

∣∣ζ(σ)
∣∣+ 4 log

∣∣ζ(σ + it)
∣∣+ log

∣∣ζ(σ + it)
∣∣

= 3 Re log ζ(σ) + 4 Re log ζ(σ + it) + Re log ζ(σ + it)

= 3 Re
∑

p

∞∑
k=1

1
k · pkσ + 4 Re

∑
p

∞∑
k=1

1
k · pk(σ+it) + Re

∑
p

∞∑
k=1

1
k · pk(σ+2it)

=
∑

p

∞∑
k=1

1
k · pkσ

(
3 + 4 cos(kt log p) + cos(2kt log p)

)
≥ 0.
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Tétel

t 6= 0 esetén
ζ(1 + it) 6= 0.

Biz. Láttuk, hogy σ > 1 esetén ∣∣ζ(σ)
∣∣3 · ∣∣ζ(σ + it)

∣∣4 · ∣∣ζ(σ + 2it)
∣∣ ≥ 1

avagy

(σ − 1) ·
∣∣∣∣(σ − 1) · ζ(σ)

∣∣∣∣3 · ∣∣∣∣ζ(σ + it)
σ − 1

∣∣∣∣4 · ∣∣ζ(σ + 2it)
∣∣ ≥ 1.

Indirekt tegyük fel, hogy ζ(1 + it) = 0; akkor lim
σ→1

ζ(σ + it)
σ − 1

= lim
σ→1

ζ(σ + it)− ζ(1 + it)
σ − 1

= ζ′(1 + it) véges

szám.
A ζ(s)-nek elsőrendű pólusa van s = 1-ben 1 reziduummal, ezért lim

σ→1+0

(
(σ − 1)ζ(σ)

)
= 1.

Tehát a σ → 1 + 0 határátmenetből

(σ − 1) ·
∣∣∣(σ − 1) · ζ(σ)

∣∣∣3 ·
∣∣∣∣ζ(σ + it)
σ − 1

∣∣∣∣4 ·
∣∣ζ(σ + 2it)

∣∣ ≥ 1

↓ ↓ ↓ ↓
0 1

∣∣ζ′(1 + it)
∣∣4 ∣∣ζ(1 + 2it)

∣∣ ≥ 1
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Tétel

t 6= 0 esetén
ζ(1 + it) 6= 0.

Biz. Láttuk, hogy σ > 1 esetén ∣∣ζ(σ)
∣∣3 · ∣∣ζ(σ + it)

∣∣4 · ∣∣ζ(σ + 2it)
∣∣ ≥ 1

avagy

(σ − 1) ·
∣∣∣∣(σ − 1) · ζ(σ)

∣∣∣∣3 · ∣∣∣∣ζ(σ + it)
σ − 1

∣∣∣∣4 · ∣∣ζ(σ + 2it)
∣∣ ≥ 1.

Indirekt tegyük fel, hogy ζ(1 + it) = 0; akkor lim
σ→1

ζ(σ + it)
σ − 1

= lim
σ→1

ζ(σ + it)− ζ(1 + it)
σ − 1

= ζ′(1 + it) véges

szám.
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Tétel
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Tétel

Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, σ ≥ 1 és |t | ≥ 3 esetén
∣∣ζ(σ + it)

∣∣ > A
(log |t |)a .

Biz. Választani fogunk egy σ1 = σ + d számot, 0 < d < 1.

Láttuk, hogy∣∣ζ(σ1)
∣∣3 · ∣∣ζ(σ1 + it)

∣∣4 · ∣∣ζ(σ1 + 2it)
∣∣ ≥ 1.

Triviális, hogy ζ(σ1) < 1 +

∫ ∞
1

dx
xσ1

= 1 +
1

σ1 − 1
≤ 1 +

1
d
<

2
d

.

Tudjuk, hogy
∣∣ζ(σ0 + 2it)

∣∣ < C1 log |t | és
∣∣ζ′(σ + it)

∣∣ < C2
(

log |t |
)2 (C1,C2 > 0).∣∣ζ(σ1 + it)

∣∣ ≥ ∣∣ζ(σ1)
∣∣−3/4∣∣ζ(σ1 + 2it)

∣∣−1/4
>

(
d
2

)3/4(
C1 log |t |

)−1/4
= C3

d3/4(
log |t |

)1/4 .

∣∣ζ(σ + it)
∣∣ ≥ ∣∣ζ(σ1 + it)

∣∣− ∫ σ1

σ

∣∣ζ′(x + it)
∣∣ dx > C3

d3/4(
log |t |

)1/4 − C2d
(

log |t |
)2
.

Feltételezhetjük, hogy C2 ≥ C3; egyébként C2-t szabadon növelhetjük.
A d-t úgy választjuk, hogy a második tag fele legyen az elsőnek:
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C3
d3/4(

log |t |
)1/4 = 2C2d

(
log |t |

)2
; d =

(C3/2C2)4(
log |t |

)9 < 1;

∣∣ζ(σ + it)
∣∣ > C2d

(
log |t |

)2
=

A(
log |t |

)7 .

1. Riemann-zeta függvény Komplex Függvénytan, plusz 1–2. előadás 2021. feb. 5. 14 / 31
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Következmény

σ ≥ 1, |t | ≥ 3 esetén ∣∣∣∣ζ′ζ (σ + it)
∣∣∣∣ < O

(
| log t |c

)
.

Biz. ∣∣∣∣ζ′ζ (σ + it)
∣∣∣∣ =

1∣∣ζ(σ + it)
∣∣ · ∣∣ζ′(σ + it)

∣∣ ≤ O
((

log |t |)a
)
·O
((

log |t |)2
)
.
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X2. Prímszámtétel
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Jelölések, definíciók

π(x) =
∑
p≤x

1;

li x =

∫ x

2

dt
log t

ϑ(x) =
∑
p≤x

log p = log

(∏
p≤x

p
)

(Csebisev-féle ϑ-függvény)

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n) = log lkkt
(
1, 2, . . . , [x ]

)
(Csebisev-féle ψ-függvény)

M(x) =
∑
n≤x

µ(n) (Mertens-féle M-függvény)

A prímszámtétel néhány ekvivalens formája

π(x) ∼ x
log x

; π(x) ∼ li x

ϑ(x) ∼ x ; ψ(x) ∼ x
M(x)

x
→ 0
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Együtthatóformula változatok

Ha X > 0, σ0 > 1, akkor

lim
T→∞

1
2Ti

∫ σ0+iT

σ0−iT
X s ds =

{
1 ha X = 1
0 ha X 6= 1;

lim
T→∞

1
2Ti

∫ σ0+iT

σ0−iT

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s ds = lim

T→∞

1
2Ti

∫ σ0+iT

σ0−iT

( ∞∑
n=1

Λ(n)

(
X
n

)s)
ds =

=
∞∑

n=1

Λ(n)

(
lim

T→∞

1
2Ti

∫ σ0+iT

σ0−iT

(
X
n

)s

ds
)

= Λ(X )

1
2πi

∫
Re s=σ0

X s

s
ds =


1 ha X > 1
1
2 ha X = 1
0 ha 0 < X < 1;

1
2πi

∫
Re s=σ0

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s

s
ds =

∑
n≤X

Λ(n) = ψ(X )

Előnye: pontosan ψ(X )-et állítja elő. Hátránya: feltételesen konvergens improprius integrált és szummát
kell felcserélni

1
2πi

∫
Re s=σ0

X s

s2 ds =

{
log x ha X ≥ 1,
0 ha 0 < X ≤ 1;

1
2πi

∫
Re s=σ0

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s

s2 ds =
∑
n≤X

Λ(n) · log
X
n

Előnye: abszolút konvergens. Hátránya: Nem pontosan ψ(X )-et, hanem egyfajta átlagát adja meg.
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Előnye: pontosan ψ(X )-et állítja elő. Hátránya: feltételesen konvergens improprius integrált és szummát
kell felcserélni

1
2πi

∫
Re s=σ0

X s

s2 ds =

{
log x ha X ≥ 1,
0 ha 0 < X ≤ 1;

1
2πi

∫
Re s=σ0

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s

s2 ds =
∑
n≤X

Λ(n) · log
X
n
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Előnye: pontosan ψ(X )-et állítja elő. Hátránya: feltételesen konvergens improprius integrált és szummát
kell felcserélni

1
2πi

∫
Re s=σ0

X s

s2 ds =

{
log x ha X ≥ 1,
0 ha 0 < X ≤ 1;

1
2πi

∫
Re s=σ0

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s

s2 ds =
∑
n≤X

Λ(n) · log
X
n
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Előnye: pontosan ψ(X )-et állítja elő. Hátránya: feltételesen konvergens improprius integrált és szummát
kell felcserélni

1
2πi

∫
Re s=σ0

X s

s2 ds =

{
log x ha X ≥ 1,
0 ha 0 < X ≤ 1;

1
2πi

∫
Re s=σ0

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s

s2 ds =
∑
n≤X

Λ(n) · log
X
n

Előnye: abszolút konvergens. Hátránya: Nem pontosan ψ(X )-et, hanem egyfajta átlagát adja meg.

X2. Prímszámtétel Komplex Függvénytan, plusz 1–2. előadás 2021. feb. 5. 19 / 31
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Lemma

Ha X > 0, σ0 > 0, akkor

1
2πi

∫
Re s=σ0

X s

s(s + 1)
ds =

1− 1
x

ha X ≥ 1,

0 ha 0 < X ≤ 1.

Biz. Egyenes szakasz helyett köríven integrálunk.

Ha 0 < X ≤ 1, akkor a jobb köríven

1
2πi

∫
Re s=σ0

X s

s(s + 1)
ds =

1
2πi

∫
X s

s(s + 1)
ds = O(1/R).

Ha X ≥ 1, akkor a bal köríven

1
2πi

∫
Re s=σ0

X s

s(s + 1)
ds =

= Res
s=0

X s

s(s + 1)
+ Res

s=−1

X s

s(s + 1)
+

1
2πi

∫
X s

s(s + 1)
ds =

= 1− 1
x

+ O(1/R).
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Lemma

Ha X > 0, σ0 > 1, akkor

1
2πi

∫
Re s=σ0

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s

s(s + 1)
ds =

∑
n≤X

(
1− n

X

)
Λ(n).

Biz. 1
2πi

∫
Re s=σ0

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s

s(s + 1)
ds =

1
2πi

∫
Re s=σ0

( ∞∑
n=1

Λ(n)

ns

)
X s

s(s + 1)
ds =

=
∞∑

n=1

(
Λ(n) · 1

2πi

∫
Re s=σ0

(X/n)s

s(s + 1)
ds
)

=
∞∑

n=1

Λ(n) ·

{
1− n

X
ha X

n ≥ 1,

0 ha 0 < X
n ≤ 1

=
∑
n≤X

Λ(n) ·
(

1− n
X

)
.

Megjegyzés

Legyen ψ1(X ) =
∑
n≤X

Λ(n) ·
(

1− n
X

)
. Ez a függvény éppen a ψ(X ) függvény Cesaro-átlaga:

1
X

∫ X

0
ψ(x) dx =

1
X

∫ X

0

(∑
n≤x

Λ(n)

)
dx =

∑
n≤X

Λ(n) · 1
X

∫ X

n
ψ(x) dx =

∑
n≤X

Λ(n) · X − n
X

.
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Prímszámtétel (Georg Friedrich Bernhard Riemann, Jacques Salomon Hadamard, Charles-Jean de la
Vallée Poussin)

lim
X→∞

ψ(X )

X
= 1.

Biz. Továbbra is legyen

ψ1(X ) =
∑
n≤X

Λ(n) ·
(

1− n
X

)
=

1
X

∫ X

0
ψ;

először azt a gyengébb állítást igazoljuk, hogy

lim
X→∞

ψ1(X )

X
=

1
2
.

Azt már láttuk, hogy ha X > 0, σ0 > 1, akkor

1
2πi

∫
Re s=σ0

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s

s(s + 1)
ds =

∑
n≤X

(
1− n

X

)
Λ(n) = ψ1(X );

X -szel elosztva,
ψ1(X )

X
=

1
2πi

∫
Re s=σ0

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s−1

s(s + 1)
ds.
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ψ1(X )

X
=

1
2πi

∫
Re s=σ0

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s−1

s(s + 1)
ds

Vegyünk egy T > 3 számot, és ehhez egy d = d(T )-t úgy, hogy a |t | ≤ T , σ ≥ 1−d
halmazon ζ 6= 0. Ezen kívül legyen U > T és X > 1 szintén tetszőleges.

Rögzített T , d ,X esetén a kék, lila és barna szakaszokon X s korlátos, ζ′

ζ
(s) =

O
(
(log |t |)a), az integrandus nagyságrendje legfeljebb O( (log |t|)a

t2 ). Emiatt az in-
tegrálok léteznek, sőt, ha U → ∞, akkor barna görbéken vett integrálok 0-hoz
tartanak (miközben konstansok), tehát a barna vonalakon az integrál 0.

A reziduumtétel miatt

ψ1(X )

X
=

1
2πi

∫
kék

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s−1

s(s + 1)
ds

= Res
s=1

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s−1

s(s + 1)
+

1
2πi

(∫
barna

+

∫
lila

+

∫
zöld

+

∫
bordó

)
.

Az ζ(s)-nek elsőrendű pólusa van az s = 1-ben, ezért Res
s=1

ζ′

ζ
(s) = −1, és

Res
s=1

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s−1

s(s + 1)
=

1
2
.

X2. Prímszámtétel Komplex Függvénytan, plusz 1–2. előadás 2021. feb. 5. 23 / 31
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Az ζ(s)-nek elsőrendű pólusa van az s = 1-ben, ezért Res
s=1

ζ′

ζ
(s) = −1, és

Res
s=1

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s−1

s(s + 1)
=

1
2
.

X2. Prímszámtétel Komplex Függvénytan, plusz 1–2. előadás 2021. feb. 5. 23 / 31
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A bordó szakaszon |
∫

bordó | < OT ,d (X−d ) (az ordó-konstans függ T -től és d-től is).
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ψ1(X )

X
=

1
2

+
1

2πi

(∫
barna

+

∫
lila

+

∫
zöld

+

∫
bordó

(
− ζ′

ζ
(s)

)
X s−1

s(s + 1)
ds
)
.

A lila szakaszokon |
∫

lila | < c
∫∞

T
(log t)a

t2 dt = O
( (log T )a

T

)
.

A zöld szakaszokon |X s−1| < 1, |
∫

zöld | < OT (d) (az ordó-konstans függ T -től).
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Most már tudjuk, hogy lim
X→∞

ψ1(X )

X
=

1
2

.

0 < A < B-re vizsgáljuk A · ψ1(A) és B · ψ1(B) különbségét:

B · ψ1(B)− A · ψ1(A) =
∑
n≤B

(B − n)Λ(n)−
∑
n≤A

(A− n)Λ(n) =
∑
n≤A

(B − A)Λ(n) +
∑

A<n≤B

(B − n)Λ(n).

A Λ(n) együtthatója az első összegben B − A; a második összegben (B − A)-ről indulva lineárisan lecseng
0-ig. A Λ(n) közben nemnegatív. Ezért,∑

n≤A

(B − A)Λ(n) ≤ B · ψ1(B)− A · ψ1(A) ≤
∑
n≤B

(B − A)Λ(n)

(B − A)ψ(A) ≤ B · ψ1(B)− A · ψ1(A) ≤ (B − A)ψ(B).
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(B − A)ψ(A) ≤ B · ψ1(B)− A · ψ1(A) ≤ (B − A)ψ(B).

Legyen 0 < δ < 1, és írjuk fel az előbbi becslést az ((1− δ)X ,X ) és az (X , (1 + δ)X ) párral is:

X · ψ1(X )− (1− δ)X · ψ1
(
(1− δ)X

)
≤ δX · ψ(X ) ≤ (1 + δ)X · ψ1

(
(1 + δ)X

)
− X · ψ1(X )

Osszunk δX 2-tel:

1
δ
· ψ1(X )

X
− (1− δ)2

δ
·
ψ
(
(1− δ)X

)
(1− δ)X

≤ ψ(X )

X
≤ (1 + δ)2

δ
·
ψ1
(
(1 + δ)X

)
(1 + δ)X

− 1
δ
· ψ1(X )

X

Most X →∞: 1
δ
· 1

2
− (1− δ)2

δ
· 1

2
≤ lim inf

X→∞

ψ(X )

X
≤ lim sup

X→∞

ψ(X )

X
≤ (1 + δ)2

δ
· 1

2
− 1
δ
· 1

2

1− δ

2
≤ lim inf

X→∞

ψ(X )

X
≤ lim sup

X→∞

ψ(X )

X
≤ 1− δ

2
.

Végül δ → +0:
1 ≤ lim inf

X→∞

ψ(X )

X
≤ lim sup

X→∞

ψ(X )

X
≤ 1,

vagyis
lim

X→∞

ψ(X )

X
= 1.

KÉSZ.
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Legyen 0 < δ < 1, és írjuk fel az előbbi becslést az ((1− δ)X ,X ) és az (X , (1 + δ)X ) párral is:

X · ψ1(X )− (1− δ)X · ψ1
(
(1− δ)X

)
≤

δX · ψ(X )

≤ (1 + δ)X · ψ1
(
(1 + δ)X

)
− X · ψ1(X )

Osszunk δX 2-tel:

1
δ
· ψ1(X )

X
− (1− δ)2

δ
·
ψ
(
(1− δ)X

)
(1− δ)X

≤ ψ(X )

X
≤ (1 + δ)2

δ
·
ψ1
(
(1 + δ)X

)
(1 + δ)X

− 1
δ
· ψ1(X )

X

Most X →∞: 1
δ
· 1

2
− (1− δ)2

δ
· 1

2
≤ lim inf

X→∞

ψ(X )

X
≤ lim sup

X→∞

ψ(X )

X
≤ (1 + δ)2

δ
· 1

2
− 1
δ
· 1

2

1− δ

2
≤ lim inf

X→∞

ψ(X )

X
≤ lim sup

X→∞

ψ(X )

X
≤ 1− δ

2
.

Végül δ → +0:
1 ≤ lim inf

X→∞

ψ(X )

X
≤ lim sup

X→∞

ψ(X )

X
≤ 1,

vagyis
lim

X→∞

ψ(X )

X
= 1.

KÉSZ.

X2. Prímszámtétel Komplex Függvénytan, plusz 1–2. előadás 2021. feb. 5. 26 / 31
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ψ(X )

X
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ψ(X )

X
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vagyis
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X→∞

ψ(X )

X
= 1.
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Ha igaz a Riemann-sejtés ...?

... akkor a lila-zöld-bordó töröttvonal helyett a Re s = 1
2 + ε egyenesen is integrálhatunk, ahol az integrál

nagyságrendje O(X
1
2 +ε).

A prímszámtétel néhány hibatagos alakja, ha a Riemann-sejtés igaz:

ψ(X ) = X + O
(√

X log2 X
)
;

π(X ) = li X + O
(√

X log X
)
.
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És ha nem igaz a Riemann-sejtés ...?

Ahol ζ(s) = 0, ott ζ
′

ζ
-nak pólusa van, és minden egyes ilyen pólus ad egy X -hatvány nagyságrendű plusz

hibatagot.

Az összes reziduum öszegéből kapható az "explicit" formula:

ψ0(X ) = X −
∑
ρ

Xρ

ρ
− log(2π)− 1

2
log(1− X−2).

Ha X nem egész, akkor ψ0(X ) = ψ(X ); ha X egész, akkor ψ0(X ) =
∑

n<X
Λ(n) + 1

2 Λ(X ).

A szumma a 0 < σ < 1 sávba eső, a képzetes rész szerint rendezett gyökökön fut végig.

Felismerhetjük, hogy

Res
s=1

(
− ζ′

ζ
(s) · X s

s

)
= X

és ha ρ gyöke ζ(s)-nek, akkor

Res
s=ρ

(
− ζ′

ζ
(s) · X s

s

)
= −Xρ

ρ
.
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A Riemann-sejtéstől függetlenül?

de la Vallée Poussin, 1899:

ζ(s) 6= 0, ha σ > 1−
C

log |t |

ψ(X) = X + O
(

Xe−a
√

log X
)

π(X) = li X + O
(

Xe−b
√

log X
)

... Hardy, Littlewood, Weyl, Vinogradov, ...

Vinogradov, 1958:

ζ(s) 6= 0, ha σ > 1−
C

(log |t |)2/3(log log |t |)1/3

ψ(X) = X + O
(

Xe−a(log X)3/5(log log X)1/5)
π(X) = li X + O

(
Xe−b(log X)3/5(log log X)1/5)

X2. Prímszámtétel Komplex Függvénytan, plusz 1–2. előadás 2021. feb. 5. 29 / 31
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Bővebben:

E. Landau: Handbuch Der Lehre Von Der Verteilung Der Primzahlen

K. Prachar: Primzahlverteilung

I. M. Vinogradov – A. A. Karatsuba: The method of trigonometric sums in number theory

Analitikus számelmélet kurzus
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