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Az Euler—-Riemann féle ¢ fliggvény

Definicio

Res > 1 esetén

Hagyomanyosan Re s = o, Im s = t vagyis s = o + it.
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Az Euler—-Riemann féle ¢ fliggvény

Definicio

Res > 1 esetén

Hagyomanyosan Re s = o, Im s = t vagyis s = o + it.

A sor abszolut konvergens, az 6sszegfliggvény holomorf.
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Az Euler—-Riemann féle ¢ fliggvény

Definicio

Res > 1 esetén

Hagyomanyosan Re s = o, Im s = t vagyis s = o + it.

A sor abszolut konvergens, az 6sszegfliggvény holomorf.

oo
Biz. Ha o9 > 1, akkor a o > o¢ félsikban E prens kdzds konvergens majorans.
n=1
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Az Euler—-Riemann féle ¢ fliggvény

Definicio

Res > 1 esetén

Hagyomanyosan Re s = o, Im s = t vagyis s = o + it.

A sor abszolut konvergens, az 6sszegfliggvény holomorf.

oo
Biz. Ha o9 > 1, akkor a o > o¢ félsikban E prens kdzds konvergens majorans.
n=1

Re s > 1 esetén

C(e)==-> &

nS
n=1
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Tétel (Euler-szorzat)

Res > 1esetén ((s) =[] -—
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Tétel (Euler-szorzat)
1

Res>1esetén§(s):H1_i.
P p°
Biz. A lényeg: ha 2 > N, akkor
1 1 1 _ 1 1 shanv tovabbi 1 t
+...+‘% =1+ o5 + 35 T+ s + Néhany tovébbi — tag.

(1 5+

p<N

2021. feb. 5. 4/31

Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas

1. Riemann-zeta fliggvény



Tétel (Euler-szorzat)

1

Res > 1esetén ¢(s) = [ |
P

1—pS

Biz. A lényeg: ha 2 > N, akkor

H<1+l+i+,,_+i):1+ L +l+ +L+néhénytovébbi%tag.

it ps p25 sz 3s Ns
Vs Ve>0 N Zla<s
n=Np-+1
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Tétel (Euler-szorzat)
1

Res>1esetén§(s)=H1_i.
P p°
Biz. A lényeg: ha 2 > N, akkor
1 1 1 _ 1 1 shanv tovabbi 1 t
+...+‘% =1+ o5 + 35 T+ s + Néhany tovébbi — tag.

1+ — + =
;E\I< ps p25
1
¥s Ve>0 3No D - <e
n=Np-+1
1 1 1 1 =

H<1+E++%)_(1+§++W)‘S Z n7<€
p<N

YN>No YK>N

Vs Ve >0 3Ny(s,¢)
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Tétel (Euler-szorzat)

1

Res > 1 esetén C(s):l_[1 —.
p - P

Biz. A lényeg: ha 2 > N, akkor
1 1 1 1 1 1 - . 1
11 <1+E+@+M+W) =1+ 55+ 35 -+ s + Néhany tovabbi — tag.

p<N
oo

Vs Ve>0 3Ng »_ %<e

n=Np-+1
1 1 1 1 >
II<1+B;h”+ﬁg)—(1+—ﬁnu+ﬂﬁ)‘S Y. e <e

p<N
1 ] 1
H1_i* +og et g
p<N p*

Vs Ve>0 3No(s,e) YN>No VK>N

K— oo Vs Ve >0 3No(s,e) VYN>Ny(s,e)
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Tétel (Euler-szorzat)

1

Res > 1 esetén C(s):l_[1 —.
p - P

Biz. A lényeg: ha 2 > N, akkor
1 1 1 1 1 1 - . 1
11 <1+E+@+M+W) =1+ 55+ 35 -+ s + Néhany tovabbi — tag.

p<N
oo

Vs Ve>0 3Ng »_ %<e

n=Np-+1
1 1 1 1 >
I1 <1+E+...+%)—(1+—+...+W)‘ < D, 5 <e

Vs Ve>0 3No(s,e) YN>No VK>N

p<N
1 1 1
K— oo Vs Ve >0 3No(s,e) VYN>Ny(s,e) H1_i—(1+§+...+—s) <e
p<N p*
1
N — oo : vs ve>0 |]] ——((s)|<e
p 1_F
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Tétel (Euler-szorzat)

Res>1esetén§(s):1_[1 ! —.

P p°

Biz. A lényeg: ha 2 > N, akkor

1 1 1 _ 1 1 1 “hi ,bb.1
11 1+E+@+M+W =1+ 55+ 35 -+ s + Néhany tovabbi — tag.
p<N

e}

Vs Ve>0 3Ng »_ 1.

o
n=Np-+1

1 1 1 1 =
H<1+E++%)—(1+§++W)‘S Z n7<€

Vs Ve>0 3No(s,e) YN>No VK>N

p<N n=Np-+1
1
K— oo Vs Ve >0 3No(s,e) VYN>Ny(s,e) H1_1i—(1+%+...+—s) <e
p<N p*
N — oo : vs ve>0 |]] 11 —((8)| <e
1— 5%
P p
0: Vs —((s)| =0.
g — 1211_# C()
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Kovetkezmények
Re s > 1 esetén

1 1 = u(n)
- = —_— = N 0.
ope!! (- %) LG T o7
1
|°g<(s) = ZZ k- pks
p k=1
! . lo

T =-> Ef

¢ o P
Ezek a sorok mind lokalisan egyenletesen konvergensek.
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Kévetkezmények

Res > 1 esetén .
L:H(1 —%> :z”gg’); = ((s)#0.
P

Ezek a sorok mind lokalisan egyenletesen konvergensek.

Jel6lés: von Mangoldt fliggvény

_ Ak
A(n) = {Iogp han=p

0 egyébként
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Kévetkezmények

Res > 1 esetén .
L:H(1 —%> :z”gg’); = ((s)#0.
P

Ezek a sorok mind lokalisan egyenletesen konvergensek.

Jel6lés: von Mangoldt fliggvény

_ Ak
A(n) = {Iogp han=p

0 egyébként

Ezzel a fuggvénnyel

_Q/(S) = Z /\(n).

Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas
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Kiterjesztés az egész sikra

A ((s) fuggvény kiterjeszthetd az egész sikra, kivéve az s = 1 pontot, ahol
elsérendll pélusa van 1 reziduummal.
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Kiterjesztés az egész sikra

A ((s) fuggvény kiterjeszthetd az egész sikra, kivéve az s = 1 pontot, ahol
elsérendll pélusa van 1 reziduummal. Egy lehetséges kiterjesztés:
0 >
v \\/

=" [ g s
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Kiterjesztés az egész sikra

A ((s) fuggvény kiterjeszthetd az egész sikra, kivéve az s = 1 pontot, ahol
elsérendll pdlusa van 1 reziduummal. Egy lehetséges kiterjesztés:
0 ~
v \\/

2ri eZz—-1

(9 ="02 [ 2w (52

A fliggvényegyenlet

A ¢ figgvénynek van egy meglepd szimmetridja: az
9)="r(5)<to)

fliggvényre igaz, hogy (1 — s) = £(s) és £(1 —5) = £(s).

v
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Kiterjesztés az egész sikra

A ((s) fuggvény kiterjeszthetd az egész sikra, kivéve az s = 1 pontot, ahol
elsérendll pdlusa van 1 reziduummal. Egy lehetséges kiterjesztés:
0 ~
v \\/

2ri eZz—-1

(9 ="02 [ 2w (52

A fliggvényegyenlet

A ¢ figgvénynek van egy meglepd szimmetridja: az
9)="r(5)<to)
fliggvényre igaz, hogy (1 — s) = £(s) és £(1 —5) = £(s).

AT (s/2)-nek egyszeres pélusa van a negativ paros egész helyeken; tehat ott a ((s)-nek egyszeres gydke
van; ezek a ¢ figgveény "trivialis" gyokei.

v
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Kiterjesztés az egész sikra

A ((s) fuggvény kiterjeszthetd az egész sikra, kivéve az s = 1 pontot, ahol
elsérendll pdlusa van 1 reziduummal. Egy lehetséges kiterjesztés:
0 ~
v \\/

2ri eZz—-1

(9 ="02 [ 2w (52

A fliggvényegyenlet

A ¢ figgvénynek van egy meglepd szimmetridja: az
9)="r(5)<to)

fliggvényre igaz, hogy (1 — s) = £(s) és £(1 —5) = £(s).

AT (s/2)-nek egyszeres pélusa van a negativ paros egész helyeken; tehat ott a ((s)-nek egyszeres gydke
van; ezek a ¢ figgveény "trivialis" gyokei.

A £(s) értékei a Re s = § egyenesen tisztan valosak. Ebbdl sejtette Riemann, hogy a nemtrivialis gyokok mind
ezen az egyenesen vannak.

v
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flomma

(a) Barmely pozitiv egész N és o > 1 esetén

>~ 1 N~ > {x
I AL
n=N+1 N
(b) Specialisan, N = 1 esetén
S R Lol '
E=g=g+1-5] 57
.
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Lemma
(a) Barmely pozitiv egész N és o > 1 esetén

iigl::NFS_s/W{n

o n  s—1 N xSt

(b) Specialisan, N = 1 esetén .
g(s):;ﬁ—H—s[ iﬁ

Biz.

o 1 = d([x] - N)
P

n=N-1 N
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Lemma
(a) Barmely pozitiv egész N és o > 1 esetén

oo e N
n_ZNﬁ,Js: 21—1 _S/N iﬁ dx.
(b) Specialisan, N = 1 esetén
()= g+ ‘3/100 1 ax.
Biz. . . d([x] N) - ) |
n:ZNﬂis :/N o [[X]X: ]N —/N ([X]—N)d(;)
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Lemma

(a) Barmely pozitiv egész N és o > 1 esetén

=1 N'—s < {x}
Z 525—1_8/,\, xSt dx.

n=N-1

(b) Specialisan, N = 1 esetén

1 oo
g(s):Sﬁ—H—s[ iﬁ dx.

Biz.
n§1;_/lvoo d([X]XS—N) _ {[X]XZ N]N _/Noo ([X]_N)d(%)

= —/NOO (x —{x} - N) (—sx " dx)
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(a) Barmely pozitiv egész N és o > 1 esetén

=1 N'—s < {x}
2 525—1_8/,\, xort X

n=N-1

(b) Specialisan, N = 1 esetén
_ 1 _ [T Ax
C(S)—Sﬁ'i“' S[ XSH dx.

Biz.
£ 5[ [
- _/Noo (X — g N) H(=sx T dx) = S/NDO X7 dx — s/N°° x5 {x}dx — NS/NOO 1 dx
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(a) Barmely pozitiv egész N és o > 1 esetén

(oo}

n=N-1

(b) Specialisan, N = 1 esetén

1 oo
g(s)zsf1—i—1—s/1

1
> %-

N1—s e} {X}

LSRRy o W
{x}
o dx.

Biz.

o~ 1 _ [dlK=N)
O

n=N-1

(M, ()

:—/NOO (X—{X}—N) (—sx! dx):s/lvooxfsdx_s/ooxfsq '{X}dX—Ns/NOOx*S*1 »

N

-5 N"st“sfs/ x5 {x} dx
N

s—1
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(a) Barmely pozitiv egész N és o > 1 esetén

(oo}

n=N-1

(b) Specialisan, N = 1 esetén

1 oo
g(s)zsf1—i—1—s/1

1
> %-

N1—s e} {X}

LSRRy o W
{x}
o dx.

Biz.

o~ 1 _ [dlK=N)
O

n=N-1

(M, ()

:—/NOO (X—{X}—N) (—sx! dx):s/lvooxfsdx_s/ooxfsq '{X}dX—Ns/NOOx*S*1 »

-5 N"st“sfs/ x’5’1-{x}dx:N
N s

s—1
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Tétel (kiterjesztés a jobb félsikra)

A ((s) fuggvény holomorfan kiterjesztheté a jobb félsikra az s = 1 pont kivételével, ahol elsérendii pélusa van
1 reziduummal.
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Tétel (kiterjesztés a jobb félsikra)

A ((s) fuggvény holomorfan kiterjesztheté a jobb félsikra az s = 1 pont kivételével, ahol elsérendii pélusa van
1 reziduummal.

Biz. A Lemma szerint barmely N pozitiv egész és o > 1 esetén
oo N

<(s)=Zf+Z,:s Sty s

n=1 n=N-+1
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Tétel (kiterjesztés a jobb félsikra)

A ((s) fuggvény holomorfan kiterjesztheté a jobb félsikra az s = 1 pont kivételével, ahol elsérendii pélusa van
1 reziduummal.

Biz. A Lemma szerint barmely N pozitiv egész és o > 1 esetén

0o N
1 1 N1 s * {3y
<<s>=Z*+ > T s —s | e d
n=1 n=N-+1 n=1 N

” . s . . I < dx . .
Tetszbleges o¢ > 0 esetén, a o > oy félsikban az integralt egyenletesen majoralja az / Yoot integral,
N

tehat egy holomorf fliggvényt allit eld.
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Tétel (kiterjesztés a jobb félsikra)

A ((s) fuggvény holomorfan kiterjesztheté a jobb félsikra az s = 1 pont kivételével, ahol elsérendii pélusa van
1 reziduummal.

Biz. A Lemma szerint barmely N pozitiv egész és o > 1 esetén

=) N

(s) = Zf+2,:s St T

n=1 n=N+1

” . s . . I < dx . .
Tetszbleges o¢ > 0 esetén, a o > oy félsikban az integralt egyenletesen majoralja az / Yoot integral,
N

tehat egy holomorf fliggvényt allit eld.
A jobboldalon &ll6 képlet a jobb félsikon holomorf, kivéve az s = 1 pontot, ahol a reziduum N° = 1.
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Tétel (kiterjesztés a jobb félsikra)

A ((s) fuggvény holomorfan kiterjesztheté a jobb félsikra az s = 1 pont kivételével, ahol elsérendii pélusa van
1 reziduummal.

Biz. A Lemma szerint barmely N pozitiv egész és o > 1 esetén

=) N

(s) = Zf+2,:s St T

n=1 n=N+1

” . s . . I < dx . .
Tetszbleges o¢ > 0 esetén, a o > oy félsikban az integralt egyenletesen majoralja az / Yoot integral,
N

tehat egy holomorf fliggvényt allit eld.
A jobboldalon &ll6 képlet a jobb félsikon holomorf, kivéve az s = 1 pontot, ahol a reziduum N° = 1.

(A kiterjesztés nem fligg attél, hogy melyik N-et valasztjuk.)
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Mese: A Y - sor viselkedése

1 N > {x 1 1 o _itlo = {x
g(s):2f+ — _SN {}dX:ZE+S_1'N1 _eugN_sN isj dx (o >0)

v

1. Riemann-zeta fiiggvén: Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 9/31
ggveny



Mese: A Y - sor viselkedése

1 N > {x 1 1 o _itlo = {x
g(s):2f+ — _SN {}dX:ZE+S_1'N1 _eugN_sN isj dx (o >0)

@ Az utolsé integral 0-hoz tart.

v
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Mese: A Y - sor viselkedése

1 N > {x 1 1 o _itlo = {x
g(s):2f+ — _SN {}dxzzﬁ+s_1'N1 _emgN_sN )‘Esjdx (0 >0)
@ Az utolsé integral 0-hoz tart.

@ Hao > 1, akkoraz N'=5 = N'—7 . gltleN
sorozat egy spiral mentén halad befelé.

v
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Mese: A Y - sor viselkedése

_ & N oo

C(S)=Zl+ N1_s -5/ {x dx:Z%—k 311 -N'77 g _ g : i:(j dx (0>0)

@ Az utolsé integral 0-hoz tart.

@ Hao > 1, akkoraz N'=5 = N'—7 . gltleN
sorozat egy spiral mentén halad befelé.

@ Hao =1, akkor az N'~% = ¢’ '*eV
sorozat egy kor keriiletén halad kérbe.

v
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Mese: A Y - sor viselkedése

g(s):zl+ N1_s -s Noo {x} dx:Z%jL 311 N gltleeN _ g Noo i:(j dx (o >0)

@ Az utolsé integral 0-hoz tart.

@ Hao > 1, akkoraz N'=5 = N'—7 . gltleN
sorozat egy spiral mentén halad befelé.

@ Hao =1, akkor az N'~% = ¢’ '*eV
sorozat egy kor keriiletén halad kérbe.

@ Hao < 1, akkoraz N'=% = N'~7 . gitloeN
sorozat egy spiral mentén halad kifelé.

v
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Mese: A Y - sor viselkedése

g(s):zl+ N1_s -s Noo {x} dx:Z%jL 311 N gltleeN _ g Noo i:(j dx (o >0)

@ Az utolsé integral 0-hoz tart.

@ Hao > 1, akkoraz N'=5 = N'—7 . gltleN
sorozat egy spiral mentén halad befelé.

@ Hao =1, akkor az N'~% = ¢’ '*eV
sorozat egy kor keriiletén halad kérbe.

@ Hao < 1, akkoraz N'=% = N'~7 . gitloeN
sorozat egy spiral mentén halad kifelé.

1

Az 75 és iy tagok kdzotti sz8g:

t
arg ﬁ—arg X = —tlog(n+1)+tlogn ~ -

v

1. Riemann-zeta fiiggvény Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 9/31



Mese: A Y - sor viselkedése

= {x} 1 1 1—o _itlogN = {x}
-5/ dX—ZE+S_1'N .gtlEN _ g e dx (o>0)

@ Az utolsé integral 0-hoz tart.

@ Hao > 1, akkoraz N'=5 = N'—7 . gltleN
sorozat egy spiral mentén halad befelé.

@ Hao =1, akkor az N'~% = ¢’ '*eV
sorozat egy kor keriiletén halad kérbe.

@ Hao < 1, akkoraz N'=% = N'~7 . gitloeN
sorozat egy spiral mentén halad kifelé.

Az 75 és iy tagok kdzotti sz8g:

t
arg ﬁ—arg X = —tlog(n+1)+tlogn ~ -

Amig n < |t|, a tagok iranya latszélag 6ssze-
vissza ugral. Amikor n és t nagysagrendje
hasonl6, a részletdsszegek szép sima gorbe
darabok mentén haladnak.

v
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Ao > 3, |t| > 3 halmazon

1
2
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Ao >

, [t| > 3 halmazon

1 N'-s < fx
C(S):ZE+S_1*S/N )J(£5+}1 dx.

1. Riemann-zeta fiiggvén: Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eléadas 2021. feb. 5. 10/31
ggveny



Ao > 3, |t| > 3 halmazon

1
2

Biz. Legyen N = [?]. A kiterjesztés szerint

1 N'-s < fx
C(S):ZE+S_1*S/N )J(£5+}1 dx.

n<t2

Aijgl, dx
N |)(S+1‘

N1fs
< + 8]
s—1

1. Riemann-zeta fiiggvén: Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eléadas 2021. feb. 5.
ggveny
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Ao > 3, |t| > 3 halmazon

1
2

1 NS >
C(S):Zner — S/N is)ir};dx

= {x}
+lsl [ 7 prax< S wisl [0

N1s
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Ao > 3, |t| > 3 halmazon

1
2

1 NS >
C(S):Zner — S/N is)ir};dx

N1 s oo
‘C(S)—Z +| \/ |)ES+}1‘dx |3|/ W:
n<t2
N1—a |S|
|t] aNe
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Ao > 3, |t| > 3 halmazon

1
2

1 NS >
C(S):Zner — S/N is)ir};dx

= {x} _
| lsl [ i e Bt [ -

N7 g \t|2““’)+ o+t
It] oNe It] oV — 1

N1s
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Ao > 3, |t| > 3 halmazon

1
2

1 NS >
C(S):Zner — S/N is)ir};dx

n<t2
N1 s oo
o= X | < 5| sl s B is [ =
n<t2
N'= s |¢[2(1 =) o+t 1 1
= + < + <1+ + = 0(1).
|t] oNe |t] oVit2 —1 V2 —1 0\/1—l )
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Tetszbleges C > 0-ra [t| > 3, 0 > max <1 — &, 0) esetén

(@) ¢(s)=0O(logl|t]);  (b) ¢(s)= O(log®|t]).
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Tetszbleges C > 0-ra [t| > 3, 0 > max <1 — &, 0) esetén

(@) ¢(s)=0O(logl|t]);  (b) ¢(s)= O(log®|t]).

Biz. (a)
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Tetszbleges C > 0-ra [t| > 3, 0 > max <1 — &, 0) esetén

(@) ¢(s)=0O(logl|t]);  (b) ¢(s)= O(log®|t]).

Biz. (a)

_ _ e(170) logn 1

ne n
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Tetszbleges C > 0-ra [t| > 3, 0 > max <1 — &, 0) esetén

(@) ¢(s)=0O(logl|t]);  (b) ¢(s)= O(log®|t]).

Biz. (a)

_ 1 1
_729(1 a)logn.7<ec.7
ne n n

1. Riemann-zeta fiiggvény Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eléadas 2021. feb. 5. 11/31



Tetszbleges C > 0-ra [t| > 3, 0 > max (1 — &, 0) esetén

(@) <(s)=O0(oglt]);  (b) ¢(s)=O(log?|t]).

Biz. (a)
A1 g-oeen 1 o 1
ns ne n n
1
€9l = |3 5+ o)
n<t2
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Tetszbleges C > 0-ra [t| > 3, 0 > max (1 — ﬁ, 0) esetén

(@) <(s)=O0(oglt]);  (b) ¢(s)=O(log?|t]).

Biz. (a)
1 1 1 1
| = _ (170)Iogn.7 C.,
ns ne € n <€ n
1 1
[<(s)| = ZE+O(1)’ < eCZE+O(1):
n<t2 n<t2
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Tetszbleges C > 0-ra [t| > 3, 0 > max (1 — ﬁ, 0) esetén

(@) <(s)=O0(oglt]);  (b) ¢(s)=O(log?|t]).

Biz. (a)
TV 1 -oyegn 1 c 1
o n<¢'n
1 1
<(s)] = ZE+O(1)’ge025+0(1):ouog|t|).
n<t2 n<t2
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Tetszbleges C > 0-ra [t| > 3, 0 > max (1 — &, 0) esetén

(@) <(s)=O0(oglt]);  (b) ¢(s)=O(log?|t]).

Biz. (a)
A1 g-oeen 1 o 1
ns| ne n n
[<(s)| = Z — +O(1 ’ <ef Z + O(1) = O(log |t]).
n<t2 n<t2
—1_C+2 . C+2 . . . .
A T gl (b) Elég |f| > e~ esetén bizonyitani.
Ao >1-— tartomanyon |¢(s)| < O(log|t|). Ez a tartoméany tartalmazza a

log ||

|
:
! —
.: B(s,1/log|t|) kérlemezt.
|
|
|
|
|
I

0 3l

1. Riemann-zeta fiiggvény Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 11/31
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Tetszbleges C > 0-ra [t| > 3, 0 > max (1 — &, 0) esetén

(a) ¢(s)=Ollog|t]);  (b) ¢'(s)= O(log”|t]).

Biz. (a)
A1 g-oeen 1 o 1
ns| ne n n
[<(s)| = Z — +O(1 ’ <ef Z + O(1) = O(log |t]).
n<t2 n<t2
—1_C+2 . C+2 . . . .
A T gl (b) Elég |f| > e~ esetén bizonyitani.
Ao >1-— tartomanyon |¢(s)| < O(log|t|). Ez a tartoméany tartalmazza a

log ||

|
:
! —
.: B(s,1/log|t|) kérlemezt.
|
|
|
|
|
I

A derivaltra vonatkoz6 Cauchy-formulabdl

1 ((w)
2 ], (7

log [1]

I¢'(s)] =

A,
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Tetszbleges C > 0-ra [t| > 3, 0 > max (1 — &, 0) esetén

(a) ¢(s)=Ollog|t]);  (b) ¢'(s)= O(log”|t]).

Biz. (a)
A1 g-oeen 1 o 1
ns| ne n n
[<(s)| = Z — +O(1 ’ <ef Z + O(1) = O(log |t]).
n<t2 n<t2
—1_C+2 . C+2 . . . .
A T gl (b) Elég |f| > e~ esetén bizonyitani.
Ao >1-— tartomanyon |¢(s)| < O(log|t|). Ez a tartoméany tartalmazza a

log ||

|
:
! —
.: B(s,1/log|t|) kérlemezt.
|
|
|
|
|
I

A derivaltra vonatkoz6 Cauchy-formulabdl

1 (w) [¢(w)]
%/ N — 7 dw max

- 1 (W*S)2 |w s|= |W*S|
og 1]

I¢'(s)] =

Iog

A,
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Tetszbleges C > 0-ra [t| > 3, 0 > max (1 — &, 0) esetén

(a) ¢(s)=Ollog|t]);  (b) ¢'(s)= O(log”|t]).

Biz. (a)
A1 g-oeen 1 o 1
ns| ne n n
[<(s)| = Z — +O(1 ’ <ef Z + O(1) = O(log |t]).
n<t2 n<t2
—1_C+2 . C+2 . . . .
A T gl (b) Elég |f| > e~ esetén bizonyitani.
Ao >1-— tartomanyon |¢(s)| < O(log|t|). Ez a tartoméany tartalmazza a

|

|

I B log |f]
.: B(s,1/log|t|) kérlemezt.
|
|
|
|
|
I

A derivaltra vonatkoz6 Cauchy-formulabdl

1 {(w) [S(w)| >
ﬁ/IHI: e LR O(log? ).

log [1] log Tt

I¢'(s)] =

A,
1. Riemann-zeta fiiggvény Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 11/31




3+ 4cosx + cos2x > 0.
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3+ 4cosx + cos2x > 0.

Biz.
3 +4cosx +cos2x =3+ 4cosx + (2cos” x — 1) = 2(1 — cos x)? > 0.
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3+ 4cosx + cos2x > 0.

Biz.
3 +4cosx +cos2x =3+ 4cosx + (2cos” x — 1) = 2(1 — cos x)? > 0.

o > 1 esetén

@) o + it)[*- [¢(o +2it)] > 1.
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3+ 4cosx + cos2x > 0.

Biz.
3 +4cosx +cos2x =3+ 4cosx + (2cos” x — 1) = 2(1 — cos x)? > 0.

o > 1 esetén

@) o + it)[*- [¢(o +2it)] > 1.

Biz.
3log |¢(a)| + 4log [C(o + it)| + log |¢(o + it)|
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3+ 4cosx + cos2x > 0.

Biz.
3 +4cosx +cos2x =3+ 4cosx + (2cos” x — 1) = 2(1 — cos x)? > 0.

o > 1 esetén

@) o + it)[*- [¢(o +2it)] > 1.

Biz.
3log |¢(a)| + 4log [C(o + it)| + log |¢(o + it)|

= 3Relog((c) +4Relog((o + it) + Relog (o + it)
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3+ 4cosx + cos2x > 0.

Biz.
3 +4cosx +cos2x =3+ 4cosx + (2cos” x — 1) = 2(1 — cos x)? > 0.

o > 1 esetén

@) o + it)[*- [¢(o +2it)] > 1.

Biz.
3log |¢(a)| + 4log [C(o + it)| + log |¢(o + it)|

= 3Relog((c) +4Relog((o + it) + Relog (o + it)

_SReZZk +4RCZZK pk(a+lt + CZZK pka+2lt
p

p k=1
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3+ 4cosx + cos2x > 0.

Biz.
3 +4cosx +cos2x =3+ 4cosx + (2cos” x — 1) = 2(1 — cos x)? > 0.

o > 1 esetén

@) o + it)[*- [¢(o +2it)] > 1.

Biz.
3log |¢(a)| + 4log [C(o + it)| + log |¢(o + it)|

= 3Relog((c) +4Relog((o + it) + Relog (o + it)

:SReZZk.pkU +4ReZZW+ReZZW
P p k=1

P k=t

= Z Z X .1pka <3 + 4 cos(kt log p) + cos(2kt Iogp)) > 0.
P
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t # 0 esetén

C(1+it) #0.
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t # 0 esetén

C(1+it) #0.

Biz. Lattuk, hogy o > 1 esetén
1<@)°- <o+ it)|* - [¢(o + 2it)] > 1
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t # 0 esetén

C(1+it) #0.

Biz. Lattuk, hogy o > 1 esetén
1<@)°- <o+ it)|* - [¢(o + 2it)] > 1

avagy
4

(c—1)-{(c —1)-C¢(o0) -|C(a+2it)|21.

GRS
o—1
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t # 0 esetén

C(1+it) #0.

Biz. Lattuk, hogy o > 1 esetén
1<@)°- <o+ it)|* - [¢(o + 2it)] > 1

avagy
4

(c—1)-{(c —1)-C¢(o0) -|C(a+2it)|21.

GRS
o—1

i Indirekt tegyUk fel, hogy ¢(1 + it) = 0; akkor lim

o—1 O — o—1 o—1
szam.

1. Riemann-zeta fliggvény Komplex Fliggvénytan, plusz 1-2. eléadas

Clo+it)y _ . Clo+it)=C(1+it) _
1

¢'(1 + it) véges

2021. feb. 5. 13/31



t # 0 esetén

C(1+it) #0.

Biz. Lattuk, hogy o > 1 esetén
1<@)°- <o+ it)|* - [¢(o + 2it)] > 1

avagy
4

(c—1)-{(c —1)-C¢(o0) -|C(a+2it)|21.

GRS
o—1

i Indirekt tegyUk fel, hogy ¢(1 + it) = 0; akkor lim o+ 1) = lim o+ 1) = ¢ +1) = ¢'(1 4+ it) véges

o—1 O — o—1 o—1

(o= 1)) = 1.

szam.

A ¢(s)-nek elsbrendii pélusa van s = 1-ben 1 reziduummal, ezért |ir1n
o—1+
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t # 0 esetén

C(1+it) #0.

Biz. Lattuk, hogy o > 1 esetén
1<@)°- <o+ it)|* - [¢(o + 2it)] > 1

avagy .
(c—1)-{(c —1)-C¢(o0) -|C(a+2it)|21.

GRS
o—1

= ¢'(1 4+ it) véges

! Indirekt tegyiik fel, hogy ¢(1 + it) = 0; akkor lim M _ i Slo i) = (1 + 1)

o—1 O — o—1 o—1

m (o = 1)¢(0)) = 1.

li
oc—

szam.
A ((s)-nek elsérendii pélusa van s = 1-ben 1 reziduummal, ezért

Tehat a o — 1 + 0 hataratmenetbdl

(@—1) - (0—1).4(0)‘3 : ’%‘ - ¢o+2i)] >
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t # 0 esetén

C(1+it) #0.

Biz. Lattuk, hogy o > 1 esetén
1<@)°- <o+ it)|* - [¢(o + 2it)] > 1

avagy
3 o |4
(c—=1)-{(c—1)-L(o)| - ‘% . |C(a+2it)| >1.
i Indirekt tegy(ik fel, hogy ¢(1 + it) = 0; akkor Jim @ = lim o+ i12 — 5(1 i ¢'(1 + it) véges

szam.
A ((s)-nek elsérendii pélusa van s = 1-ben 1 reziduummal, ezért Iir1n+O (o — 1)((0)) =1.
o—

Tehat a o — 1 + 0 hataratmenetbdl

oy 14

(c—1) - (0—1).4(0)‘3 : ’%‘ (e +2it)] > 1
1

0 1 I+ i < +2it) > 1

1. Riemann-zeta fiiggvény Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 13/31



t # 0 esetén

C(1+it) #0.

Biz. Lattuk, hogy o > 1 esetén
1<@)°- <o+ it)|* - [¢(o + 2it)] > 1

avagy
3 o |4
(c—=1)-{(c—1)-L(o)| - ‘% . |C(a+2it)| >1.
i Indirekt tegy(ik fel, hogy ¢(1 + it) = 0; akkor Jim @ = lim o+ i12 — 5(1 i ¢'(1 + it) véges

szam.
A ((s)-nek elsérendii pélusa van s = 1-ben 1 reziduummal, ezért Iir1n+O (o — 1)((0)) =1.
o—

Tehat a o — 1 + 0 hataratmenetbdl

o\ (4
(c—1) - (0—1).4(0)‘3 : ’%‘ - |eo+2it)] > 1
1
0 1 i+t e+ > 1y
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A
(log t])2*

Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >
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Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Valasztani fogunk egy o1 = o + d szamot, 0 < d < 1.

| | 1

| | 1 .
| | ‘0'1+2L/,
| | 1

| | |

| 1 1

| | |

! 'ot+it oy +it
| - ———e

| | |

| | 1

| | 1

| | 1

| | d >

a g1

1. Riemann-zeta fliggvény

Komplex Fliggvénytan, plusz 1-2. eléadas 2021. feb. 5. 14/31



Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

| | 1

| | 1 .
| | ‘0'1+2L/,
| | 1

| | |

| 1 1

| | |

! 'ot+it oy +it
| - ———e

| | |

| | 1

| | 1

| | 1

| | d >

a g1

1. Riemann-zeta fliggvény

C(o)° - [¢lor + it)]* - |¢(on +2it)] > 1.

Komplex Fliggvénytan, plusz 1-2. eléadas 2021. feb. 5. 14/31



Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Trivialis, hogy C(o1) < 1+ / X
1

1. Riemann-zeta fliggvény

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

C(o)° - [¢lor + it)]* - |¢(on +2it)] > 1.

> dx 1 1 2
<1+ <2
X1 o1 —1 7~ d d
Komplex Fliggvénytan, plusz 1-2. eléadas 2021. feb. 5. 14/31



Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

| I I 3 . 4 .
. . 2it)| > 1.

e [<onll™ [l 0" e + 200 2
| I I . > dx 1 1 2
| | : Trivialis, hogyc(a1)<1+/1 T 1+0171 ,1+d< d
i :*oﬂ l”ﬁ“ Tudjuk, hogy [¢(c0 + 2if)| < Cilog|t| és |¢'(o + if)| < Ca(log|t])*  (C1,Co > 0).
| | |
| I I
| I I
| I I
| I d | -

g g1 =
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Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

| I I 3 . 4 .
. ‘ 2it)| > 1.
| ! l”l+2“ 1C(e)]” - [¢(ar + )] - [¢(o1 + 2it)| >
! ! ! o > dx 1 1 2
— = < - < =
| | : Trivialis, hogyc(a1)<1+/1 T 1+0171 ,1+d< d
i :*Uﬂ i”ﬁ“ Tudjuk, hogy |¢(o0 + 2it)| < Cylog [t| és |¢'(a + it)| < Ca2(log|t])®  (Ci, Co > 0).
o [C(or +it)] > [¢(00)] |G (or +2i)]
L :
| I d | -
a 01 -
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Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

| I I 3 . 4 .
. . 2it)| > 1.
e [<onll™ [l 0" e + 200 2
| I I . > dx 1 1 2
| | : Trivialis, hogyc(a1)<1+/1 T 1+0171 ,1+d< d
i :J’_ﬂt ia'l i Tudjuk, hogy [¢(o +2it)| < Cilog t] és [¢'(o + it)3|/4< Calloglt)” (61,2 >0
. _ x [ — d _

IR IC(or + )] > [c(on)| "/ |clor + 200 <§> (Cilog )~/
L :
| I d | -

g g1 =
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Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

| I I 3 . 4 .

. . 2it)| > 1.
e [<onll™ [l 0" e + 200 2
| I I . > dx 1 1 2

— < r e
| | : Trivialis, hogyc(a1)<1+/1 T 1+0171 ,1+d< d
I | | . . P , . 2
| Joit_ joutit Tudjuk, hogy |¢(0o +2it)| < Ci log t| és [¢(o + It)3|/4< Celloglt)” (GG >3(2.

. — | — d - d
o o +10] 2 [elon] ™ cton +20] > (5) (Gutest) ™ = 05 £
| | | (Iog\t|)
L d
g g1 =
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Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

| I I 3 . 4 .

. . 2it)| > 1.
e [<onll™ [l 0" e + 200 2
| I I . > dx 1 1 2
| | : Trivialis, hogyc(a1)<1+/1 T 1+0171 ,1+d< d
 Voiit oyes Tudiuk, hogy |¢(oo +2it)] < Ciloglt és [¢'(o + it)| < Ca(loglt])®  (Ci, Co > 0).
| M . _3/4 N —1/4 d\** —1/4 a®/
L | [Clos + )] = [<(o)| T [Cor +2it) 7 > (5 ) (Crlogt]) ™ = Co .
| | | (IOg‘tD
| I I
| od o - . . T :

T o i)z foter i) - [T i) ax

1. Riemann-zeta fiiggvén: Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 14/31
ggveny



Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

| I | 3 . 4 P
. . 2it)| > 1.

Lo l“1+2“ (o) - [¢lor + )] - [¢(o1 + 2it)| >
Lo ! . *© dx 1 1 2
! ! ! Tr|V|aI|s,hogyC(a1)<1+/1 W_1+a1—1 §1+a<a_
| boiw toyss Tudiuk hogy [¢(oo +2if)| < Crlog|t] és |¢'(o + if)| < Ca(log]t)®  (Cy, Ce > 0).
oS - —3/4 — d\** —1/4 a®/4
I | | |<(O’1 + It)| > |<(O'1)| |C(U1 +2/t)| > <§> (C1 Iog|t|) = 0371/4'
too ! (log |t])
| | d | - ) ) SN ] 3/4 )

= > [¢(o +it)] > |C(a1+lt)|—/ |<(X+It)’dx>CS(Iog\t|)1/4 — Czd(log |t])”.

1. Riemann-zeta fiiggvén: Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 14/31
ggveny



Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

| I | 3 . 4 P
. . 2it)| > 1.

Lo l“1+2“ (o) - [¢lor + )] - [¢(o1 + 2it)| >
Lo ! . *© dx 1 1 2
! ! ! Tr|V|aI|s,hogyC(a1)<1+/1 W_1+a1—1 §1+a<a_
| boiw toyss Tudiuk hogy [¢(oo +2if)| < Crlog|t] és |¢'(o + if)| < Ca(log]t)®  (Cy, Ce > 0).
oS - —3/4 — d\** —1/4 a®/4
I | | |<(O’1 + It)| > |<(O'1)| |C(U1 +2/t)| > (§> (C1 Iog|t|) = 0371/4'
too ! (log |t])
| | d | - ) ) SN ] 3/4 )

= > [¢(o +it)] > |C(a1+lt)|—/ |<(X+It)’dx>CS(Iog\t|)1/4 — Czd(log |t])”.

Feltételezhetjlik, hogy C, > Cs; egyébként C,-t szabadon névelhetjik.

1. Riemann-zeta fiiggvén: Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 14/31
ggveny



Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

| I I 3 . 4 .
. . 2 > 1.

Lo l“1+2“ (o) - [¢lor + )] - [¢(o1 + 2it)| >
Lo ! . *© dx 1 1 2
: : : Tr|V|aI|s,hogyC(a1)<1+/1 W_1+0171 §1+a<(—j.
| boiw toyss Tudiuk hogy [¢(oo +2if)| < Crlog|t] és |¢'(o + if)| < Ca(log]t)®  (Cy, Ce > 0).
oS - —3/4 — d\** —1/4 a®/4
I | | |<(O’1 +It)| > |<(O'1)| |C(U1 +2/t)| > (§> (C1 Iog|t|) = 0371/4'
! ! ! (log It])
: : d : - ) ) SN ] 3/4 )

= > [¢(o +it)] > |§(a1+lt)|—/ |<(X+It)’dx>CS(Iog\t|)1/4 — Czd(log |t])”.

Feltételezhetjlik, hogy C, > Cs; egyébként C,-t szabadon névelhetjik.
A d-t gy valasztjuk, hogy a masodik tag fele legyen az elsének:

d3/4

C - -
" Clog ) "*

=2C2d(log \t|)2;

1. Riemann-zeta fiiggvén: Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 14/31
ggveny



Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

| I I 3 . 4 .
. . 2 > 1.

Lo l“1+2“ (o) - [¢lor + )] - [¢(o1 + 2it)| >
Lo ! . *© dx 1 1 2
: : : Tr|V|aI|s,hogyC(a1)<1+/1 W_1+0171 §1+a<(—j.
| boiw toyss Tudiuk hogy [¢(oo +2if)| < Crlog|t] és |¢'(o + if)| < Ca(log]t)®  (Cy, Ce > 0).
oS - —3/4 — d\** —1/4 a®/4
I | | |<(O’1 +It)| > |<(O'1)| |C(U1 +2/t)| > (§> (C1 Iog|t|) = 0371/4'
! ! ! (log It])
: : d : - ) ) SN ] 3/4 )

= > [¢(o +it)] > |§(a1+lt)|—/ |<(X+It)’dx>CS(Iog\t|)1/4 — Czd(log |t])”.

Feltételezhetjlik, hogy C, > Cs; egyébként C,-t szabadon névelhetjik.
A d-t gy valasztjuk, hogy a masodik tag fele legyen az elsének:

d3/4

C - -
" Clog ) "*

(C3/2C2)*

=2C:d(loglt)s d="7 s

1. Riemann-zeta fiiggvén: Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 14/31
ggveny



Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |¢(o + it)| >

A
(log t])2*

Biz. Vélasztani fogunk egy o1 = o + d szdmot, 0 < d < 1. Lattuk, hogy

| I I 3 . 4 .
. . 2it)| > 1.
. 101+2“ [C(a)]” - [l + it)[" - [¢(or + 2t)| >
! ! ! C > dx 1 1 2
— = < _ Z.
| | : Trivialis, hogyc(a1)<1+/1 T 1+0171 ,1+d< d
i byys Tudiuk hogy [¢(oo +2it)| < Cilog|t] és |¢'(o + if)] < Ca(log|t)*  (Ci, Cz > 0).
LTy ) _3/4 L —1/4 d\** —1/4 a4
| ) ) |<(O’1 + It)| > |<(O’1)| |(:(0'1 +2It)| > E (C1 Iog|t|) = 0371/4
P ! (log |t])
L al | e » :
= > [¢(o +it)] > |§(a1+lt)|—/ |C(x—i—n‘)]dx>03(I \t|)1/4 — Czd(log |t])”.
o Og
Feltételezhetjlik, hogy C, > Cs; egyébként C,-t szabadon névelhetjik.
A d-t gy valasztjuk, hogy a masodik tag fele legyen az elsének:
a®/4 C3/2C,)* . A
Gy = 2Cod(logt);  d= (G2C) 4 |g(o+it)] > Cod(log [f)* = —2—
(loglt]) (loglt]) (loglt])

1. Riemann-zeta fiiggvén: Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 14/31
ggveny



Kévetkezmény
o >1,|t| > 3 esetén

%(a + it)| < O(|log t[°).

1. Riemann-zeta fiiggvén: Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 15/31
ggveny



Kovetkezmény
o >1,|t| > 3 esetén

%(a+ it)| < O(|log t[°).

Biz. )
%(a +it)

- m |¢' (o + it)| < O((1og11)?) - O (1og |t])?)-

1. Riemann-zeta fiiggvén: Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 15/31
ggveny



«O>» «F»r» «E» < o

it
v



X2. Primszamtétel )

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 17/31



Jelolések, definiciok
m(x) = Z 1;

p=<x

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eléadas 2021. feb. 5. 18/31



Jeldlések, definiciok
. X dt
W(X)—Z1, 11X_/2 Tog

p=<x

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eléadas 2021. feb. 5. 18/31



Jeldlések, definiciok

. X dt
W(X):Z1; lix =

p<x 2 @
I(x) = Z log p = log ( H p> (Csebisev-féle v-fliggvény)
p<x p<x

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 18/31



Jeldlések, definiciok

)=S"1  lix= o
o<x > logt

I(x) = Z log p = log ( H p> (Csebisev-féle v-fliggvény)
p<x p<x

P(x) =D A(n) = logIkkt(1,2,...,[x]) (Csebisev-féle y-figgvény)

n<x

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 18/31



Jeldlések, definiciok

W(X):Z1; lix = Xﬂ
— > logt
9(x) = logp = log ( 11 p> (Csebisev-féle o-fiiggvény)
p<x p<x
P(x) =D A(n) = logIkkt(1,2,...,[x]) (Csebisev-féle y-figgvény)
n<x
M(x) = u(n) (Mertens-féle M-fiiggvény)
n<x

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 18/31



Jeldlések, definiciok

X dt
(x) p% > logt
9(x) = logp = log ( 11 p> (Csebisev-féle v-figgvény)
p<x p<x

$(x) =D A(n) = loglkke(1,2,...,[x]) (Csebisev-féle ¢-fiiggvény)

n<x

M(x) = u(n) (Mertens-féle M-fiiggvény)

n<x

A primszamtétel néhany ekvivalens formaja
@ 7(x) ~ @; m(x) ~1lix
@ ¥(x) ~ X; (X)) ~ x
° M0x) —0
X

V.

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 18/31



Egyutthatéformula valtozatok

Ha X > 0, oo > 1, akkor

4
X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 19/31



Egyutthatéformula valtozatok

Ha X > 0, oo > 1, akkor

Copdl 1 haX=1
® jim i/ XS ds = a
T—oo 2Ti og—iT 0 haX?é 1,

4
X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 19/31



Egyutthatéformula valtozatok

Ha X > 0, oo > 1, akkor
oo+iT _
O i/ Xsds— ) MaXx=1
T—o0 2Ti J oo it 0 haX#1;

oo+iT /
7o il
og—i

4
X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 19/31



Egyutthatéformula valtozatok

Ha X > 0, oo > 1, akkor
oo+iT _
O i/ Xsds— ) MaXx=1
T—o0 2Ti J oo it 0 haX#1;

1 oo+iT C/ 1 oo+iT 0 X s 0 1 &
im — == X¢ = lim — A — U
Tll—’moo 2Ti ~/<70—iT ( ¢ (S)) as 60 2T] /oo—iT (; () ( ”) ) as

4
X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 19/31



Egyutthatéformula valtozatok
Ha X > 0, oo > 1, akkor

oo+iT _
® Jim i/ Xas={ ! haX=1
T—oo 2Ti og—iT 0 haX?é 1,
1 oo+iT C/ 1 oo+iT 00 X s @ 0 1 -
im = —S(s))X°ds= lim —— An)( = g 0
Tll—’moo 2Ti ~/<70—iT ( ¢ (S)) as 60 2T] /oo—iT (; (n)(”> ) as

@ < R AL D O\
B ;A(n)<Tle°° 2Ti /crofiT (F) ds>

4
X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 19/31



Egyutthatéformula valtozatok
Ha X > 0, oo > 1, akkor

oo+iT _
® Jim i/ Xas={ ! haX=1
T—oo 2Ti og—iT 0 haX?é 1,
1 oo+iT C/ 1 oo+iT 00 X s @ 0 1 -
im = —S(s))X°ds= lim —— An)( = g 0
Tll—’moo 2Ti ~/<70—iT ( ¢ (S)) as 60 2T] /oo—iT (; (n)(”> ) as

9 ;:A(n)(TIme % /:OHT (%)S ds> —AX) O

0—iT

4
X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 19/31



Egyutthatéformula valtozatok

Ha X > 0, oo > 1, akkor

1 oo+iT
o o

1 haX=1
X° ds =
S {o ha X # 1;

1 oo+iT
lim — =
Tl—>moo 2Ti ~/<70—iT (

<o) xtas= jim o [ (iA(n)(X ))as2

o0—iT n

[ 1 oot X\ ° =
= L —AX) O
;A(”)<T'Lmoo 2Ti/(,0,,.7 (n) ds> AX)
1 X 1 haX>1
5 5 ds= T haX=1

= 0 haO< X< 1;

X2. Primszamtétel

Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas

4
2021. feb. 5. 19/31



Egyutthatéformula valtozatok

Ha X > 0, oo > 1, akkor

1 oo+iT C/ ) 1 oo+iT 00 X s g 0 1 -
im —— = XSds= lim —— A ds = u
Tll—’moo 2Ti ~/ao—iT ( ¢ (S)) @ % 2Ti /oo—iT (; (n)(n> ) °
@ — 1 oot XS 7 =
— ;A(n)(TImezﬂ/(TOIT (n) ds> —AX) O
1 haX>1
1 XS -1 ! XS
= 5 ds= I hax=1 27’/ (—E(S))?dS:Z/\(n):w(X)
Re s=0g 0 haO< X <1 : Re s=0¢

X2. Primszamtétel

oo+iT
; / X ds
oog—iT

5 1
|0 haX#T;

ha X =1

n<X

Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas

4
2021. feb. 5. 19/31



Egyutthatéformula valtozatok
Ha X > 0, oo > 1, akkor

1 [ootil 1 haX=1
o s
700 2T /(,O_ir {o ha X # 1;
1 oo+iT 4-/
1 B X5 ds — i
im g [, (- @)% o= im
@ oo ( 1 /Go-HT
= A(n lim —
; ( ) T—oo 2Ti oo—iT
1 haX>1
1 X° ;
o — —ds=<¢5 haX=1
27” Re s=o S
0 0 had< X< 1;
Elénye: pontosan (X)-e

kell felcserélni

X2. Primszamtétel

1
27

X

n

9

90

[ (ro(5)) e

(3) )0 3

n<X

t allitja elé. Hatranya: feltételesen konvergens improprius integralt és szummat

Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas

2021. feb. 5.

19/31



Egyutthatéformula valtozatok

Ha X > 0, oo > 1, akkor

1 oot 1 haX=1
@ i —/ X®ds =
T30 2T1 J it 0 haX#1;
) 1 /ao+fT< Cl ) s 1 /ao+iT< s (X>S> g 0 1 o
lim — —2(98) | X S—Ilm— A(n ds = 0
T—oo 27—1 oo—iT C( ) 2TI oo—iT ; ( ) n
[ 1 oot X\ ° =
- Z:: (T‘)‘X’ﬁ/aofﬁ (”) ds> =A%) %
; X 1 haX>1 1
L 2 gs=12J1 _ U X e =
0 0 had< X< 1; 0 2=
Elénye: pontosan (X)-e

kell felcserélni

~/Re S=oyg

X2. Primszamtétel

°o
2ri

A

0

t allitja elé. Hatranya: feltételesen konvergens improprius integralt és szummat

logx haX>1,
had < X <1;

Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas

2021. feb. 5. 19/31



Egyutthatéformula valtozatok

Ha X > 0, oo > 1, akkor

1 oot 1 haX=1
@ i —/ X®ds =
700 2T1 Jy_i7 0 haX#1;
) 1 /ao+fT< Cl ) s 1 /ao+iT< o0 (X>S> g 0 1 -
lim — —2(98) | X S—Ilm— A(n ds = 0
T—oo 27—1 oo—iT C( ) 2TI oo—iT ; ( ) n
[ 1 oot X\ ° =
- Z:: (T‘)‘X’ﬁ/aofﬁ (”) ds) =A%) %
; X 1 haX>1 1
L 2 gs=12J1 _ o A e =
27TI Re s=0 s ds 2 ha X 1 27rl /RC S=0 ( (S)) dS Z /\(n) )
0 0 had< X< 1; 0 2=
Elénye: pontosan (X)-e

kell felcserélni

~/Re S=oyg

X2. Primszamtétel

1 X
® o =

{

0

t allitja elé. Hatranya: feltételesen konvergens improprius integralt és szummat

Jura (695

Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas

logx haX>1,
had < X <1;

1
2mi

—ds—Z/\

n<X

Iog —

2021. feb. 5. 19/31



Egyutthatéformula valtozatok

Ha X > 0, oo > 1, akkor

oo+iT

1 1 haX=1
@ i —/ X®ds =
700 2T1 Jy_i7 0 haX#1;
) 1 /ao+fT< Cl ) s 1 /ao+iT< s (X)s> g 0 1 o
lim — —2(98) | X S—Ilm— A(n ds = 0
T—oo 27—1 oo—iT C( ) 2TI oo—iT ; ( ) n
[ 1 oot X\ ° =
- Z:: (T‘)‘X’ﬁ/aofﬁ (”) ds) =A%) %
; X 1 haX>1 1
L A qs=1J1 — U X e =
i | s ds I haX=1 5 /RCS:G ( (s)) ds = > A(n) =(X)
0 0 had< X< 1; 0 2=
Elénye: pontosan (X)-e

kell felcserélni

~/Re S=oyg

1

XS
2r7i 52

zds:{

S

0

t allitja elé. Hatranya: feltételesen konvergens improprius integralt és szummat

o (6@

logx haX>1,
had < X <1;

1
2mi

—ds—Z/\

n<X

Iog —

Elénye: abszolut konvergens. Hatranya: Nem pontosan (X)-et, hanem egyfajta atlagat adja meg.

X2. Primszamtétel

Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas

2021. feb. 5. 19/31




Ha X > 0, oo > 0, akkor

1 X° 1—1 ha X > 1,
ds = X

27 Jreseo, S(S+1) 0 ha0 < X < 1.

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 20/31



Ha X > 0, oo > 0, akkor

1 X° 1—1 ha X > 1,
I3 S: X
2mi Re s=o0q S(S+1) 0 ha0 < XS 1.

Biz. Egyenes szakasz helyett kériven integralunk.

Y

|~

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 20/31



Ha X > 0, oo > 0, akkor

1 Xs 17 ha X > 1,
Si= X
) 0 ha0< X < 1.

277”' Re s=09 S(S + 1

Biz. Egyenes szakasz helyett kériven integralunk.
Ha 0 < X < 1, akkor a jobb kdriven

1 X® 1 X3
201 oo 560 % 21 sto ) 467 O/

X2. Primszamtétel Komplex Fliggvénytan, plusz 1-2. eléadas

Y
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Ha X > 0, oo > 0, akkor

1 Xs 17 ha X > 1,
Si= X
) 0 ha0< X < 1.

277”' Re s=09 S(S + 1

Biz. Egyenes szakasz helyett kériven integralunk.
Ha 0 < X < 1, akkor a jobb kdriven

1 X° 1 X°
271/, s 457 27;/>73(s+ 7y ds = OC/A).

Ha X > 1, akkor a bal kdriven

1 X

Py ——— ds=
2mi Re s=o¢ S(S + 1)

X2. Primszamtétel Komplex Fliggvénytan, plusz 1-2. eléadas

Y
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Ha X > 0, oo > 0, akkor

1 Xs 17 ha X > 1,
Si= X
) 0 haO< X <1.

277”' Re s=09 S(S + 1

Biz. Egyenes szakasz helyett kériven integralunk.
Ha 0 < X < 1, akkor a jobb kdriven

1 X° 1 X°
271/, s 457 27;/>73(s+ 7y ds = OC/A).

Ha X > 1, akkor a bal kdriven
1 X
2mi Re s=o¢ S(S+ 1)
X* X* 1 X*
= AN _ 4+ — ———ds=
Is{fg s(s+1) +slie—s1 s(s+1) + 27ri/C s(s+1) s

ds =

X2. Primszamtétel Komplex Fliggvénytan, plusz 1-2. eléadas

Y
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Ha X > 0, oo > 0, akkor

1 Xs 17 ha X > 1,
Si= X
) 0 haO< X <1.

277”' Re s=09 S(S + 1

Biz. Egyenes szakasz helyett kériven integralunk.
Ha 0 < X < 1, akkor a jobb kdriven

1 X° 1 X°
271/, s 457 27;/>73(s+ 7y ds = OC/A).

Ha X > 1, akkor a bal kdriven
1 X
271 Jre s=oy s(s+1)
X* X* 1 X*
= AN —_— 4+ — ———ds=
Is{fgs(s+1)+sliis1 s(s+1)+27ri/Cs(s+1) s
1
=1—- - 1/R).
1 X—i—O(/ )

ds =

X2. Primszamtétel Komplex Fliggvénytan, plusz 1-2. eléadas

Y

|~

2021. feb. 5. 20/31



Ha X > 0, oo > 1, akkor

ol () B0 o

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 21/31



Ha X > 0, oo > 1, akkor

S (S50 e

Biz. 1 CI Xs
%/ <‘ E(S)> ss+1)

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 21/31



Ha X > 0, oo > 1, akkor

ol () B0 o

Biz. %/1%5200(_%(3))3‘(:(74:) d32217i~/l{es—ao<i/\’gg)>3(3)(—:1) ds

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 21/31



Ha X > 0, og > 1, akkor

2 ). (- c@)erne=2 (%)

n<X
X3
>m ds =

(1
Z ( " oni /Reﬂo S’(()-;T)1) ds>

X
(n)
ns
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Ha X > 0, oo > 1, akkor

n<X
BiZ. 1 CI XS 1 o /\(n) XS
%/ <‘ CO) s 9= %/ (Z * ) s
[ n
(X/n)® > -~ % ha £ > 1,
Z:: ( " oni /Reswo s(s+1) Z/\(n) ha0< % <1
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Ha X > 0, oo > 1, akkor

S [ ) S [ R
:ZA(n)'< _Y)

n<X
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Ha X > 0, oo > 1, akkor

oz o (o) [ (5 Ag;:)s(fjn .
n x
=Z( %/Rewos(éfn > Z"(”){ X ::(;f;,ﬂ
:Z/\(ﬂ)-( —y)

n<X

Megjegyzés

Il

—
|
=]
i

Legyen ¥4 (X) Z A(n) - ( X)' Ez a fiiggvény éppen a v (X) fliggvény Cesaro-atlaga:

n<X
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Ha X > 0, oo > 1, akkor

oz o (o) [ (5 Ag;:)s(fjn .
n x
=Z( %/Rewos(éfn > Z"(”){ X ::(;f;,ﬂ
:Z/\(ﬂ)-( —y)

n<X

Megjegyzés
Legyen ¢4 (X) = Z A(n) - (1 — %) Ez a fiiggvény éppen a v (X) fliggvény Cesaro-atlaga:
n<X
1 X
X /0 P(x) dx
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Ha X > 0, oo > 1, akkor

oz o (o) [ (5 Ag;:)s(fjn .
n x
=Z( %/Rewos(éfn > Z"(”){ X ::(;f;,ﬂ
:Z/\(ﬂ)-( —y)

n<X

Megjegyzés
Legyen ¢4 (X) = Z A(n) - (1 — %) Ez a fiiggvény éppen a v (X) fliggvény Cesaro-atlaga:
n<X
X/ wx)dx_—/ (Z/\ )

n<x

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 21/31



Ha X > 0, oo > 1, akkor

bl () g o

Biz. 1 ¢ X 1 = A(n)
% ~/ReS*Go <_ Z(S)> S(S+ 1) ds= % ‘/ReS*UO (Z ne

n:1

XS
)s(s+1) ds =
ha £ > 1,

:Z( 27?//Resfao~°»((§/4:71) > ZA(n) ha0 < X <1
:Z/\(n)-( _Y>'

n<X

><\:

Megjegyzés

Il

—
|
=]
i

Legyen ¥4 (X) Z A(n) - ( X)' Ez a fiiggvény éppen a v (X) fliggvény Cesaro-atlaga:

n<X

X/z/;x)dx_—/ (Z/\ )dx:ZA(n)-%/nxw(x)dx

n<x n<X
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Ha X > 0, oo > 1, akkor

bl () g o

Biz. 1 ¢ X 1 = A(n)
% ~/ReS*Go <_ Z(S)> S(S+ 1) ds= % ‘/ReS*UO (Z ne

n:1

XS
)s(s+1) ds =
ha £ > 1,

:Z( 27?//Resfao~°»((§/4:71) > ZA(n) hao< X <1
:Z/\(n)-( _Y)

><\:

n<X
Megjegyzés
Legyen ¢4 (X) = Z A(n) - (1 — %) Ez a fiiggvény éppen a v (X) fliggvény Cesaro-atlaga:
n<X
X/z/;x)dx_—/ (Z/\ )dx:ZA( X/wx)dx_
n<x n<X n<X
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Primszamtétel (Georg Friedrich Bernhard Riemann, Jacques Salomon Hadamard, Charles-Jean de la
Vallée Poussin)
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Primszamtétel (Georg Friedrich Bernhard Riemann, Jacques Salomon Hadamard, Charles-Jean de la
Vallée Poussin)

Biz. Tovabbra is legyen

Wi(X) =S A(n) - (1 7;) :%/qup;

n<X
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Primszamtétel (Georg Friedrich Bernhard Riemann, Jacques Salomon Hadamard, Charles-Jean de la
Vallée Poussin)

Biz. Tovabbra is legyen
n 1 X
w0 = A0 (1-%) =5 [
n<X
elészor azt a gyengébb allitast igazoljuk, hogy

lim 1
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Primszamtétel (Georg Friedrich Bernhard Riemann, Jacques Salomon Hadamard, Charles-Jean de la
Vallée Poussin)

Biz. Tovabbra is legyen
n 1 X
w0 = A0 (1-%) =5 [
n<X
elészor azt a gyengébb allitast igazoljuk, hogy

(X)) 1

Azt mar lattuk, hogy ha X > 0, oo > 1, akkor

n<X
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Primszamtétel (Georg Friedrich Bernhard Riemann, Jacques Salomon Hadamard, Charles-Jean de la
Vallée Poussin)

Biz. Tovabbra is legyen
n 1 X
w0 = A0 (1-%) =5 [
n<X
elészor azt a gyengébb allitast igazoljuk, hogy

.o (X
Xll—>moo X

~

N =

Azt mar lattuk, hogy ha X > 0, oo > 1, akkor

zri o (75O o= S (1 R0

n<X

(X)) 1 ¢\ X
X = 2ni Res:(,o(”‘ ’) s+ 1) %
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Pi(X) _ 1 ¢ X!
X - 277” Re s=0og (_ E(S)) S(S+ 1) as

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eléadas 2021. feb. 5. 23/31



w1 (X) _ 1 C/ XS—1
X _277” Re s=0og (_Z(S)> S(S+1) as

Vegylink egy T > 3 szamot, és ehhez egy d = d(T)-ttgy, hogya|t| < T,o > 1—d #
halmazon ¢ # 0. Ezen kivil legyen U > T és X > 1 szintén tetszdleges. . T
+1U
+id
0 1 oo
1-d
—iT
—iU ¢ |
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w1 (X) _ 1 C/ Xs—1
X _277” Re s=0og (_E(S)) S(S+1) as

Vegylink egy T > 3 szamot, és ehhez egy d = d(T)-ttgy, hogya|t| < T,o > 1—d #
halmazon ¢ # 0. Ezen kivil legyen U > T és X > 1 szintén tetszdleges. il T

Rogzitett T,d, X esetén a kék, lila és barna szakaszokon X* korlatos, C?'(s) =

O((log |t])?), az integrandus nagysagrendje legfeliebb O( 6}, Emiatt az in- [+
tegrélok léteznek, s6t, ha U — oo, akkor barna gérbéken vett integralok 0-hoz
tartanak (mikézben konstansok), tehat a barna vonalakon az integral 0.

—iT

—iU ¢ |
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w1 (X) _ 1 C/ Xs—1
X _277” Re s=0og (_E(S)) S(S+1) as

Vegylink egy T > 3 szamot, és ehhez egy d = d(T)-ttgy, hogya|t| < T,o > 1—d #
halmazon ¢ # 0. Ezen kivil legyen U > T és X > 1 szintén tetszdleges. il T

Rogzitett T,d, X esetén a kék, lila és barna szakaszokon X* korlatos, C?'(s) =

O((log |t])?), az integrandus nagysagrendje legfeliebb O( 6}, Emiatt az in- [+

tegrélok léteznek, s6t, ha U — oo, akkor barna gérbéken vett integralok 0-hoz
tartanak (mikézben konstansok), tehat a barna vonalakon az integral 0.
A reziduumtétel miatt 0 1 o
P _ L[ () ey s =T
—iT

—iU ¢ |
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Pi(X) _ 1 ¢ X!
X - 277” Re s=0og (_ E(S)) S(S+ 1) as

Vegylink egy T > 3 szamot, és ehhez egy d = d(T)-ttgy, hogya|t| < T,o > 1—d #
halmazon ¢ # 0. Ezen kivil legyen U > T és X > 1 szintén tetszdleges. il T

Rogzitett T,d, X esetén a kék, lila és barna szakaszokon X* korlatos, C?'(s) =

O((log |t])?), az integrandus nagysagrendje legfeliebb O( 6}, Emiatt az in- [+
tegrélok léteznek, s6t, ha U — oo, akkor barna gérbéken vett integralok 0-hoz
tartanak (mikézben konstansok), tehat a barna vonalakon az integral 0.

A reziduumtétel miatt 0 1

P-4 (S SNk

X  2ni s(s+1)

¢

= e ( - %(S)) ();:—11 21rl (/bama /ma /zold /bordo) —T
—iU | |
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w1 (X) _ 1 C/ Xs—1
X _277” Re s=0og (_E(S)) S(S+1) as

Vegylink egy T > 3 szamot, és ehhez egy d = d(T)-ttgy, hogya|t| < T,o > 1—d #
halmazon ¢ # 0. Ezen kivil legyen U > T és X > 1 szintén tetszdleges. il T

Rogzitett T,d, X esetén a kék, lila és barna szakaszokon X* korlatos, %(s) =

O((log |t])?), az integrandus nagysagrendje legfeliebb O( 6}, Emiatt az in- [+

tegrélok léteznek, s6t, ha U — oo, akkor barna gérbéken vett integralok 0-hoz
tartanak (mikézben konstansok), tehat a barna vonalakon az integral 0.
A reziduumtétel miatt 0 1 o
P _ L[ () ey s =T
/ s—1
5 (=60 s e (L Lt Lt )
s=1 ¢ S(S + 1 27” barna lila 26ld bordé —'LT
Az ((s)-nek els6rendll pélusa van az s = 1-ben, ezért Res Q(s) = -1, T
s=1 ¢ —1 ¢ |
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w1 (X) _ 1 C/ Xs—1
X _277” Re s=0og (_E(S)) S(S+1) as

Vegylink egy T > 3 szamot, és ehhez egy d = d(T)-ttgy, hogya|t| < T,o > 1—d #
halmazon ¢ # 0. Ezen kivil legyen U > T és X > 1 szintén tetszdleges. il T

Rogzitett T,d, X esetén a kék, lila és barna szakaszokon X* korlatos, %(s) =

O((log |t])?), az integrandus nagysagrendje legfeliebb O( 6}, Emiatt az in- [+

tegrélok léteznek, s6t, ha U — oo, akkor barna gérbéken vett integralok 0-hoz
tartanak (mikézben konstansok), tehat a barna vonalakon az integral 0.
A reziduumtétel miatt 0 1 o
P _ L[ () ey s =T
/ X571 1
:Res(fq—s)) Jrf(/ +/ +/ +/ )
s=1 ¢ s(s+1) 27\ Joama Jita Jzo1a  Joorde —iT
Az ((s)-nek els6rendl pélusa van az s = 1-ben, ezért Res Q(s) =-1, és -
s=1 ¢ —iU ¢ |

C, X571 B 1
Res (’ Z(S)) ss+1) 2
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+i1

—iT
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w1)((X) 1 27”(/barna /ma /zold /bordo< ¢ )5();S+11) d)

A lila szakaszokon | .. | < ¢ [7° '°gf dt = O( (log T)a) T
+iU

+i1

—iT

—iU ¢ I
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0 ot ot Lo L (S 50) s )

a A
A lila szakaszokon | .. | < ¢ [7° '°gf dt = Ot
A z6ld szakaszokon |X°*~'| < 1, \fzmdl < Or(d) ( az ordé-konstans figg T-tl). i/ T
+11

—iT

—iU ¢ I
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w1)((X) 1 27”(/barna Aa /zold /bordo< %’ )5()3(57:1)“).

Alila szakaszokon | [i,, | < c [° “E1° at = O( 8T,
A z8ld szakaszokon | X°7'| < 1, \fzold| < Or(d) (az ordo-konstans fligg T-t6l). 41U T
A bordé szakaszon | [, | < Or,4(X~%) (az ordé-konstans figg T-tél és d-tdl is).

+i1

—iT

—iU ¢ I
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w1)((X) 1 27”(/barna Aa /zold /bordo< %’ )5()3(57:1)“).

Alila szakaszokon | [i,, | < c [° “E1° at = O( 8T,
A z6ld szakaszokon |X*7'| < 1, \fzold| < Or(d) (az ordé-konstans figg T-t6l).

A bordé szakaszon | [, | < Or,4(X~%) (az ordé-konstans figg T-tél és d-tdl is).

el = LU

/bord()

zold
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w1)((X) 1 27”(/barna Aa /zold /bordo< %’ )5():7‘*_‘11)“).

Alila szakaszokon | [i,, | < c [° “E1° at = O( 8T,
A z6ld szakaszokon |X*7'| < 1, \f20,d| < Or(d) (az ordé-konstans figg T-t6l).

A bordé szakaszon | [, | < Or,4(X~%) (az ordé-konstans figg T-tél és d-tdl is).

el = LU

/bord()

zold

X2. Primszamtétel Komplex Fliggvénytan, plusz 1-2. eléadas

< o(@) + Or(d) + Or.a(X~%).
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w1)((X) 1 27”(/barna Aa /zold /bordo< %’ )5():7‘*_‘11)“).

Alila szakaszokon | [i,, | < c [° “E1° at = O( 8T,
A z6ld szakaszokon |X*7'| < 1, \f20,d| < Or(d) (az ordé-konstans figg T-t6l).

A bordé szakaszon | [, | < Or,4(X~%) (az ordé-konstans figg T-tél és d-tdl is).

el = LU

/bord()
Régzitjik T, d-t és X — oo:

m)((X) - 15’ - O<M) + Or(d).

zold

lim sup
X—o0
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< o(@) + Or(d) + Or.a(X~%).
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w1)((X) 1 " 2ni (/barna Aa /zold /bordo <_ %’ )5():7:1) ds).

Alila szakaszokon | [i,, | < c [° “E1° at = O( 8T,
A z6ld szakaszokon |X*7'| < 1, \f20,d| < Or(d) (az ordé-konstans figg T-t6l).

A bordé szakaszon | [, | < Or,4(X~%) (az ordé-konstans figg T-tél és d-tdl is).

a
’M - ‘ ‘/ / < 0<7('°g N > + Or(d) + Org(X ™).
X lila zold bordd T
Rogzitjik T, d-t és X — oo:
. Pi(X) 1 ’ <(Iog T)a)
| -5/<0 + Or(d
MR T T 2| = T r(d)
Most d — 0: ; ni(X) 1 (log T)?
et SR EC G
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w1)((X) 1 27”(/barna Aa /zold /bordo< % )5():7‘*_‘11)“).

Alila szakaszokon | [i,, | < c [° “E1° at = O( 8T,
A z6ld szakaszokon |X*7'| < 1, \f20,d| < Or(d) (az ordé-konstans figg T-t6l).

A bordé szakaszon | [, | < Or,4(X~%) (az ordé-konstans figg T-tél és d-tdl is).

X log T)? _
= L L L < o(5) + onta) + oratx
X lila zold bordé T
Rogzitjik T, d-t és X — oo:
: Pi(X) 1 (log T)*
ITLS;JOp X 5 <O T + Or(d)
Most d — 0: lim sup 1/)1 ‘ O<(|0g T)a)
X—o00
Végiil T — oo limsup |2 1’ 0,
X— o0 2
X2. Primszamtétel Komplex Fliggvénytan, plusz 1-2. eléadas

+iU

+i1

0 1 ]
1-d

—iT

—iU

‘i

2021. feb. 5.

24/31



w1)((X) 1 27”(/barna Aa /zold /bordo< % )5():7‘*_‘11)“).

Alila szakaszokon | [i,, | < c [° “E1° at = O( 8T,
A z6ld szakaszokon |X*7'| < 1, \f20,d| < Or(d) (az ordé-konstans figg T-t6l).

A bordé szakaszon | [, | < Or,4(X~%) (az ordé-konstans figg T-tél és d-tdl is).

el = LU

Régzitjik T, d-t és X — oo:

zold

/bord()

: »i(X) 1 (log T)*

ITLS;JOp X 5| < @) T + Or(d).
Most d — 0: lim sup 1/)‘ ' O<(|Og T)a)

X—o00
Végiil T — oo limsup |2 1’ 0,
X—o00 2
vagyis lim ¥ (X 1
X— o0 X
X2. Primszamtétel Komplex Fliggvénytan, plusz 1-2. eléadas

< o(@) + Or(d) + Or.a(X~%).
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v»i(X) _ 1
X

Most mar tudjuk, hogy Xlim 5
— 00
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vi(X) 1
X 2

0 < A < B-re vizsgéljuk A - 11(A) és B - ¢1(B) kiilénbségét:
B-41(B) — A- 1 (A)

Most mar tudjuk, hogy Xlim
— 00
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vi(X) 1
X 2

0 < A < B-re vizsgéljuk A - 11(A) és B - ¢1(B) kiilénbségét:
B-41(B) —A-4i(A) =D (B~ nA(n) = > (A~ n)A(n)

n<B n<A

Most mar tudjuk, hogy Xlim
— 00
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vi(X) 1
X 2

0 < A < B-re vizsgéljuk A - 11(A) és B - ¢1(B) kiilénbségét:
B-41(B) —A-vi(A) =D (B—=mA(n) =D (A—nmA(n) = (B—AAN)+ »_ (B~ nA(n).

Most mar tudjuk, hogy Xlim
— 00

n<B n<A n<A A<n<B
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vi(X) 1
X 2

0 < A < B-re vizsgéljuk A - 11(A) és B - ¢1(B) kiilénbségét:
B-41(B) —A-vi(A) =D (B—=mA(n) =D (A—nmA(n) = (B—AAN)+ »_ (B~ nA(n).

Most mar tudjuk, hogy Xlim
— 00

n<B n<A n<A A<n<B

Y=

A A(n) egyutthatéja az elsé dsszegben B — A; a masodik 6sszegben (B — A)-rél indulva linearisan lecseng
0-ig.
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vi(X) 1
X 2

0 < A < B-re vizsgéljuk A - 11(A) és B - ¢1(B) kiilénbségét:
B-41(B) —A-vi(A) =D (B—=mA(n) =D (A—nmA(n) = (B—AAN)+ »_ (B~ nA(n).

Most mar tudjuk, hogy Xlim
— 00

n<B n<A n<A A<n<B

Y=

A A(n) egyutthatéja az elsé dsszegben B — A; a masodik 6sszegben (B — A)-rél indulva linearisan lecseng
0-ig. A A(n) kdzben nemnegativ. Ezért,

Y (B=ANn) < B-41(B) — A-y1(A) < Y (B~ AN(n)

n<A n<B
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vi(X) 1
X 2

0 < A < B-re vizsgéljuk A - 11(A) és B - ¢1(B) kiilénbségét:
B-41(B) —A-vi(A) =D (B—=mA(n) =D (A—nmA(n) = (B—AAN)+ »_ (B~ nA(n).

Most mar tudjuk, hogy Xlim
— 00

n<B n<A n<A A<n<B

Y=

A A(n) egyutthatéja az elsé dsszegben B — A; a masodik 6sszegben (B — A)-rél indulva linearisan lecseng
0-ig. A A(n) kdzben nemnegativ. Ezért,

Y (B=ANn) < B-41(B) — A-y1(A) < Y (B~ AN(n)

(B— A)(A) < B-14(B) — A- 1(A) < (B — A)i(B).
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(B—A)Y(A) < B-91(B) — A- 41 (A) < (B A)y(B).
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(B—A)y(A) < B-91(B) — A- 91 (A) < (B - A)y(B).
Legyen 0 < § < 1, és irjuk fel az el8bbi becslést az ((1 — §) X, X) és az (X, (1 + §)X) parral is:
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(B—A)y(A) < B-91(B) — A- 91 (A) < (B - A)y(B).
Legyen 0 < § < 1, és irjuk fel az el8bbi becslést az ((1 — §) X, X) és az (X, (1 + §)X) parral is:

5X - p(X)
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(B—A)p(A) < B-1(B) — A-91(A) < (B— A)y(B).
Legyen 0 < § < 1, és irjuk fel az el8bbi becslést az ((1 — §) X, X) és az (X, (1 + §)X) parral is:

X pi(X) = (1= 0)X -1 ((1 = 8)X) <X - 9(X)
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(B—A)p(A) < B-1(B) — A-91(A) < (B— A)y(B).
Legyen 0 < § < 1, és irjuk fel az el8bbi becslést az ((1 — §) X, X) és az (X, (1 + §)X) parral is:

X-1(X) = (1 =0)X -1 ((1 = 8)X) <X -(X) < (1+0)X -1 ((1+8)X) — X - 9p1(X)

X2. Primszamtétel Komplex Fiiggvénytan, plusz 1-2. eldadas 2021. feb. 5. 26/31



(B—A)p(A) < B-1(B) — A-91(A) < (B— A)y(B).
Legyen 0 < § < 1, és irjuk fel az el8bbi becslést az ((1 — §) X, X) és az (X, (1 + §)X) parral is:

X1 (X) = (1= 8)X - h1 (1 = 8)X) <X -(X) < (1+8)X -1 ((1+6)X) — X - 41(X)
Osszunk § X?-tel:
1T i(X) _(1-0?2 ¢((1=9)X) _o(X) _ (1+8° ¥i((1+9)X)

. ~hi(X)
5 X 5 (=0)X X 5 (1o)X

X

| =
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(B—A)p(A) < B-1(B) — A-91(A) < (B— A)y(B).
Legyen 0 < § < 1, és irjuk fel az el8bbi becslést az ((1 — §) X, X) és az (X, (1 + §)X) parral is:

X - (X)—(1 —5)X-¢1((1 —6)X) <oX-y(X)< (1 +6)X~1/)1((1 +5)X) — X 1(X)
Osszunk § X?-tel:

1T (X)) _(1-02 ¥((1=9)X) _pX) _ (1+8)° “((1+9X) 1 i(X)

s X 5 A=)X - X = ¢ (1+0)X 5 X
Most X — oo 1 4 (162 1 _oX) . PX) (1462 1 1 1
527 5 ashmnioyr slmse e S T 5 2
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(B—A)p(A) < B-1(B) — A-91(A) < (B— A)y(B).
Legyen 0 < § < 1, és irjuk fel az el8bbi becslést az ((1 — §) X, X) és az (X, (1 + §)X) parral is:
X (X) = (1= 0)X 1 (1 = 0)X) < 0X-p(X) < (14 )X - 1 (14 0)X) — X - ¥1(X)

Osszunk § X?-tel:

1onX) (=07 ¢((=9X) _oX) _ (1+8)° vi((1+9)X) 1 oi(X)
s X 5 A=)X - X = ¢ (1+0)X 5 X
Most X — oot 1 1 (1-6)2 1 . (X) _ . G(X) _ (14672 1 1 1
527 5 ashmnioyr slmse e S T 5 2
15 <t U <imen Pl <15
2021. feb. 5.
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(B—A)p(A) < B-1(B) — A-91(A) < (B— A)y(B).
Legyen 0 < § < 1, és irjuk fel az el8bbi becslést az ((1 — §) X, X) és az (X, (1 + §)X) parral is:
X (X) = (1= 0)X 1 (1 = 0)X) < 0X-p(X) < (14 )X - 1 (14 0)X) — X - ¥1(X)

Osszunk § X?-tel:

1onX) (=07 ¢((=9X) _oX) _ (1+8)° vi((1+9)X) 1 oi(X)
s X 5 A=)X - X = ¢ (1+0)X s X
Most X — ool 1 1 (1-62 1 . . _X) _ . WX) (1462 1 1 1
527 5 pSlminf e slimsup R < T 5 o5 2
6 _ (X)L Y(X) 9
1_2§||an>lorlf7X gh;ls:op X <A1 5
Végil § 0:
gulo =+ 1§|iminfM§|imsupM§1,
X—o00 X X— oo
2021. feb. 5.
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(B—A)p(A) < B-1(B) — A-91(A) < (B— A)y(B).
Legyen 0 < § < 1, és irjuk fel az el8bbi becslést az ((1 — §) X, X) és az (X, (1 + §)X) parral is:
X (X) = (1= 0)X 1 (1 = 0)X) < 0X-p(X) < (14 )X - 1 (14 0)X) — X - ¥1(X)

Osszunk § X?-tel:

1onX) (=07 ¢((=9X) _oX) _ (1+8)° vi((1+9)X) 1 oi(X)
s X 5 A=)X - X = ¢ (1+0)X s X
Most X — oot 1 1 (1-6)2 1 . (X) _ . G(X) _ (14672 1 1 1
527 5 pslminf e slimsup S < 5 -5 02
J Y(X) Y(X) [
1—§§I|erl>|orlf <II)Tj£op X §1—2.
Végil § 0:
gulo =+ 1§|iminfM§|imsupM§1,
X—o00 X X— oo
vagyis (X))
KESZ. @
2021. feb. 5.
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Ha igaz a Riemann-sejtés ...?

... akkor a lila-z6ld-bord6 toéréttvonal helyett a Re s = % + ¢ egyenesen is integralhatunk, ahol az integral
nagysagrendje O(X2*<).

N[
+
™
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Ha igaz a Riemann-sejtés ...?

... akkor a lila-z6ld-bord6 toéréttvonal helyett a Re s = % + ¢ egyenesen is integralhatunk, ahol az integral
nagysagrendje O(X%“).
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A primszamtétel néhany hibatagos alakja, ha a Riemann-sejtés igaz:

Y(X) = X + O(VXlog® X);
m(X) =1iX + O(VX log X).
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Es ha nem igaz a Riemann-sejtés ...?

Ahol ¢(s) =0, ott %-nak pélusa van, és minden egyes ilyen pélus ad egy X-hatvany nagysagrendi plusz
hibatagot.
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Es ha nem igaz a Riemann-sejtés ...?

Ahol ¢(s) =0, ott %-nak pélusa van, és minden egyes ilyen pélus ad egy X-hatvany nagysagrendi plusz
hibatagot.

Az 6sszes reziduum 0szegébdl kaphato az "explicit" formula:

Go(X) =X -3 % — log(2r) — % log(1 — X~2).

P
Ha X nem egész, akkor ¢o(X) = 1(X); ha X egész, akkor ¢o(X) = 3= A(n) + FA(X).
n<X

A szumma a 0 < o < 1 savba esb, a képzetes rész szerint rendezett gyokokon fut végig.
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Es ha nem igaz a Riemann-sejtés ...?

Ahol ¢(s) =0, ott %-nak pélusa van, és minden egyes ilyen pélus ad egy X-hatvany nagysagrendi plusz
hibatagot.

Az 6sszes reziduum 0szegébdl kaphato az "explicit" formula:

XP 1 .
w@n:x_%};—mg%y—?%m—xzy
Ha X nem egész, akkor ¢o(X) = 1(X); ha X egész, akkor ¢o(X) = 3= A(n) + FA(X).
n<X

A szumma a 0 < o < 1 savba esb, a képzetes rész szerint rendezett gyokokon fut végig.

Felismerhetjik, hogy
!’ )
m%—iwyi)zx

CI XS - Xp
ke (- c0 %) -5

és ha p gyoke ((s)-nek, akkor
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A Riemann-sejtéstol fliggetleniil?

@ de la Vallée Poussin, 1899:

° C(s);éo,haa>1—i
log ||

o P(X) =X+ O(Xe*a\/@)

o m(X)=1iX+ o(Xefb\/@)
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A Riemann-sejtéstol fliggetleniil?

@ de la Vallée Poussin, 1899:

° C(s)#O,hao>1—L
log |¢]
o P(X) =X+ o(Xe*avk’gX)

o m(X)=1iX+ o(Xefb\/@)

@ ... Hardy, Littlewood, Weyl, Vinogradoy, ...
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A Riemann-sejtéstol fliggetleniil?

@ de la Vallée Poussin, 1899:

° C(s)#O,hao>1—L
log ||

o ¥(X) = X + OXe~ Ve X)

o m(X)=1iX+ o(Xefb\/@)

@ ... Hardy, Littlewood, Weyl, Vinogradoy, ...

@ Vinogradov, 1958:
C
(log [1])2/3(log log |#])1/3

o $(X) = X + O Xe~ o8 X *lostes '/%)

@ ((s)#0,hac >1—

o w(X)=1iX+ O(Xe*"('°gx>3/5('°g '°gX)”5)
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Bovebben:

@ E. Landau: Handbuch Der Lehre Von Der Verteilung Der Primzahlen

@ K. Prachar: Primzahlverteilung

@ |. M. Vinogradov — A. A. Karatsuba: The method of trigopnometric sums in number theory
@ Analitikus szamelmélet kurzus
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