Analizis 3 jegyzetek

(Utols6 modositas: 2021. szeptember 14., 10:04)

A tervezett témak

2/3. hét, szept. 6-19: Topolégiai alapfogalmak véges dimenziés euklideszi terekben. Konver-
gencia és topologikus alapfogalmak (belsé pont, hatédrpont, kiilsé pont, torlédési pont, izoldlt pont,
nyilt halmaz, zart halmaz, kompakt halmaz) euklideszi és metrikus terekben. Tébbvaltozds, illetve
metrikus téren értelmezett fiiggvények és leképezések hatdrértéke és folytonossaga. Atviteli elvek.
Kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvények tulajdonsagai. Normak ekvivalencidja véges
dimenziéban.

4/5/6. hét, szept 20 — okt. 10: To6bbvaltozos fliggvények differencidlszémitésa. Derivalds
koordinatafiiggvényenként. Szélséérték-keresés kompakt halmazon értelmezett fiiggvényekre. Irany-
menti és parcidlis derivaltak, Jacobi-métrix. A gradiens. Erintésik. Lagrange-féle kozépértéktétel.
A Lagrange-féle becslés leképezésekre. A differencidlhatosag sziikséges és elégséges feltételei. Az
inverz leképezés derivaltja, inverzfiiggvénytétel. Az implicit leképezés tétele. Feltételes szélsGérték-
feladat, Lagrange-féle multiplikatorszabaly. n-szer differencialhato leképezések. A Young-tétel. A
Taylor-formula. Lokalis széls6érték sziikséges, ill. elégséges feltételei.

7/8/10. hét, okt. 11 —nov. T7: Jordan-mérték és tobbvaltozos integralszamitds. A Jordan-féle
bels6 és kiilsé mérték. A hatar kiilsé6 mértéke. Jordan-mérhetd halmazok. A mérhetéség pontos felté-
tele. A konvex poliéderek és a normaltartomanyok mérhetosége. A parallelepipedonok térfogata. A
Jordan-mérték egybevagdsag-invarianciaja. A tobbszoros integral. Definicid, alaptulajdonsagok, az
integralhatosag ekvivalens feltételei. Folytonos és korlatos fliggvények integralhatosaga. Egy halmaz
mérhetdségének és karakterisztikus fliggvénye integralhatdsaganak ekvivalenciaja. Folytonos fiigg-
vénnyel val6 kompozicié integralhatosaga. A lebontasi tétel. A Cavalieri-elv. Normaéltartomanyok
térfogata. A gomb térfogata. Mérték- és integraltranszforméacio. Polarkoordinatas helyettesités.

11/12. hét, nov. 8-21: Paraméteres integralok. Paraméteres integralok folytonossaga, diffe-
rencialasa és integralasa. Improprius paraméteres integralok. Egyenletes konvergencia. Improprius
paraméteres integralok folytonossaga, differencialasa és integralasa. Elégséges feltétel az improprius
paraméteres integral egyenletes konvergencidjara. Gamma- és Béta-fiiggvény.

13/14/15. hét, nov. 22 — dec. 12.: Valés vonalintegrdlok és integraltételek. Gorbék iv-
hossza. A vonalintegral és kiszamitasa. A Newton-Leibniz-formula. A primitiv fliiggvény létezésének
feltételei. Vonalintegral és homotdpia. Gauss-féle dsszekapcesolddési szam. Divergencia és rotacio;
integraltételek két és harom dimenzidban. Maxwell-egyenletek.



Emlékeztetd az Analizis 3 el6adasokrdl (2021. sz

1. eléadas, 2021. szept. 6.

Euklideszi tavolsag RP-ben. Nyilt és zart gombok. Konvergens pontsorozatok. Véges sok elem
hozzdadasa, elhagyasa, a sorozat atrendezése, az elemek véges sokszori ismétlése nem valtoztatja
meg a konvergenciat. Konvergens sorozat részsorozata is ugyanoda tart. a, — b akkor és csak akkor,
ha minden i = 1,2,...,p esetén a,; — b;. Linearitds. Cauchy-tulajdonsdg. Az (RP,|.|) tér teljes.
Korlatos sorozatok. Bolzano-Weierstrass tétel. [LTS2, 9-12. o.]

Normak. A ||.[, (¢ = 1) és ||| normak. 0 < ¢ < 1 esetén nem igaz a haromszog-egyenlStlenség.
Minkowski egyenl6tlenség.

2. el6adas, 2021. szept. 7.

1 < ¢ < o esetén |.|, tényleg norma. Normék ekvivalencidja. RP-ben barmely |.| norma ekvivalens
az |.| normaval. A konvergencia fogalma nem fiigg att6l, hogy melyik normét hasznaljuk. Ellenpél-
dak végtelen dimenzids esetben. https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20180sz-an3/An3_01_
normak.pdf

Halmaz belsé pontja, kiils6 pontja, hatarpontja. Halmaz belseje, kiilseje, hatara, nyilt halmaz,
zart halmaz, torlédasi pont, izolalt pont, derivalt halmaz. [LTS2, 13-19. o.]

3. elbadas, 2021. szept. 13.

Halmaz lezartja. Cantor metszettétel. Kompakt halmaz definicidja. Borel tétel, bizonyitas Lindelof-
lemmaéval és Cantor metszettétellel. Kompakt és vele diszjunkt zart halmaz tavolsaga pozitiv A
hegymaszos feladat, hibas bizonyitas és ellenpélda. Ivszerii 6sszefiiggoség és Osszefliggdség.


https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_01_normak.pdf
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_01_normak.pdf

I. Topolégiai alapfogalmak RP-ben

1. Pontsorozatok konvergenciaja R’-ben

Euklideszi tavolsag RP-ben. Nyilt és zart gombok. Konvergens pontsorozat. Ekvivalens atfogalmazasok.
Véges sok elem hozzdadasa, elhagyasa, a sorozat atrendezése, az elemek véges sokszori ismétlése nem
valtoztatja meg a konvergenciat. Konvergens sorozat részsorozata is ugyanoda tart. a, — b akkor és
csak akkor, ha minden ¢ = 1,2,...,p esetén a,; — b;. Linearitds. Cauchy-tulajdonsig. Az (RP,|.|) tér
teljes. Korlatos sorozatok. Bolzano-Weierstrass tétel. [LTS2, 9-12. o.]

1.1. Mese (p-dimenzids euklideszi tér)

« Pontok: Rp:Rx...XR:{(xl,...,a:p):xl,...,:rpe]R};

R folotti vektortér

Euklideszi norma: |z| = /27 + ... + 2

— |z| = 0, egyenl6ség csak = = OF esetén
= lex| = |c| - |z|

— |z + y| < |z| + |y|; indukciéval akdrhany tagra

Euklideszi tavolsag: d(z,y) = |y — 2| = A/(y1 — 1) + ... + (yp — 7p)?

Skalaris szorzat: (x,y) = T1y1 + ... + TpYp.

1.2. Definicié (nyilt és zart gombdok)

Ha (H,d) metrikus tér, akkor az a € H koriili, r > 0 sugart "nyilt" és "zart" gomb:
Bla,r) ={z e H :d(z,a) <r}, illetve B(a,r)={zeH :d(z,a)<r}.
Az euklideszi térben

Bla,r)={zeR?: |z —a| <r}, B(a,r)={zeR’:|z—a|<r}.

1.3. Definici6é (pontsorozat limesze)

Legyen ay, as,... € RP és b e RP. Az (a,) pontsorozat limesze (limeszpontja) b, avagy az (a,)
pontsorozat b-hez tart, avagy a, — b, avagy lima,, = b, ha

dng Vn > ng

d(a,,b) <e
ve=0 elagonvan 27236 2. —b] <&
g nagy a, € B(b,¢e)

véges sok n kivételével

A pontsorozat konvergens, ha van limesze, illetve divergens, ha nincs.




1.4. Tétel

Legyen
a1 21 Qn,1 by
a12 22 Qp 2 by
a; = ) ag = . ) ) anp = ) ; b =
alp a/2p anp bp

Ezek ekvivalensek:
(a) a, > b
(b) la, —b[—0

(c¢) mindegyik 1 < i < p-re a,; — b;.

,
&

1.5. Tétel

o A limeszpont egyértelmi.

o Véges sok elem hozzaadéasa, elhagyasa, a sorozat atrendezése, az elemek véges sokszori
ismétlése nem valtoztatja meg a konvergenciat.

» Konvergens sorozat minden részsorozata is ugyanoda tart.

« Haa, > Aésb, > B, és c,d e R, akkor (ca, + db,) - cA + dB.

1.6. Definicié (Cauchy-tulajdonsag)

Legyen (a,) pontsorozat valamely (H,d) metrikus térben. Az (a,) sorozat "Cauchy-
tulajdonsagi", ha
Ve > 0 dng Ym,n > ng d(am,a,) < €.

Minden konvergens pontsorozat Cauchy-tulajdonsag.

Bizonyitas. (=): legyen b = lim a,,; Ve > 0-ra d(am, an) < d(am,b) + f(a,,b) < 5+ 5 VSK.

1.8. Tétel (Cauchy-kritérium)

RP-ben barmely pontsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-tulajdonsagu.

Bizonyitas. («<): (a,) Cauchy = (a,) koordindtdnként Cauchy = (a,) koordindténként konv
= (a,) konv

1.9. Definicié (teljes metrikus tér)

Egy metrikus tér "teljes", ha a térben minden Cauchy-sorozat konvergens.
Pl. Az RP euklideszi tér teljes.




1.10. Definicié (korlatos halmaz)

Legyen H < RP. A H halmaz "korlétos", ha (ezek ekvivalensek):
e az {|z| : € K} szdmhalmaz korldtos, avagy 3r e R H < B(0,r);

e minden 1 <17 < p-re az {mZ xe K } szamsorozat korlatos.

1.11. Definicié (korlatos pontsorozat)

Legyen (a,) pontsorozat RP-ben. Az (a,) sorozat "korlatos', ha (ezek ekvivalensek):

e az {al, as, . .. } halmaz korlatos;
e az |a,| szamsorozat korlatos, avagy 3K € R Vn |a,| < K

« minden 1 <i < p-re az (a,,;) szdmsorozat korlatos

1.12. Tétel (Bolzano—Weierstrass tétel)

RP-ben minden korlatos sorozatbdl kivalaszthatd konvergens részsorozat.

Bizonyitas. Az egydimenziés Bolzano—Weierstrass tételt alkalmazzuk p-szer.



2. Normak ekvivalenciaja véges dimenziéban
Norma, metrika, A |.|4 (¢ = 1) és |.||c normak. Holder- és Minkowski egyenl8tlenség. Véges dimenziéban

minden norma ekvivalens. A konvergencia fogalma nem fiigg attél, hogy melyik normat hasznaljuk.
Ellenpélda végtelen dimenziéban.

2.1. Definicié (norma)

Az |.| : R? - R fiiggvény "norma’, ha
o Bérmely x € R? esetén |z| = 0;
e |z| = 0 akkor és csak akkor, ha x = 07;
o Béarmely x € R? vektor és ¢ € R esetén |cz| = |c| - |z];

o Barmely z,y € R? esetén ||z + y| < |lz| + |y].

2.2. Definicié (L,-norma)

0 < q < o és x e RP esetén legyen
1/
”x”q = (|5C1|q +...+ |xp|q) q’

tovabba legyen
|z = max (|z1], . . ., |zp|)-

Vegytik észre, hogy ||z]2 = |z] és |z]w = lim_o ||z,

2.3. Megjegyzés

Leggyakrabban az L, Lo és az L., normakat szoktuk hasznalni.

2.4. Megjegyzés

0 < g <1 esetén nem igaz a haromszog-egyenlotlenség; pl. 2-dimenziéban

|3, D, = 27> 2 = 1,0)], + [0, 1)]

o

2.5. Tétel (Holder-egyenlStlenség)

| 1 ’” ’ ’
Hal<gq,r<o0és T r= 1, akkor tetszdleges ai,...,a, és by, ..., b, szamokra

1/ T r\ /7
lallg - [Bll- = (Jai|? + ... + |ap|%) EE (Jba]” + ...+ bp") " = |aaba| + ... + |apby.

Bizonyitas. Ha a vagy b a nullvektor, akkor mindkét oldal 0, és kész.
Ha q =1 és r = oo, akkor trivi:

B.O. = (la1| + ...+ |ap|) - max |b;| = J.O.

Marad az, ha 1 < ¢,r < o és egyik vektor sem 0.



Az egyenl6tlenség homogén; az a és a b vektort is végigoszthatjuk egy-egy szammal, és ekvivalens
allitast kapunk. Tehét feltételezhetjitk, hogy |all, = 1 és |[b|, = 1. Irjuk fel a silyozott szamtani-
mértanit az |a;|? és |b;|" szdmokra 1/q és 1/r sulyokkal:

1/ r\1/r 1 1 r
Jaibi| = (Jas|?) " (|b:]") " < §|az‘|q + 1o

Osszegezve

1 11
Zﬁwﬂ<;2@# Z%| *+*—1—W%HW

2.6. Tétel (Minkowski-egyenl6tlenség)

Ha 1 < g < o0 ésa,be RP, akkor

la +blly < ally + [0]q-

Bizonyitas. Harom specialis eset:
Ha ¢ = oo, akkor trivi:

la + be = max|a; + b;| < max (|a;| + |b;]) < max|a;| + max [b;| = [a]o + [|b]-
Ha ¢ = 1, akkor is trivi:
la+ bl = > |ai+bi| < (Jail + [bi]) = [l + b
Ha |a + 0|, = 0, akkor is trivi, mert
la+blg =0<aly + [l
Az altalanos esetben 1 < g < o0 és a+ b # 0. Legyen r = q%l a q konjugdlt kitevépdrja, amelyre
=1L

la+ bl = Y lai + bil* = > (las + bil - ai +bi]7) < Y laal - las + bil* + > b - |a; + bif
/ /v /
< (Slad) " (Sha+00) "+ (Slr) (S b07) " = (lall + 161,) o+ b,

Végiil leosztunk.

2.7. Kovetkezmény

|.|l; norma minden 1 < ¢ < o0 esetén.

2.8. Definicido

Az |.| és |.|' normék ekvivalensek, ha léteznek olyan ¢, ¢y > 0 szdmok, hogy barmely x € RP
vektorra

q Holder 2%

alr] < 2] < colz.

2.9. Példa

Az |.], |1 |-|eo normak ekvivalensek, mert

1
— 7] < 2] < 2]y < /P [2]

VP




2.10. Tétel (a normak ekvivalenciaja)

RP-ben barmely |.| norma ekvivalens az |.| normaval, azaz léteznek olyan ¢, ¢y > 0 szamok,
hogy barmely x € R? vektorra
alz| <z] < ez

Bizonyitas. A fels6 becslés: legyenek a koordindta-egységvektorok ey, ..., e,. Ekkor

|z = lzrer + .+ zpep| < Jarea] + o+ fapep] = o] - e + ..+ o] - ] <

<la| Jleal + ... + 12l - lepl = (el + - + llepll) - ],

Tehdt példdul c; = [e1] + ... + [le,| megfeleld.

Az alsé becsléshez tegyiik fel indirekt, hogy nincs ilyen ¢;. Ezek szerint minden pozitiv egészre
¢ = + nem j6, vagyis van olyan z,, vektor, amelyre |z,| < %|z,|. Az z, nem lehet a nullvektor, és
igy a skalazhatésag miatt feltehetjik, hogy |z,| = 1.

Az Bolzano-Weierstrass tétel miatt a korldtos (z,) sorozatnak van egy konvergens (x,, ) részso-
rozata. Ennek limeszpontja legyen y. A részsorozat koordinatanként y-hez tart; az abszolutérték
definicidja miatt

P P 9 P
ol = g 2 = 4[5 (i ms) = i g2k = Jim | = i 1= 1.

A részsorozatban |z, —y| — 0. A mér bizonyitott felsé becslés szerint 0 < |z, —y| < e2|zn, —yl;
a renddr-elv miatt |z, —y| — 0. Ezek utdn

1
0< Hy” < ||xnkH + Hy - :Unk” < 777@ + CQ‘y _xnk’ - 0?

ellentmondas.

2.11. Kovetkezmény

Véges dimenzioban a pontsorozatok konvergencidja nem fligg attol, hogy melyik normat hasz-
naljuk. Barmelyik norméat is hasznaljuk, ugyanazok a sorozatok lesznek konvergensek.

2.12. Példa

Végtelen dimenzioban a kiilonb6z6 normak nem feltétleniil ekvivalensek.

o Legyen C[0,1] a [0, 1] intervallumon folytonos fliggvények vektortere. Ezen a téren két
lehetséges norma || f|; = Sé |f] és || fleo = max |f].

l—nzx z<1/n
0 x=1/n
Az Ly norma szerint az (f,,) sorozat a konstans 0 fiiggvényhez tart, az L., norma szerint
nem tart oda, és nem is Cauchy-sorozat.

Vizsgéljuk az f,(x) = fuggvényeket. Ezekre |f.[1 — 0 és || fullw = 1.

« Ugyanezen a téren | f[, = §, z[f(x)| dz és | f[s = §3(1 — 2)|f(z)| dz két olyan norma,
amelyeknek az ardanya sem alulrél, sem feliilrol nem korlatos.




3. Nyilt és zart halmazok

Halmaz bels6 pontja, kiilsé pontja, hatarpontja. Halmaz belseje, kiilseje, hatara, nyilt halmaz, zart
halmaz, torléddsi pont, izoldlt pont, derivdlt halmaz, halmaz lezdrtja. [LTS2, 13-19. o.]

3.1. Definicido

o Halmaz belsé pontja, kiils6 pontja, hatarpontja.
o Halmaz belseje, kiilseje, hatara.
o Nyilt halmaz, zart halmaz, halmaz lezartja.

o Torlodasi pont, izolalt pont, derivalt halmaz.

(
\

3.2. Példa

o Az egész tér egyszerre nyilt és zart is.

Az tires halmaz egyszerre nyilt és zart is.

A nyilt gobmbok nyilt halmazok.

A zart gobmbok zart halmazok.

Az (a1,b1) x ... x (ay,by,) nyilt téglak nyilt halmazok.

Az [a1,b1] x ... X [ap, by] zéart tégldk zart halmazok.

3.3. Tétel

o Egy halmaz akkor és csak akkor zart, ha az elemeibdl képzett konvergens sorozatok
limeszei is elemei.

o Barmely halmaz akkor és csak akkor nyilt, ha a komplementuma zart.
o Nyilt halmazok tetszoleges rendszerének uniéja nyilt.

o Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.

o Zart halmazok tetszoleges rendszerének metszete zart.

o Véges sok zart halmaz unidja zart.

3.4. Példa
« A B(0,1/n) nyilt gombok metszete nem nyilt.

« A B(0,1—1/n) zart gombok unidja nem zart.

3.5. Definicido

Legyen G < RP nyilt. Egy S < G halmaz "stirti" G-ben, ha

YVae G Yr>0 SnB(ar)+d.




3.6. Példa
QP és RP\QP siird.

A bels6/kiilsé pont, nyilt halmaz stb. fogalmak nem fiiggnek attél, hogy melyik normét hasz-
naljuk.
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4. Kompakt halmazok

Cantor-metszettétel. Kompakt halmazok. Raciondlis gombok, Lindelof-lemma, Borel tétele. Nemdiires
kompakt és vele diszjunkt nemiires zart halmaz tévolsidga pozitiv. [LTS2, 18, 21-24. o.]

4.1. Tétel (Cantor metszettétel)

Ha K; o K3 o ... korldtos, zart, nemiires halmazok, akkor (| K,, # &J.

4.2. Példa

A A, = {x:x1 = n} zart félterek zartak és nemiresek, A; D As O ..., de a metszetiik iires.
A B,, = B(1/n,1/n) gébmbok korlatosak és nemiiresek, By © By O ..., de a metszetiik ires.

4.3. Definicié (kompaktsag)

Egy K < RP halmaz "kompakt', ha minden nyilt fedésébol kivalaszthato véges fedés.

4.4. Definicié (racionalis gémb)

B(a,r) "raciondlis gomb", ha a € QP és r € Q.

Minden nyilt halmaz el6all racionédlis gombok uniéjaként.

4.6. Lemma (Lindel6f)

Nyilt halmazok tetszéleges G; (i € I) rendszerébdl kivdlaszthaté egy megszamldlhatd rész-
rendszer, amelynek uni6ja ugyanaz, vagyis létezik olyan megszamlalhaté J < I indexhalmaz,

hogy
UQ:U@

€ el

4.7. Tétel (Borel)

K < RP akkor és csak akkor kompakt, ha korlatos és zart.

.

4.8. Definicid

Ha A, B ¢ RP nemiires halmazok, akkor ezek tavolsaga

dist(A, B) = inf {|a —b] : a € A,be B}.

4.9. Tétel

Tegyen K < R? kompakt és Z < R zart, egyik sem tires.
(a) Léteznek olyan a € K és b e Z pontok, amelyekre |a — b| = dist(K, Z).
(b) Ha K és Z diszjunkt, akkor dist(K, Z) > 0.
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5. Osszefiiggé halmazok

Hegymészos feladat; hibds bizonyitas és ellenpélda. Tvszerfi Gsszefiiggéség 6s Osszefiiggéség. Minden
ivszertien Osszefliggd halmaz Osszefiiggd. Példa Osszefiiggd, de nem ivszerlien osszefliggé halmazra. RP
Osszefiiggs. RP-ben az iires halmazon és az egész téren kiviil nincs més halmaz, amely egyszerre nyilt és
zért is. [LTS2, 19-21. o.]

5.1. Kérdés (hegymdaszos feladat)

Két hegyméaszé az y = h(z) grafikont hegyet akarja megmészni, ahol h : [0, 1] — [0, 1] folytonos
fuggvény, és h(0) = h(1) = 0. Az egyik hegymdasz6 a (0,0), a masik az (1,0) pontbdl indul.
A két hegymdszo gy szeretne taldlkozni, hogy méaszds kozben minden pillanatban azonos
magassagban vannak. Sikertilhet-e ez nekik?

(Avagy: léteznek-e biztosan olyan f, g : [0,1] — [0, 1] folytonos fiiggvények, amelyekre f(0) =
0, g(0) =1, f(1) = g(1), és minden ¢ € [0, 1] pillanatban h(f(t)) = h(g(t))?

Hibas bizonyitas arra, hogy a valasz igen.
Példa arra, hogy a valasz nem.

5.2. Definicié (ivszerii Osszefiiggiség)

A H c RP halmaz ivszertien Osszefliggsd, ha barmelyik két pontja Osszekotheté a halmazban
folytonos gorbével, tehat barmely a,b € H pontokhoz van olyan « : [0, 1] — H folytonos gorbe,
amelyre 7(0) = a és (1) = b.

5.3. Definicié (6sszefiiggtség)

A H c RP halmaz Osszefiiggd, ha
o H nem bonthaté fel két diszjunkt, nemiires, relativ nyilt halmaz uniéjara, vagyis

o Ha A, B < R? nyilt halmazok, Hc AuBé HnAnB = J, akkor H ¢ A vagy H ¢ B.

5.4. Megjegyzés

Barmely G < RP nyilt halmaz akkor és csak akkor 6sszefliggd, ha nem bonthato fel két diszjunkt,
nemiires nyilt halmaz uidjara, avagy

5.5. Tétel

| f

Ha egy halmaz ivszerlien 6sszefiiggo, akkor 6sszefiiggo.

5.6. Példa

Van olyan halmaz, ami 6sszefiiggd, de nem ivszeriien Osszefiiggo.

5.7. Kovetkezmény

| f

RP ¢sszefiiggo.

-
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5.8. Kovetkezmény

A teljes téren és az iires halmazon kivil nincs RP-nek olyan részhalmaza, ami egyszerre nyilt
és zart.

| f

5.9. Tétel

o Ha egy nyilt halmaz halmaz 0sszefiiggd, akkor barmely két pontja 6sszekotheto torottvo-
nallal.

o Ha egy nyilt halmaz halmaz 6sszefiiggd, akkor ivszertien 6sszefiiggd.
e Minden nyilt halmaz {vszeriien 6sszefiiggé komponensekre bonthato.

o Minden nyilt halmaz olyan nyilt komponensekre bomlik, amelyekben barmely két pont
6sszekothetd torottvonallal.

5.10. Definicido

Tartoméany: nem fires, nyilt, 6sszefiiggé halmaz
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Elokészuletben

6. Tobbvaltozoés fiiggvények folytonossaga és hatarértéke

6.1. Definici6 (p-valtozés fiiggvény)

f: H— R egy p-valtozos fiiggvény, ha H c RP.

6.2. Definici6é (p-valtozés fiiggvény hatarértéke)

Legyen f : H — R p-valtozés fiiggvény, A ¢ H, a € A’, be R. Az f fuggvény hatarértéke az a pontban az A
halmazra szoritkozva b, ha

Ve>0 30>0 VazeB(a,d)nA |f(z)—b|<e
avagy, a b barmely V kornyezetéhez 1étezik az a-nak olyan U pontozott kérnyezete, hogy f (U NnA)cV.

Jele:
lim f(z) = b, limf =b
a,A

r—a

zeA

6.3. Definici6é (p-valtozés fiiggvény végtelen hatarértéke)

Legyen f: H — R p-valtozos fiiggvény, A< H,aec A’, be R.
Az f fliggvény hatarértéke az a pontban az A halmazra szoritkozva co, ha

VKeR 36>0 VeeB(a,0)nA flz)>K

avagy, a o0 barmely V kornyezetéhez létezik az a-nak olyan U pontozott kérnyezete, hogy f (U NnA)cV.

Jele: lim f(x) = oo, lim f = co.
TeA @4

Az f flggvény hatarértéke az a pontban az A halmazra szoritkozva —oo, ha

VKeR 36>0 VzeB(a,0)nA flz)<K

avagy, a o0 barmely V kornyezetéhez létezik az a-nak olyan U pontozott kdrnyezete, hogy f (U nA)cV.

Jele: lim f(x) = —oo, lim f = —o0.
TeA a4

Elkezdtik a hatarértékeket. Definidltuk epszilon-deltaval és kornyezetekkel is egy fiiggvény hatarértékét
egy torlédasi pontban egy halmazra szoritkozva. Példanak az x2y/(x? + y?) és xy/(x? + y?) volt.
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7. Tobbvaltozoés fiiggvények alsé és fels6 hatarértéke

7.1. Definicié

Legyen A < R?, a az A halmaz torlédasi pontja, és f olyan p-véltozés, valdés értékil fiiggvény, ami valamilyen
r > 0 esetén értelmes a B(a,r9) N A halmazon.
Az f figgvény felsé hatdrértéke avagy limesz szuperiora az a pontban, az A halmazra szoritkozva

ligl_zlllp f(z) = Erﬂ f(z) = rl—i}& supf(B(a,r) N A) = gl% supf(B(a, )N A).
ae

Megjegyzés. A B(a,r) N A biztosan nem iires, mert a torléddsi pont. Nagyobb r-hez bévebb B(a,r) N A és
f(B(a,r) n A) halmazt kapunk, ezért az r — f(B(a,r) n A) fiiggvény (nem szig.) monoton névekvs. Az
értéke (a szuprémum) 400 is lehetm de ett6l még tudunk hatérértlket venni. A monotonitds miatt a hatarérték
egyenl6 az infimummal.

Az f fuggvény also hatdrértéke avagy limesz inferiora az a pontban, az A halmazra szoritkozva

liminf f(z) = %f(m) = T£%1+ inff(B(a,T) N A) = sup inff(B(a,r) N A).

acA r>0

| r

7.2. Lemma

la. Ha limsup f > «, akkor Vr > 0 3z € B(a,r) f(z) > a.
a,A

1b. Ha limsup f < 3, akkor 3r > 0 Va € B(a,r) f(z) < S.
a,

2a. Ha liminf f > o, akkor 3r > 0 Vz € B(a,r) f(z) > o

a?

2b. Ha liminff < 3, akkor Vr > 0 dx € B(a,r) flx) <B.

p

Bizonyitas. la: inf Supf(B(a) N A) > «, tehat barmely r > 0 esetén sup f(B(a) ) A) > a.
1b: inf supf(B(a) ) A) < f3, tehédt van olyan r > 0, amire supf(B(a) I8 A) < p.

s
2a,2b ugyanugy.

7.3. Tétel

liminf f < limsup f, és
a,A a,

liminf f = limsup f = a akkor és csak akkor, ha lim f = a.
a,A a,A a,A

Az a = +0 eseteket tgy is lehet irni hogy

. hIEf = +o0 akkor és csak akkor, ha limjiAnff = 4-00;
a, a,

. li11141f = —oo akkor és csak akkor, ha limsup f = —c0.
a, a,A

J

e

Bizonyitas. Az els6 allitas trivi az 7.1.. definiciébdl: inff(B(a, )N A) < supf(B(a, )N A), majd r — 0+
hataratmenet.
1. eset: a = —oo. A 7.2.. lemma matt ha limsup f = —oo, akkor minden K szdmhoz van olyan r > 0, hogy
a,A
z € Bla,r) n A esetén f(z) < K. Ez pedig éppen annak definicitja, hogy 1111141f = —o.

Megforditva, ha hIIIAlf — —o0, akkor minden K szémhoz van olyan r > 0, hogy = € B(a,r) n A esetén f(z) < K.

Ekkor viszont limsup f < sup f(B(a7 r)n A) < K. Ez minden K szdmra igaz, tehédt limsup f = —oo.
a a,A

)

2. eset: a = +00. ugyanigy, mint az 1. esetben.
3. eset: «a véges.

Ha lim qunf f =limsup f = a, akkor a 7.2.. lemma matt minden 0 < ¢ < a-hoz van olyan ry és ro, hogy barmely
a, a,A



x € Bla,r) n A esetén f(z) > a —e > 0, illetve barmely = € B(a,rs) N A esetén f(x) > a —e > 0. Vegyiik a két
sugdr kozil a kisebbet: legyen § = min(ry,r2). Ekkor tehit barmely « € B(a,d) n A esetén a +¢e > f(x) > a —e > 0;
ez viszont éppen annak a definiciéja, hogy lirg f=a.

Megforditva, ha liri‘l f = a, akkor barmely € > 0-hoz van olyan § > 0, hogy « € B(a, 0) N Aesetén a+¢e > f(z) >
a — e > 0; ekkor viszont

a—¢e< inff(B(a,(S)) < limi‘nff < limsup f < supf(B(a,&)) <a+te.

s

Tehat
Ve >0 a—e¢e < liminf f < limsup f < a + €.
a,A a,A

Legyen

L = {lim f(z) : &n € A,z # a,z, — a} < [0, +0].

Ekkor limsup f(z) = max L és lim inf f(z) = min L.

aEA acA

Bizonyitas. Elég a lim sup-ra.
Eloszor azt igazoljuk, hogy limsup f € L.
a,A

1. eset: limsup f = b véges. Minden pozitiv egész n-hez vegyiink egy olyan x,, pontot, amelyre x,, € B (a, %) NnA

a,
ésb— L1 < f(x,) < b+ L. Ilyen létezik, mert a 7.2.. Lemma 1b miatt minden elég kozeli pontban f(z,) < b+ %, és
a 7.2.. Lemma la miatt az elég kozeliek kozott van olyan pont, amelyre f(z,) > b — % is igaz. A rendér-elv miatt
fl@n) = b, gy be L.

2. eset: limsup f = 400. Minden pozitiv egész n-hez vegyiink egy olyan z,, pontot, amelyre x,, € B(a, %) N A és

a,A
f(zn) > n. .
3. eset: limsup f = —o0. Minden pozitiv egész n-hez vegylink egy olyan x,, pontot, amelyre z,, € B(a, %) N A és
a,A
flzn) < —n.

Maésodszor, az kell, hogy L-nek nincs lim sup f-nél nagyobb eleme. Tegyiik fel indirekt, hogy mégis van egy g € L,
a,A

amire § > limsup f. A (-hoz van egy x,, € A sorozat, amely a-hoz tart, z, # a és f(x,) — B. Vegylink még egy ¢
a,
szdmot, amire limsup f < ¢ < 8. A lemma 1b szerint van olyan r > 0, hogy = € B(a,r) n A esetén f(z) < ¢. Mivel
a,A

T, — a, véges solé kivétellel minden x,, ilyen. Tehét véges sok kkivétellel f(x,) < ¢, de ez ellentmond annak, hogy
f(x,) a c-nél nagyobb S-hoz tart.

7.5. Kovetkezmény (atviteli elv)

lilir41f = « akkor és csak akkor, ha barmely z,, € A\{a} sorozatra, ha x,, — a, akkor f(z,) — a.

7.6. Tétel (hataratmenet)

Ha valamilyen r > 0-re x € B(a, r) N A esetén f(z) < g(x), akkor limi‘nf f< lim1i4nf g, és limsup f < lim sup g.
a, a, a,A

a"

Bizonyités.Az 7.1.. definiciébdl trivialis.
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7.7. Kovetkezmény (renddér- és honvéd/csész-elvek)

(a) Ha a B(a,r) N A halmazon f < g < h és lirﬂf = lirﬂh = ¢, akkor lim g = c.
(b) Ha a B(a,r) N A halmazon f < g és lirxrqlf = o0, akkor lim g = co.
(c) Ha a B(a,r) n A halmazon f < g és hr,{xlg = —oo, akkor 1i11141f = —00.
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