Analizis 3 jegyzetek

(Utols6 moédositas: 2021. november 21., 12:13)

A tervezett témak

2/3. hét, szept. 6-19: Topolégiai alapfogalmak véges dimenziés euklideszi terekben. Konver-
gencia és topologikus alapfogalmak (belsé pont, hatédrpont, kiilsé pont, torlédési pont, izoldlt pont,
nyilt halmaz, zart halmaz, kompakt halmaz) euklideszi és metrikus terekben. Tébbvaltozds, illetve
metrikus téren értelmezett fiiggvények és leképezések hatdrértéke és folytonossaga. Atviteli elvek.
Kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvények tulajdonsagai. Normak ekvivalencidja véges
dimenziéban.

4/5/6. hét, szept. 20 — okt. 10: Tobbvéltozds fuggvények differencidlszamitésa. Derivalds
koordinatafiiggvényenként. Szélséérték-keresés kompakt halmazon értelmezett fiiggvényekre. Irany-
menti és parcidlis derivaltak, Jacobi-métrix. A gradiens. Erintésik. Lagrange-féle kozépértéktétel.
A Lagrange-féle becslés leképezésekre. A differencidlhatosag sziikséges és elégséges feltételei. Az
inverz leképezés derivaltja, inverzfiiggvénytétel. Az implicit leképezés tétele. Feltételes szélsGérték-
feladat, Lagrange-féle multiplikatorszabaly. n-szer differencialhato leképezések. A Young-tétel. A
Taylor-formula. Lokalis széls6érték sziikséges, ill. elégséges feltételei.

7/8/10. hét, okt. 11 —nov. T7: Jordan-mérték és tobbvaltozos integralszamitds. A Jordan-féle
bels6 és kiilsé mérték. A hatar kiilsé6 mértéke. Jordan-mérhetd halmazok. A mérhetéség pontos felté-
tele. A konvex poliéderek és a normaltartomanyok mérhetosége. A parallelepipedonok térfogata. A
Jordan-mérték egybevagdsag-invarianciaja. A tobbszoros integral. Definicid, alaptulajdonsagok, az
integralhatosag ekvivalens feltételei. Folytonos és korlatos fliggvények integralhatosaga. Egy halmaz
mérhetdségének és karakterisztikus fliggvénye integralhatdsaganak ekvivalenciaja. Folytonos fiigg-
vénnyel val6 kompozicié integralhatosaga. A lebontasi tétel. A Cavalieri-elv. Normaéltartomanyok
térfogata. A gomb térfogata. Mérték- és integraltranszforméacio. Polarkoordinatas helyettesités.

11/12. hét, nov. 8-21: Paraméteres integralok. Paraméteres integralok folytonossaga, diffe-
rencidlasa és integralasa. Improprius paraméteres integralok. Egyenletes konvergencia. Improprius
paraméteres integralok folytonossaga, differencialasa és integralasa. Elégséges feltétel az improprius
paraméteres integral egyenletes konvergencidjara. Gamma- és Béta-fiiggvény.

13/14/15. hét, nov. 22 — dec. 12.: Valés vonalintegrdlok és integraltételek. Gorbék iv-
hossza. A vonalintegral és kiszamitasa. A Newton-Leibniz-formula. A primitiv fliiggvény létezésének
feltételei. Vonalintegral és homotdpia. Gauss-féle dsszekapcesolddasi szam. Divergencia és rotacio;
integraltételek két és harom dimenzidéban. Maxwell-egyenletek.



Emlékeztetd az Analizis 3 el6adasokrdl (2021. sz

1. eléadas, 2021. szept. 7.

Euklideszi tavolsag RP-ben. Nyilt és zart gombok. Konvergens pontsorozatok. Véges sok elem
hozzdadasa, elhagyasa, a sorozat atrendezése, az elemek véges sokszori ismétlése nem valtoztatja
meg a konvergenciat. Konvergens sorozat részsorozata is ugyanoda tart. a, — b akkor és csak akkor,
ha minden i = 1,2,...,p esetén a,; — b;. Linearitds. Cauchy-tulajdonsdg. Az (RP,|.|) tér teljes.
Korlatos sorozatok. Bolzano-Weierstrass tétel. [LTS2, 9-12. o.]

Normak. A ||.[, (¢ = 1) és ||| normak. 0 < ¢ < 1 esetén nem igaz a haromszog-egyenlStlenség.
Minkowski egyenl6tlenség.

2. el6adas, 2021. szept. 8.

1 < ¢ < o esetén |.|, tényleg norma. Normék ekvivalencidja. RP-ben barmely |.| norma ekvivalens
az |.| normaval. A konvergencia fogalma nem fiigg att6l, hogy melyik normét hasznaljuk. Ellenpél-
dak végtelen dimenzids esetben. https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20180sz-an3/An3_01_
normak.pdf

Halmaz belsé pontja, kiils6 pontja, hatarpontja. Halmaz belseje, kiilseje, hatara, nyilt halmaz,
zart halmaz, torlédasi pont, izolalt pont, derivalt halmaz. [LTS2, 13-19. o.]

3. elbadas, 2021. szept. 14.

Halmaz lezartja. Cantor metszettétel. Kompakt halmaz definicidja. Borel tétel, bizonyitas Lindelof-
lemmaéval és Cantor metszettétellel. Kompakt és vele diszjunkt zart halmaz tavolsaga pozitiv A
hegymaszos feladat, hibas bizonyitas és ellenpélda. Ivszerii 6sszefiiggoség és Osszefliggdség.

4. elbadas, 2021. szept. 15.

Barmely G < RP nyilt halmaz akkor és csak akkor Osszefliggd, ha nem bonthaté fel két diszjunkt,
nemiires nyilt halmaz ui6éjara. Ha egy halmaz ivszeriien Osszefiiggs, akkor Osszefiigg. Van olyan
halmaz, ami Osszefliggd, de nem ivszertien Osszefliged. RP Osszefiiggd. A teljes téren és az iires
halmazon kiviil nincs RP-nek olyan részhalmaza, ami egyszerre nyilt és zart. Ha egy nyilt halmaz
halmaz 6sszefiiggd, akkor barmely két pontja 0sszekotheto torottvonallal. Ha egy nyilt halmaz halmaz
Osszefiiggd, akkor ivszertien Osszefiiggé. Minden nyilt halmaz {vszertien Osszefliggé komponensekre
bonthat6. Tartomény.

p-valtozods fiiggvények. Véges és végtelen hatarértékek az értelmezési tartomany egy részhalmazara
szoritkozva. Limsup, liminf. hr}zl fi}nf f <limsup f.

) a,A

5. el6adas, 2021. szept. 21.
limglnff = limsup f = « akkor és csak akkor, ha 111} f =« limsup f = max{lim f(x, : z, € A, x, #
a, (l,A a, a,
a, T, — a}. Atviteli elvek. Hatardtmenet limsupra és liminfre.
Tobbvaltozés fliggvények folytonossaga. Atviteli elv. Folytonossag részhalmazokon. Szekciofiigg-
vények. Példa olyan fiiggvényre, amelynek minden szekciéfiiggvénye folytonos, de a fliggvény nem
folytonos. Miiveletek. Az elemi fiiggvények folytonossiaga. Weierstrass-tétel. [LTS2, 32-36. o.]

6. el6adas, 2021. szept. 22.

Heine tétele.


https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_01_normak.pdf
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_01_normak.pdf

Parcidlis differencidlhatosag. Példa parcidlisan differencidlhatd, de nem folytonos fliggvényre.
Lokalis széls6értékek. Szélsdértékkeresés a parcialis derivaltak nullhelyeinek mekeresésével. Adott
korbe irt maximalis teriileti haromszog. [LTS2, 39-43. o.]

Linearis fiiggvény; atiras vektorok skalaris szorzatdaval és matrixszorzassal. Tobbvaltozos fliggvény
differencidlhatéséga. A differencidlhatésaghél kovetkezik a folytonossig. Erintésik. Egyértelmiiség.
[LTS2, 45-47. o.

7. eléadas, 2021. szept. 28.

Derivaltvektor, gradiens. Ha mindegyik parcidlis l1étezik egy kornyezetben és folytonos az egy pont-
ban, akkor a fiiggvény differencialhaté. Ha mindegyik parcialis 1étezik egy kornyezetben és folytonos
az egy pontban, akkor a fliggvény differencialhaté. Minden polinomfiiggvény és minden raciona-
lis tort fuggvény, tovabba (ha elhagyjuk az ért. tartomanyok végpontait) minden elemi fiiggvény
differencialhat6. [LTS2, 48-53. o.]

Irdanymenti derivalt. Az iranymenti derivalt kiszamitasa. Lagrange-kozépértéktétel. Becslés a
fliggvény megvaltozasara. Ha egy tartomanyod a derivalt 0, akkor a fiiggvény konstans. [LTS2,
53-56. 0.]

8. el6adas, 2021. szept. 29.

Vektorértékt fiiggvények. Hatarérték, folytonossag, atviteli elvek. A hatarérték létezése és a foly-
tonossag ekvivalens a koordinatafiiggvények hatarértékével, ill. folytonosadgaval. RP — RY linearis
leképezések. Matrix alak. Linearis leképezés normaja. Differencidlhatosag. A diff.hatésag ekvivalens
azzal, hogy mindegyik koordinatafiiggvény differencialhaté. Ha differencidlhato, akkor folytonos. A
derivalt egyértelmiisége. Jacobi-matrix. Ha mindegyik parcialis 1étezik egy kornyezetben és folytonos
az egy pontban, akkor a fiiggvény differencidlhaté. Folytonos differencidlhatosag. Blokkmatrixok.
[LTS2, 81-89. o]

Differencialasi szabalyok: konstansszoros, osszeg. Lancszabaly (R? — R? és R? — R” fuggvény
kompoziciéja). [LTS2, 90-91. o]

9. eléadas, 2021. okt. 5.

A lancszabdly atirdsa szamértéki fiiggvényekkel. Szorzat, hanyados, hatvany differencidlasi szabalya.
Differencidlhaté fiiggvények szorzata, hdnyadosa is differencidlhat6. |g(x)|?, Ag(z), v'g(z) differenci-
alasa.

Lokalis inverz fliggvények. A lokalis inverz fliggvény differencialasi szabalya.

Lokéalisan injektiv és lokalisan sziirjektiv leképezések. Injektiv, sziirjektiv, és invertalhaté linedris
leképezések.

10. el6adas, 2021. okt. 6.

Példa arra, hogy a derivalt érték injektivitasa nem elég a fiiggvény lokalis injektivitasahoz. Felso és
alsé becslés | f(u) — f(v)]-re. A lokélis injektivités tétele.
A lokalis sziirjektivitas tétele. Bizonyitas minimumkereséssel és Banach-fixponttétellel.

11. eloadas, 2021. okt. 12.

Inverzfiiggvénytétel.

Fiiggvények explicit és implicit megadédsa. Az imlicit médon megadott, differencidlhaté figgvény
differencidlasa. Kimondtuk az implicitfiiggvény-tételt. Példédk arra, hogy a Dy f(a,b) folytonossdga
vagy invertalhatosiaga nélkiil a tétel nem igaz.



12. eloadas, 2021. okt. 13.

Bebizonyitottuk az implicitfiiggvény-tételt. Kovetkezmények: impliciten megadott feliilet és szintvo-
nalak simasaga.
Heurisztika (mese) a Lagrange-multplikatorokrol.

13. el6adas, 2021. okt. 19.

Bebuzonyitottuk a Lagrange-multiplikdtor modszert a lokalis sziirjektivitasbol.

Definialtuk a masodrendii paricalis derivaltakat. Voltak pédéak arra, amikor a parcialis derivaltak
sorrendje felcserélheto, s amikor nem. Definialtuk a masodrendi differencialhatésagot és folytonos
differencialhatésagot. Kimondtuk a Young-tételt.

14. eléadas, 2021. okt. 20.

Young-tétel, Hesse-matrix. Magasabb rendii derivalhatésag és folytonos differencialhatésag. A k-adik
derivalt, mint k-linedris fiiggvény.

Tobbvaltozés Taylor-polinomok. k-adik differencidl.
15. el6éadas, 2021. nov. 2.

limzﬂa% = 0. Taylor-formula. Kvadratikus alakok. p-dimenzios konvexitas jellemzése a

masodik differencial viselkedésével. Lokalis széls6értékek jellemzése a masdik differenciallal.

16. eléadas, 2021. nov. 3.

Kiilso és belsé Jordan-mérték. Ekvivalens definicié kockazassal. Alapvet6 tualjdonsagok. A mérhet6
halmazok gytrtije. [LTS2, 115-123. o.]

17. eléadas, 2021. nov. 9.

Példédk Jordan-mérheté halmazokra. A mérték atirdsa a szeletek mértékének integraljaként. Harom-
szOg, kup, gomb térfogata. Lineadris transzformdcié szerinti képhalmaz mértéke. [LTS2, 126-139.
0.]

18. elbadas, 2021. nov. 10.

Jordan-mérték szerinti integral. Felosztas, finomsag, alsé, felsd és oszcillacios Osszeg, alsd és fels6
integral. Additivitds. Minden e-hoz van olyan 9, hogy minden J-nal finomabb felosztésra az alsé és
felso Osszeg e-nal pontosabban kozelitik az alsé, ill. felso integralt. Linearitds. A majdnem mindeniitt
folytonos fiiggvények integralhatésaga. [LTS2, 158-162. o.]

19. eléadas, 2021. nov. 16.

Normaéltartomany térfogata.
Ha A c RP és B < R? téglak, f: A x B — R korlatos, akkor

fAXBf(:c, y) dz dy < L (JBf(m,y) dy> dz, ... ,fB UAf(x, v) dx> dy < LXBff(x, y) dz dy.

A szukcessziv integralds tétele. Integralok felcserélhetdségének feltételei. [LTS2, 158-162. o.]



20. eléadas, 2021. nov. 17.

Mérték- és integraltranszformacié (bizonyitas nélkil). Polarkoordinatak. A kor és a 3-dimenzids
gomb térfogatanak kiszamitésa. SO_OOO e~3%” dr kiszdmitdsa. [LTS2, 163-167. o.]

Paraméteres integralok. Gamma- és Béta-fiiggvény. Sé fi;i dx és Sgo @ dx kiszamitasa. Az
F(t) = §, f(t,z) dz alaki paraméteres integrélok folytonossaga. [LTS2, 358-361. o.]

21. el6adas, 2021. nov. 23.
22. eléadas, 2021. nov. 24.
23. eléadas, 2021. nov. 30.
24. el6adas, 2021. dec. 1.
25. eloadas, 2021. dec. 7.



I. Topolégiai alapfogalmak RP-ben

1. Pontsorozatok konvergenciaja R’-ben

Euklideszi tavolsag RP-ben. Nyilt és zart gombok. Konvergens pontsorozat. Ekvivalens atfogalmazasok.
Véges sok elem hozzdadasa, elhagyasa, a sorozat atrendezése, az elemek véges sokszori ismétlése nem
valtoztatja meg a konvergenciat. Konvergens sorozat részsorozata is ugyanoda tart. a, — b akkor és
csak akkor, ha minden ¢ = 1,2,...,p esetén a,; — b;. Linearitds. Cauchy-tulajdonsig. Az (RP,|.|) tér
teljes. Korlatos sorozatok. Bolzano-Weierstrass tétel. [LTS2, 9-12. o.]

1.1. Mese (p-dimenzids euklideszi tér)

« Pontok: Rp:Rx...XR:{(xl,...,a:p):xl,...,:rpe]R};

R folotti vektortér

Euklideszi norma: |z| = /27 + ... + 2

— |z| = 0, egyenl6ség csak = = OF esetén
= lex| = |c| - |z|

— |z + y| < |z| + |y|; indukciéval akdrhany tagra

Euklideszi tavolsag: d(z,y) = |y — 2| = A/(y1 — 1) + ... + (yp — 7p)?

Skalaris szorzat: (x,y) = T1y1 + ... + TpYp.

1.2. Definicié (nyilt és zart gombdok)

Ha (H,d) metrikus tér, akkor az a € H koriili, r > 0 sugart "nyilt" és "zart" gomb:
Bla,r) ={z e H :d(z,a) <r}, illetve B(a,r)={zeH :d(z,a)<r}.
Az euklideszi térben

Bla,r)={zeR?: |z —a| <r}, B(a,r)={zeR’:|z—a|<r}.

1.3. Definici6é (pontsorozat limesze)

Legyen ay, as,... € RP és b e RP. Az (a,) pontsorozat limesze (limeszpontja) b, avagy az (a,)
pontsorozat b-hez tart, avagy a, — b, avagy lima,, = b, ha

dng Vn > ng

d(a,,b) <e
ve=0 elagonvan 27236 2. —b] <&
g nagy a, € B(b,¢e)

véges sok n kivételével

A pontsorozat konvergens, ha van limesze, illetve divergens, ha nincs.




1.4. Tétel

Legyen
a1 21 Qn,1 by
a12 22 Qp 2 by
a; = ) ag = . ) ) anp = ) ; b =
alp a/2p anp bp

Ezek ekvivalensek:
(a) a, > b
(b) la, —b[—0

(c¢) mindegyik 1 < i < p-re a,; — b;.

,
&

1.5. Tétel

o A limeszpont egyértelmi.

o Véges sok elem hozzaadéasa, elhagyasa, a sorozat atrendezése, az elemek véges sokszori
ismétlése nem valtoztatja meg a konvergenciat.

» Konvergens sorozat minden részsorozata is ugyanoda tart.

« Haa, > Aésb, > B, és c,d e R, akkor (ca, + db,) - cA + dB.

1.6. Definicié (Cauchy-tulajdonsag)

Legyen (a,) pontsorozat valamely (H,d) metrikus térben. Az (a,) sorozat "Cauchy-
tulajdonsagi", ha
Ve > 0 dng Ym,n > ng d(am,a,) < €.

Minden konvergens pontsorozat Cauchy-tulajdonsag.

Bizonyitas. (=): legyen b = lim a,,; Ve > 0-ra d(am, an) < d(am,b) + f(a,,b) < 5+ 5 VSK.

1.8. Tétel (Cauchy-kritérium)

RP-ben barmely pontsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-tulajdonsagu.

Bizonyitas. («<): (a,) Cauchy = (a,) koordindtdnként Cauchy = (a,) koordindténként konv
= (a,) konv

1.9. Definicié (teljes metrikus tér)

Egy metrikus tér "teljes", ha a térben minden Cauchy-sorozat konvergens.
Pl. Az RP euklideszi tér teljes.




1.10. Definicié (korlatos halmaz)

Legyen H < RP. A H halmaz "korlétos", ha (ezek ekvivalensek):
e az {|z| : € K} szdmhalmaz korldtos, avagy 3r e R H < B(0,r);

e minden 1 <17 < p-re az {mZ xe K } szamsorozat korlatos.

1.11. Definicié (korlatos pontsorozat)

Legyen (a,) pontsorozat RP-ben. Az (a,) sorozat "korlatos', ha (ezek ekvivalensek):

e az {al, as, . .. } halmaz korlatos;
e az |a,| szamsorozat korlatos, avagy 3K € R Vn |a,| < K

« minden 1 <i < p-re az (a,,;) szdmsorozat korlatos

1.12. Tétel (Bolzano—Weierstrass tétel)

RP-ben minden korlatos sorozatbdl kivalaszthatd konvergens részsorozat.

Bizonyitas. Az egydimenziés Bolzano—Weierstrass tételt alkalmazzuk p-szer.



2. Normak ekvivalenciaja véges dimenziéban
Norma, metrika, A |.|4 (¢ = 1) és |.||c normak. Holder- és Minkowski egyenl8tlenség. Véges dimenziéban

minden norma ekvivalens. A konvergencia fogalma nem fiigg attél, hogy melyik normat hasznaljuk.
Ellenpélda végtelen dimenziéban. [KG1]

2.1. Definicié (norma)

Az |.| : R? — R fiiggvény "norma’, ha
o Barmely x € R? esetén |z| = 0;
o |z|| = 0 akkor és csak akkor, ha z = 0P;
o Béarmely x € R? vektor és c € R esetén |cz| = || - |z];

o Béarmely z,y € R? esetén ||z + y|| < |z| + |yl

2.2. Definici6é (L,-norma)

0 < q < és xe RPesetén legyen
1/
lzly = (lzal® + ... + [2pl7) ™,

tovabba legyen
|z)o = max (|z1l, ..., |zp]).-

Vegyiik észre, hogy ]y = || és ].c = limy s |2,

2.3. Megjegyzés

Leggyakrabban az Ly, Lo és az L., normakat szoktuk hasznalni.

2.4. Megjegyzés

0 < ¢ < 1 esetén nem igaz a haromszog-egyenlotlenség; pl. 2-dimenziéban

[, D], = 2" >2 =1, 0)], + 0, 1)]

o

2.5. Tétel (Holder-egyenlStlenség)

Hal<gq,r <owés é + % = 1, akkor tetszlleges a4, ..., a, és by, ..., b, szamokra

1/ r r 1/r
lallq - [ = (Jaa|®+ ...+ [ap]?) ™ - (ba]" + ...+ [b") " = |asbs| + ... + |ayby).

Bizonyitas. Ha a vagy b a nullvektor, akkor mindkét oldal 0, és kész.
Ha g = 1 és r = oo, akkor trivi:

B.O. = (Ja1| + ...+ |ap|) - max |b;| = J.O.

Marad az, ha 1 < ¢,r < o és egyik vektor sem 0.



Az egyenl6tlenség homogén; az a és a b vektort is végigoszthatjuk egy-egy szammal, és ekvivalens
allitast kapunk. Tehét feltételezhetjitk, hogy |all, = 1 és |[b|, = 1. Irjuk fel a silyozott szamtani-
mértanit az |a;|? és |b;|" szdmokra 1/q és 1/r sulyokkal:

1/ r\1/r 1 1 r
Jaibi| = (Jas|?) " (|b:]") " < §|az‘|q + 1o

Osszegezve

1 11
Zﬁwﬂ<;2@# Z%| *+*—1—W%HW

2.6. Tétel (Minkowski-egyenl6tlenség)

Ha 1 < g < o0 ésa,be RP, akkor

la +blly < ally + [0]q-

Bizonyitas. Harom specialis eset:
Ha ¢ = oo, akkor trivi:

la + be = max|a; + b;| < max (|a;| + |b;]) < max|a;| + max [b;| = [a]o + [|b]-
Ha ¢ = 1, akkor is trivi:
la+ bl = > |ai+bi| < (Jail + [bi]) = [l + b
Ha |a + 0|, = 0, akkor is trivi, mert
la+blg =0<aly + [l
Az altalanos esetben 1 < g < o0 és a+ b # 0. Legyen r = q%l a q konjugdlt kitevépdrja, amelyre
=1L

la+ bl = Y lai + bil* = > (las + bil - ai +bi]7) < Y laal - las + bil* + > b - |a; + bif
/ /v /
< (Slad) " (Sha+00) "+ (Slr) (S b07) " = (lall + 161,) o+ b,

Végiil leosztunk.

2.7. Kovetkezmény

|.|l; norma minden 1 < ¢ < o0 esetén.

2.8. Definicido

Az |.| és |.|' normék ekvivalensek, ha léteznek olyan ¢, ¢y > 0 szdmok, hogy barmely x € RP
vektorra

q Holder 2%

alr] < 2] < colz.

2.9. Példa

Az |.], |1 |-|eo normak ekvivalensek, mert

1
— 7] < 2] < 2]y < /P [2]

VP
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2.10. Tétel (a normak ekvivalenciaja)

RP-ben barmely |.| norma ekvivalens az |.| normaval, azaz léteznek olyan ¢, ¢y > 0 szamok,
hogy barmely x € R? vektorra
alz| <z] < ez

Bizonyitas. A fels6 becslés: legyenek a koordindta-egységvektorok ey, ..., e,. Ekkor

|z = lzrer + .+ zpep| < Jarea] + o+ fapep] = o] - e + ..+ o] - ] <

<la| Jleal + ... + 12l - lepl = (el + - + llepll) - ],

Tehdt példdul c; = [e1] + ... + [le,| megfeleld.

Az alsé becsléshez tegyiik fel indirekt, hogy nincs ilyen ¢;. Ezek szerint minden pozitiv egészre
¢ = + nem j6, vagyis van olyan z,, vektor, amelyre |z,| < %|z,|. Az z, nem lehet a nullvektor, és
igy a skalazhatésag miatt feltehetjik, hogy |z,| = 1.

Az Bolzano-Weierstrass tétel miatt a korldtos (z,) sorozatnak van egy konvergens (x,, ) részso-
rozata. Ennek limeszpontja legyen y. A részsorozat koordinatanként y-hez tart; az abszolutérték
definicidja miatt

P P 9 P
ol = g 2 = 4[5 (i ms) = i g2k = Jim | = i 1= 1.

A részsorozatban |z, —y| — 0. A mér bizonyitott felsé becslés szerint 0 < |z, —y| < e2|zn, —yl;
a renddr-elv miatt |z, —y| — 0. Ezek utdn

1
0< Hy” < ||xnkH + Hy - :Unk” < 777@ + CQ‘y _xnk’ - 0?

ellentmondas.

2.11. Kovetkezmény

Véges dimenzioban a pontsorozatok konvergencidja nem fligg attol, hogy melyik normat hasz-
naljuk. Barmelyik norméat is hasznaljuk, ugyanazok a sorozatok lesznek konvergensek.

2.12. Példa

Végtelen dimenzioban a kiilonb6z6 normak nem feltétleniil ekvivalensek.

o Legyen C[0,1] a [0, 1] intervallumon folytonos fliggvények vektortere. Ezen a téren két
lehetséges norma || f|; = Sé |f] és || fleo = max |f].

l—nzx z<1/n
0 x=1/n
Az Ly norma szerint az (f,,) sorozat a konstans 0 fiiggvényhez tart, az L., norma szerint
nem tart oda, és nem is Cauchy-sorozat.

Vizsgéljuk az f,(x) = fuggvényeket. Ezekre |f.[1 — 0 és || fullw = 1.

« Ugyanezen a téren | f[, = §, z[f(x)| dz és | f[s = §3(1 — 2)|f(z)| dz két olyan norma,
amelyeknek az ardanya sem alulrél, sem feliilrol nem korlatos.
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3. Nyilt és zart halmazok

Halmaz bels6 pontja, kiilsé pontja, hatarpontja. Halmaz belseje, kiilseje, hatara, nyilt halmaz, zart
halmaz, torléddsi pont, izoldlt pont, derivdlt halmaz, halmaz lezdrtja. [LTS2, 13-19. o.]

3.1. Definicido

o Halmaz belsé pontja, kiils6 pontja, hatarpontja.
o Halmaz belseje, kiilseje, hatara.
o Nyilt halmaz, zart halmaz, halmaz lezartja.

o Torlodasi pont, izolalt pont, derivalt halmaz.

(
\

3.2. Példa

o Az egész tér egyszerre nyilt és zart is.

Az tires halmaz egyszerre nyilt és zart is.

A nyilt gobmbok nyilt halmazok.

A zart gobmbok zart halmazok.

Az (a1,b1) x ... x (ay,by,) nyilt téglak nyilt halmazok.

Az [a1,b1] x ... X [ap, by] zéart tégldk zart halmazok.

3.3. Tétel

o Egy halmaz akkor és csak akkor zart, ha az elemeibdl képzett konvergens sorozatok
limeszei is elemei.

o Barmely halmaz akkor és csak akkor nyilt, ha a komplementuma zart.
o Nyilt halmazok tetszoleges rendszerének uniéja nyilt.

o Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.

o Zart halmazok tetszoleges rendszerének metszete zart.

o Véges sok zart halmaz unidja zart.

3.4. Példa
« A B(0,1/n) nyilt gombok metszete nem nyilt.

« A B(0,1—1/n) zart gombok unidja nem zart.

3.5. Definicido

Legyen G < RP nyilt. Egy S < G halmaz "stirti" G-ben, ha

YVae G Yr>0 SnB(ar)+d.

12



3.6. Példa
QP és RP\QP siird.

A bels6/kiilsé pont, nyilt halmaz stb. fogalmak nem fiiggnek attél, hogy melyik normét hasz-
naljuk.
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4. Kompakt halmazok

Cantor-metszettétel. Kompakt halmazok. Raciondlis gombok, Lindelof-lemma, Borel tétele. Nemdiires
kompakt és vele diszjunkt nemiires zart halmaz tévolsidga pozitiv. [LTS2, 18, 21-24. o.]

4.1. Tétel (Cantor metszettétel)

Ha K; o K3 o ... korldtos, zart, nemiires halmazok, akkor (| K,, # &J.

4.2. Példa

A A, = {x:x1 = n} zart félterek zartak és nemiresek, A; D As O ..., de a metszetiik iires.
A B,, = B(1/n,1/n) gébmbok korlatosak és nemiiresek, By © By O ..., de a metszetiik ires.

4.3. Definicié (kompaktsag)

Egy K < RP halmaz "kompakt', ha minden nyilt fedésébol kivalaszthato véges fedés.

4.4. Definicié (racionalis gémb)

B(a,r) "raciondlis gomb", ha a € QP és r € Q.

Minden nyilt halmaz el6all racionédlis gombok uniéjaként.

4.6. Lemma (Lindel6f)

Nyilt halmazok tetszéleges G; (i € I) rendszerébdl kivdlaszthaté egy megszamldlhatd rész-
rendszer, amelynek uni6ja ugyanaz, vagyis létezik olyan megszamlalhaté J < I indexhalmaz,

hogy
UQ:U@

€ el

4.7. Tétel (Borel)

K < RP akkor és csak akkor kompakt, ha korlatos és zart.

.

4.8. Definicid

Ha A, B ¢ RP nemiires halmazok, akkor ezek tavolsaga

dist(A, B) = inf {|a —b] : a € A,be B}.

4.9. Tétel

Tegyen K < R? kompakt és Z < R zart, egyik sem tires.
(a) Léteznek olyan a € K és b e Z pontok, amelyekre |a — b| = dist(K, Z).
(b) Ha K és Z diszjunkt, akkor dist(K, Z) > 0.

14



5. Osszefiiggé halmazok

Hegymészos feladat; hibds bizonyitas és ellenpélda. Tvszerfi Gsszefiiggéség 6s Osszefiiggéség. Minden
ivszertien Osszefliggd halmaz Osszefiiggd. Példa Osszefiiggd, de nem ivszerlien osszefliggé halmazra. RP
Osszefiiggs. RP-ben az iires halmazon és az egész téren kiviil nincs més halmaz, amely egyszerre nyilt és
zért is. [LTS2, 19-21. o.]

5.1. Kérdés (hegymdaszos feladat)

Két hegyméaszé az y = h(z) grafikont hegyet akarja megmészni, ahol h : [0, 1] — [0, 1] folytonos
fuggvény, és h(0) = h(1) = 0. Az egyik hegymdasz6 a (0,0), a masik az (1,0) pontbdl indul.
A két hegymdszo gy szeretne taldlkozni, hogy méaszds kozben minden pillanatban azonos
magassagban vannak. Sikertilhet-e ez nekik?

(Avagy: léteznek-e biztosan olyan f, g : [0,1] — [0, 1] folytonos fiiggvények, amelyekre f(0) =
0, g(0) =1, f(1) = g(1), és minden ¢ € [0, 1] pillanatban h(f(t)) = h(g(t))?

Hibas bizonyitas arra, hogy a valasz igen.
Példa arra, hogy a valasz nem.

5.2. Definicié (ivszerii Osszefiiggiség)

A H c RP halmaz ivszertien Osszefliggsd, ha barmelyik két pontja Osszekotheté a halmazban
folytonos gorbével, tehat barmely a,b € H pontokhoz van olyan « : [0, 1] — H folytonos gorbe,
amelyre 7(0) = a és (1) = b.

5.3. Definicié (6sszefiiggtség)

A H c RP halmaz Osszefiiggd, ha
o H nem bonthaté fel két diszjunkt, nemiires, relativ nyilt halmaz uniéjara, vagyis

o Ha A, B < R? nyilt halmazok, Hc AuBé HnAnB = J, akkor H ¢ A vagy H ¢ B.

5.4. Megjegyzés

Barmely G < RP nyilt halmaz akkor és csak akkor 6sszefliggd, ha nem bonthato fel két diszjunkt,
nemiires nyilt halmaz uidjara, avagy

5.5. Tétel

| f

Ha egy halmaz ivszerlien 6sszefiiggo, akkor 6sszefiiggo.

5.6. Példa

Van olyan halmaz, ami 6sszefiiggd, de nem ivszeriien Osszefiiggo.

5.7. Kovetkezmény

| f

RP ¢sszefiiggo.

-
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5.8. Kovetkezmény

A teljes téren és az iires halmazon kivil nincs RP-nek olyan részhalmaza, ami egyszerre nyilt
és zart.

| f

5.9. Tétel

o Ha egy nyilt halmaz halmaz 0sszefiiggd, akkor barmely két pontja 6sszekotheto torottvo-
nallal.

o Ha egy nyilt halmaz halmaz 6sszefiiggd, akkor ivszertien 6sszefiiggd.

e Minden nyilt halmaz {vszeriien 6sszefiiggé komponensekre bonthato.

5.10. Definicido

| (
\

Tartomany: nem iires, nyilt, osszefiiggé halmaz




II. Tobbvaltozés fiiggvények differencial-
szamitasa
6. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossaga és hatarértéke

6.1. Tobbvaltozos fiiggvények hatarértéke

R?P — R fiiggvények véges és végtelen hatarértéke valamilyen halmazra szoritkozva. A hatarérték egyér-
telmii. Atviteli elv. Példak. [LTS2, 28-31. o.]

6.1. Definicié (p-valtozos fiiggvény)

f:+ H— R egy p-valtozos fiiggvény, ha H < RP.

6.2. Definici6é (p-valtozos fiiggvény hatarértéke)

Legyen f : H — R p-valtozos fuggvény, Ac H, ae A', be R. Az f fuggvény hatarértéke az a
pontban az A halmazra szoritkozva b, ha

Ve>0 30>0 VaeB(a,d)nA |f(z) —b] <e

avagy, a b barmely V' kornyezetéhez 1étezik az a-nak olyan U pontozott kornyezete, hogy f (U N
A)ycV.

Jele:

r—a

lim f(z) = b, limf =10
zeA a4

Ha A az értelmezési tartomany, akkor nem tessziik hozza, hgy "az A halmazra szoritkozva'.

6.3. Definici6é (p-véltozos fiiggvény végtelen hatarértéke)

Legyen f: H — R p-véaltozos fiiggvény, Ac H,ae A’, be R.
Az f figgvény hatarértéke az a pontban az A halmazra szoritkozva oo, ha

VKeR 30>0 VeeB(a,d)nA flz)>K

avagy, a o0 barmely V' kornyezetéhez létezik az a-nak olyan U pontozott kérnyezete, hogy
flUNA) V.

Jele: lim f(z) = oo, lim f = 0.
TeA a4

Az f fiiggvény hatarértéke az a pontban az A halmazra szoritkozva —oo, ha
VKeR 3§>0 VeeB(a,0)nA f(z)<K

avagy, a o0 barmely V' kornyezetéhez létezik az a-nak olyan U pontozott kornyezete, hogy
flUNA) V.

Jele: lim f(z) = —oo, lim f = —o0.
TeA a4
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6.4. Példa

f(xvy)=x2—+yg

6.2. Tobbvaltozos fiiggvények alsé és fels6 hatarértéke
Fiiggvény limesz szuperiora és limesz inferiora. lim Ii4nf f = limsup f = « akkor és csak akkor, ha
a, a,A

1ir£1f = . limsup f = max{lim f(z, : z, € A, &, # a,z, — a}. Atviteli elvek. Hataratmenet lim sup-ra
a, a,A

és liminf-re. [KG2]

6.5. Definicio

Legyen A = RP, a az A halmaz torlodési pontja, és f olyan p-valtozds, valos értékii fiiggvény,
ami valamilyen r > 0 esetén értelmes a B(a,r9) N A halmazon.
Az f fiuggvény felséd hatdrértéke avagy limesz szuperiora az a pontban, az A halmazra szorit-
kozva
limsup f(z) = @f(x) = lim sup f(B(a,r) N A) = ingsupf(B(a,r) N A).
a, r>

r—a r—0+
agA

Megjegyzés. A B (a,r) N A biztosan nem iires, mert a torlédasi pont. Nagyobb r-hez bévebb
B(a,r)nAés f(B(a,r)nA) halmazt kapunk, ezért az r — f(B(a,r)nA) fiiggvény (nem szig.)
monoton névekvé. Az értéke (a szuprémum) +oo is lehet, de ettél még tudunk hatarértéket
venni. A monotonitas miatt a hatarérték egyenlé az infimummal.

Az f fiuggvény also hatdrértéke avagy limesz inferiora az a pontban, az A halmazra szoritkozva

liminf f(z) = lim f(z) = lim inff(B(a,r) N A) = sup inff(B(a, r) N A).
= a,A r—0+

acA r>0

la. Ha limsup f > «, akkor Vr > 0 3z € B(a,r) f(z) > a.
a,A

1b. Ha limsup f < (3, akkor 3r > 0 Vz e B(a,r) flx) < p.

a,A

2a. Ha lim}‘nff > a, akkor Ir > 0 Vz e B(a,r) f(z) > a.
2b. Ha lim}lnff < B, akkor Vr > 0 3z € B(a,r) f(z) < .

Bizonyitas. la: inf supf(B(a) N A) > a, tehat barmely r > 0 esetén supf(B(a) NnA)>a
1b: il;lf sup f(B(a) N A) < f3, tehat van olyan r > 0, amire sup f(B(a) N A) < p.
2a,2b ugyanugy.
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6.7. Tétel

lim inf f <limsup f, és
llm 1nf i = hm7sup f = a akkor és csak akkor, ha lim f = «a.

a,A a,A a,

Az a = +0 eseteket ugy is lehet irni hogy

. lir£1 f = +o0 akkor és csak akkor, ha lim %nf f = +oo;

. 111112 f = —oo akkor és csak akkor, ha limsup f = —o0.
@ a,A

Bizonyitas. Az elsé allits trivi az 6.5.. ddhﬁdébékinff(B( )rmA) supf< (aﬂqrwA>,
majd r — 0+ hataratmenet.

1. eset: a = —o0. A 6.6.. lemma matt ha limsup f = —oo, akkor minden K szdmhoz van olyan
a,A

r> 0, hogy © € B(a,r) n A esetén f(z) < K. Ez pedig éppen annak definiciéja, hogy lirglf =—w0
Megforditva, ha lim f = —oo, akkor minden K szdmhoz van olyan r» > 0, hogy x € B (a,r)n A

esetén f(x) < K. Ekkor viszont limsup f < sup f(B(a,7) n A) < K. Ez minden K szimra igaz,
tehdt limsup f = —o0 ’
a,A
2. eset: o = +00. ugyanigy, mint az 1. esetben.
3. eset: « véges.

Ha lim }xnf f = limsup f = «, akkor a 6.6.. lemma matt minden 0 < ¢ < a-hoz van olyan r,

a,A
és 1y, hogy barmely = € B(a,r1) n A esetén f(x) > a —e > 0, illetve barmely = € B(a,rs) n A
esetén f(r) > a —e > 0. Vegyiik a két sugdr koziil a kisebbet: legyen § = min(ry, ;). Ekkor tehét
barmely x € B(a,d) n A esetén a+¢ > f(x) > a —e > 0; ez viszont éppen annak a definicija, hogy
lim f = a.

Megforditva, ha hm f = a, akkor barmely ¢ > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy z € B(a, §) n A esetén

a+e> f(x) > a—5>0 ekkor viszont
a—¢e< mff(( ))<lim}1nff<1imsupf<supf(3(a,5))<a+€.
a, a,A

Tehat
Ve >0 a—e < hmmff limsup f < o +e.

a,A

6.8. Tétel

Legyen
L= {hmf(xn) cxp, €A T, # a, T, — a} c [—o0, +0].

Ekkor limsup f(x) = max L és lim nf f(z) = min L.

T—a
acA acA

Bizonyitas. Elég a lim sup-ra.
El6szor azt igazoljuk, hogy limsup f € L.
a,A
1. eset: limsup f = b véges. Minden pozitiv egész n-hez vegyiink egy olyan x, pontot, amelyre
a,A

T, € Bla, DnAésb—1< f(z,) <b+ i Ilyen létezik, mert a 6.6.. Lemma 1b miatt minden elég
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kozeli pontban f(z,) < b+ %, ¢és a 6.6.. Lemma la miatt az elég kozeliek kozott van olyan pont,
amelyre f(z,) > b— % is igaz. A rend6r-elv miatt f(z,) — b, igy be L.
2. eset: limsup f = +00. Minden pozitiv egész n-hez vegylink egy olyan x, pontot, amelyre

a,A
z, € B(a, LynAés f(z,) >n.
3. eset: limsup f = —oo. Minden pozitiv egész n-hez vegytlink egy olyan x, pontot, amelyre
a,A

T, € Bla, LYnAés flz,) < —n.
Masodszor, az kell, hogy L-nek nincs lim sup f-nél nagyobb eleme. Tegyiik fel indirekt, hogy

a,A
mégis van egy € L, amire 8 > limsup f. A S-hoz van egy x,, € A sorozat, amely a-hoz tart, x,, # a
a,A
és f(x,) — [. Vegyiink még egy ¢ szdmot, amire limsup f < ¢ < . A lemma 1b szerint van olyan

a,A
r > 0, hogy = € B(a,r) N A esetén f(x) < e. Mivel x,, — a, véges sok kivétellel minden z,, ilyen.
Tehat véges sok kivétellel f(z,) < ¢, de ez ellentmond annak, hogy f(x,) a c-nél nagyobb -hoz tart.

6.9. Kovetkezmény (atviteli elv)

lim f = « akkor és csak akkor, ha barmely z,, € A\{a} sorozatra, ha z,, — a, akkor f(z,) — a.

6.10. Tétel
Miveletek...

,
8
hS
L

-

6.11. Tétel (hataratmenet)

Ha valamilyen > O-re 2 € B(a,r) n A esetén f(z) < g(z), akkor limilnff < lim}‘nfg, és
limsup f < limsupg. 7 7
a,A a,A

Bizonyitas.Az 6.5.. definici6bdl trivialis.

6.12. Kovetkezmény (renddr- és honvéd/cs6sz-elvek)

(a) Ha a B(a,r) n A halmazon f < g < h és 1111141f — hI}llh = ¢, akkor liIE‘lg — @
(b) Ha a B(a,r) n A halmazon f < g és hrﬁlf = o0, akkor lir;‘lg = 0.
g

(¢) Ha a B(a,r) n A halmazon f < g és lirglg = —oo, akkor lim f = —o0.

a,

7. Tobbvaltozoés fiiggvények folytonossaga

Tébbvaltozés fiiggvények folytonosséga. Atviteli elv. Folytonos fiiggvény folytonosséga részhalmazokon.
Szekcidfiiggvények. Példa olyan fiiggvényre, amelynek minden szkciéfiiggvénye folytonos, de a fliggvény
nem folytonos. Miiveletek. Az elemi fiiggvények folytonossidga. Weierstrass-tétel. Heine-tétel. [LTS2,
32-36. o.]

8. Parcialis derivaltak
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Parcialis differencidlhatésag. Példa parcidlisan differencidlhato, de nem folytonos fiiggvényre. Lokalis
széls6értékek. Szélséértékkeresés a parcilis deriviltak nullhelyeinek mekeresésével. Adott korbe irt
maximalis teriileti hdromszog. [LTS2, 39-43. o.]

9. Tobbvaltozoés fiiggvények differencialasa

10.

11.

Linearis figgvény; atiras vektorok skalaris szorzataval és matrixszorzassal. Tébbvaltozés fliggvény diffe-
rencidlhatésdga. A differencidlhatésagbol kovetkezik a folytonossag. Erintésik. Egyértelmfiség. Derivalt-
vektor, gradiens. Ha mindegyik parcialis 1étezik egy kornyezetben és folytonos az egy pontban, akkor a
fliggvény differencidlhaté. Ha mindegyik parcidlis létezik egy kornyezetben és folytonos az egy pontban,
akkor a fiiggvény differencialhaté. Minden polinomfiliggvény és minden racionalis tort fliggvény, tovabba
(ha elhagyjuk az ért. tartomédnyok végpontait) minden elemi fiiggvény differencidlhaté. [LTS2, 45-53.
0.]

Iranymenti derivaltak. Lagrange-kozépértéktétel

Irdnymenti derivalt. Az irdnymenti derivalt kiszamitdsa. Lagrange-kozépértéktétel. Becslés a fliggvény
megvéiltozdséra. Ha egy tartoményod a derivalt 0, akkor a fiiggvény konstans. [LTS2, 53-56. o.]

Vektorértéku fiiggvények differencialasa

Vektorértéki fiiggvények. Hatarérték, folytonossig, atviteli elvek. A hatarérték létezése és a folytonossig
ekvivalens a koordinatafiiggvények hatarértékével, ill. folytonosddgaval. RP — R? linedris leképezések.
Matrix alak. Lineéris leképezés norméja. Differencidlhatosag. A diff-hatésidg ekvivalens azzal, hogy
mindegyik koordindtafiiggvény differencialhaté. Ha differencidlhato, akkor folytonos. A derivalt egyér-
telmisége. Jacobi-matrix. Ha mindegyik parcialis létezik egy kornyezetben és folytonos az egy pontban,
akkor a fliggvény differencialhat6. Folytonos differencidlhatésag. Blokkmdtrixok. [LTS2, 81-89. o.]

11.1. Definicié (Linearis R? — R? leképezések)

L

A e Hom(RP,R?); A(c-z) =c-A(z); Alx+y) = Alz) + Ay)

J

11.2. Tétel

Ty
fl (iL') @11 a2 @13 ... Qip 2
Oy ay1 Qoo @ .
P R I I | P
ly(2) g Qg Qg3 ... Ggp .
“ ~= ~/ p
axp

11.3. Definicié (Linearis leképezés vagy matrix normaja)

Al = sup{‘Ax‘ x| = 1} — max{|Ax| x| = 1}

11.4. Trivialitas

Tetsz. x vektorra |Az| < |A] - |=].
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11.5. Tétel

A maétrixnorma tényleg norma:
e |A]|>0,és|A] =0 < A=0
o fe- Al =lel- 1Al
« [A+ Bl <[A]+]B].

Bizonyitas. Az els6 harom trividlis.

Haromszog-egyenlotlenség: Barmely x € RP egységvektorra
[(A+ B)z| < [Az| + |Bz| < [A] + [ B

Tehat
|4+ B = sup {|(A+ B)z| : |o] =1} < [A] +|B.

A Hom(RP,RY) tér a matrixnorméaval egy normalt linedris tér.
(Igazébol barmelyik normat hasznalhatnank, csak ezzel konnyt lesz szdmolni.)

11.6. Definicié (differencidlhatésag)

HcRP, f:H—->RY acint H.
Az f fuggvény differencidlhaté az a pontban, ha van olyan A € Hom(R?, RY) linedris leképezés,
amelyre

f(z) = fla) — Az — a)

(a) }}LI}I |[L’ _ (I| = Oq

(b) Valamilyen vektorértékii e(z) fiiggvénnyel

f(z) = f(a) + A(x — a) + e(z)|z — a|, lime(z) =0,

r—a

(c) Valamilyen vektorértékii e(z) fiiggvénnyel

f(z) = f(a) + A(x —a) + e(x)|z — a|, ¢ folytonos a-ban és ¢(a) = 0,

Soronként {rva,
Si(x) fila) + Gz —a) +ei(2) - |z — ql

) fala) + la(x — a) + ea(z) - |z — al

fo(@) fola) + Ly(z —a) +g4(x) - |z —

f differencialhato
< az ¢ vektorfiiggvény folytonos a-ban és e(a) = 0,
< mindegyik ¢; figgvény folytonos a-ban és ¢;(a) = 0
< mindegyik f; differencidlhatd, és a derivédltja az ¢; linedris fiiggvény.

A szamértéki fuggvényeknél lattuk, hogy az ¢;(x) linearis fiiggvény egyértelmd, és az egyiitthatoi
(ha tetszik, koordinatai) az f; fiiggvény parcidlis derivéltjai az a pontban:

g](flf) = lej(a) - X+ Dgfj(&) “To+ -+ Dpfj(a) *Tp.
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Ezek utdn az A € Hom(RP R?) linedris leképezés egyértelmi, és a matrixa

Difi(a) Dafi(a) ... Dpfi(a) grad fi(a)

Difa(a) Dafa(a) ... Dy,fa(a) _ grad fa(a)

Dify(a) Dafy(a) .. Dyfy()) \grad fy(a)
11.7. Definicié (Jacobi-méatrix)

Difi(a) Dzfi(a) ... Dypfi(a) grad fi(a)

leQ((l> D2f2(a> 500 Dpfg((l> _ grad fg(a)

Dif(a) Dafu(@) ... Dyfy(@)) \gradf,(a)
Neve: az f leképezés a pontbeli Jacobi-métrixa; jele J f(a).

11.8. Definici6é

A most mar egyértelmii A(x) leképezést hivjuk az f leképezés a-beli derivaltjanak, és jelolhetjitk
igy: f'(a) = A € Hom(RP,RY).

11.9. Mese

A definicioba beirva ezt a jelolést,

f@) = fa) + f'(a)(z —a) + £(z) - |z —al.

Ezek utédn a p-valtozos f' derivalt leképezés hova is képez? Hat a p - ¢ dimenziés Hom(RP, R?)
vektortérbe...
Ha valaki szereti a vektor magicet, a Jacobi-méatrixot ilyen vicces szorzat alakokban is irhatja:

grad fi(a) fi(a) fi(a)
grad;fz(a) = grad - fzfa) = f2§a) (D1 Dy, ... D)
grad f,(a) fq(a) fq(a)

11.10. Tétel

Ha az f fiiggvény differencidlhaté az a pontban, akkor f folytonos a-ban.

Ha az f fliggvény differencialhaté az a pontban, akkor f mindegyik f; koordinatafiiggvényének
mindegyik valtozo szerinti parcialis derivaltja létezik és véges az a pontban.

Ha az a pont egy kérnyezetében az f mindegyik f; koordindtafiiggvénye parcidlisan differen-
cidlhato, és mindegyik D;f; parcidlis derivalt folytonos az a pontban, akkor f differencidlhato6
a-ban.
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11.13. Definici6

Ha az a pont egy kornyezetében az f minden pontban differencidlhato, és mindegyik D; f; par-
cialis derivalt folytonos az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy f folytonosan differencialhaté
az a pontban.

Avagy, a g X p-es méatrix értékii derivaltfiiggvény akkor és csak akkor folyt. a-ban, ha minden koordinétafiigg-

vénye, vagyis az osszes D; f;(x) folyt. a-ban.

. J

11.14. Példa

Legyen f(x,y) = (e* cosy, e”siny), pontosabban
x e’ cosy
1) - (Can)
Yy e® siny

D, fi(z,y) = e"cosy;  Dyfi(x,y) = —e"siny;

A parcialis derivaltak:

D.fo(z,y) = e"siny; Dy fo(r,y) = e” cosy.

A Jacobi-matrix az (‘;) pontban
a e®cosb —e%sinb
Jf<b> B (ea sinb  e%cosb ) i

A fuggvény derivaltja az (Z) pontban az

7 a\ (x e*cosb-x — e’sinb-y
b) \y etsinb-x + e*cosb-y

linearis leképezés.




11.15. Mese (E)

a differencialhatosagfogalom kozos altalanositasa a korabbi derivaltfogalmaknak:

f: — R — R?
Ha f: R — RY gorbe:
Ha f: R — R fiiggvény: JHO)
R f'(x) egy szdm (meredekség) f'(t) = : (érint6)vektor; g¢-
vagy R — R linearis fiiggvény £1(t)
q

weigy L x lles anais dim. (oszlop)vektor

ha tetszik, R — R? lin. fv

Ha f: RP — R? leképezés:

Ha f: RP — R figgvény:
f'(a) egy RP — R linedris fv

f'(a) egy R? — R linedris fiiggvény

R? — | vagy (D1f(a) ... D,f(a)), p-dim. lel(a) o Dpfl(@
(gradiens)vektor vagy : q X
vagy p-dim. sorvektor Dify(a) ... Dpfy(a)

p-es matrix

11.16. Mese (Blokkmétrixok, parcialis derivaltak)

fi
J%)(‘Iﬂy):‘] ;I (xlw";xp yla"'7yq>=
0.

Dufi ... Dofi | Dyfi ... Dy fi

Dofe . Duofy | Dyt o Dyt | (Def | Dyf)
Dygi ... Dogi | Dypgi ... Dy \ng‘Dyg/

D;.gs ... D,:pgS ke e oo qugs

12. Differencialasi szabalyok

Differencidlasi szabélyok: konstansszoros, osszeg. Lancszabaly (R? — R? és R? — R” fggvény kompozi-
cidja).
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12.1. Trivialitas

Legyen H c RP, f: H > R% acint H. Ha f: H — RY differencidlhat6 az a pontban és c € R,
akkor ¢ - f is differencialhato a-ban, és

(c- f)(a) =c- f'(a).

Trivi. Ha f,¢g: H — R? differencialhat6 az a pontban, akkor f + g is differencialhat6 a-ban,
és

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a).

(Trivi az € fuggvények folytonossagabol.)

12.2. Tétel (lancszabaly)

RP

_f

Legyen a p-véaltozds, Ri-ba képezé g fuggvény differencidlhat6 az a € RP pontban és g(a) =be
R?. Tovabba legyen a g-valtozds, R"-be képezo f fiiggvény differencialhaté a b pontban. Ekkor
a p-valtozés, R"-be képezo f o g fliggvény is differencialhaté az a pontban, és

(fog)(a) = f(b) o g'(a) = f'(g9(a)) o ¢'(a).

Avagy Jacobi-matrixokkal

Bizonyitas. Legyen

A=g'(a), g(x)=g(a)+ Alx —a) + a(z)|r —al,
B=f'(b), fly)=f(b)+Bly—>b)+Byly—0l

(a(x) ¢-dim. vektorértékii figgvény, folyt. a-ban, a(a) = 0,; B(y) r-dim. vektorértéki fiiggvény,
folyt. b-ben, B(b) = 0,.)

RP RY? R"
1
B ey | *f(0)

G

Az f értelmes valamilyen B(b, 1) gdbmbben.

A g differencialhatd, ezért folytonos is a-ban, igy egy elég kis B(a, 1) gombben g értelmes és
g(x) € B(b,r1). Az ro-t vélasszuk olyan kicsinek, hogy = € B(a,ry) esetén |a(z)| < 1 legyen (ez jél
fog jonni még).



Tehat a B(a,rs) gdbmbben f o g értelmes (ez is kell a differencidlhatosdghoz).
A B(a,ry) gdmbben

9(x) — g(a)| = |A(z — a) + a(z)|z — a|| < |[A(z — a)| + |a(z)| |z —a] <

<|A]-|z—a|l + 1|z —a] = (JA] +1)|z —al.
Mostantél y = g(x). A B(a,ry) gombben

f(g(x)) = f(g(a)) — BA(z — a)| =
|f(y) = f(b) — B(y—b) + Bly —b— A(z — a))| <

<|fly) = f(0) = Bly = b)| + [B(g(z) - g(a) = A(x —a))| <
<|8W)|-ly—0bl + |B]-|g(x)—gla) — Az —a)| <
<|BW)|- (IAl + 1)z —a| + |B|-|a(z)] |z —a| =

= (18] - (1AL + 1) + 1] -Ja@)]) - |z~ al
Tehat

<[Blg@)|- (1Al +1) + |B] - |a(x)]

I |f(9(2)) — f(g(a)) — BA(z — a)

|z —a

|/ (9(x)) — f(9(a)) — BA(z —a)

|z =

(fog)(a)=BA=f'(b)og(a).

=0; (fog)(x) = f(g(x)) differencidlhato

Rendér-elv miatt lim

r—a

a-ban, és

12.3. Kovetkezmény (0Osszetett fiiggvény differenciilasi szabalya; lancszabély)

Ha g1,...,9, p-valtozds, szamértékii fliggvények, differencidlhatok az a € RP pontban, b; =
gj(a), tovdbba a g-valtozds, szamértéki f fiiggvény differencialhaté a (by,...,b,) pontban,
akkor az F(z) = f(g1 (x),..., gq(a:)) fiiggvény is differencialhaté az a pontban, és a parcialis
derivaltjait igy irhatjuk fel:

i 8yj 6:61'

q
Z - Dig;(a) avagy

Bizonyitas. Az el6z6 tétel specidlis esete r = 1-re. Jacobi-matrixokkal

Digi(a) ... Dpgi(a)
grad F(a) = (D1f(b) ... Dyf(b)) T
Digy(a) ... D,g,(a)

Ebbdl kell leolvasni az i-edik elemet, ami a grad f(b) vektor és a Jg(a) Jacobi-matrix i-edik
oszlopanak szorzata.
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12.4. Példa

Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozos, szamértékil fliggvény; mindkettd differencidlhaté a t = a
A lancszabaly szerint az

helyen, g(a) = b, h(a) = ¢, tovabba legyen f(z,y) = x - v.
flg(t),h(t)) = g(t) - h(t) is differencidlhaté az a helyen, és

(g : h)/(a) = le(b7 C) : gl(a) + D2f<b7 C) : h/(t) =

=c-g'(a) +b-h'(a) = h(a) - ¢'(a) + g(a) - I (a).

12.5. Példa

Ugyanez hanyadossal: most f(x,y) = x/y és h(a) = ¢ # 0.

(g/h)'(a) = D1f(b,c) - g'(a) + Daf(b,c) - K(t) =

— % -g'(a) + ;_219 +h'(a) = h(la) gl = h(a)?

-

Hazi feladat kiprébalni ugyanezt n-tényezds szorzattal és hatvanyozassal is.

12.6. Kovetkezmény

Differencialhato fiiggvények szorzata és hanyadosa is differencialhaté (mindenhol, ahol nem kell

nulldval osztani.)

| r
\

12.7. Példa

g p-valtozés, Ri-ba képez. (\g\z)/ =7

f@) =P =vi+.. +¢
) =2
(l9])" = 24" - ¢

12.8. Példa

g p-valtozés, Ri-ba képez, A € Hom(R4, R")
A/(y) =A (v.6. (e¥) =e* :-0)

(Ag(x))' = (Alg(x))) = Ao d'(z) = Ag'(x).

12.9. Példa

g p-valtozos, Ri-ba képez, v € R?
@, y) ="

(v, g(x)) =v'g'(x).
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12.10. Példa

Most legyen g és h két, R%-ba képezd fiiggvény, ami differencialhaté az a € RP pontban, és
legyen f(x1,...,Tq,Y1,---,Yq) = T1t1 + - - - + T4y, az RI-beli skalaris szorzas.

grad f = (Y1, -, Yg> T1,---,24) = (¥, 2")
{g,h) = h'¢ + gl
(Ha g egyvaltozos, akkor ... = (grad g, h) + (h, grad g).

12.11. Tétel (inverz fiiggvény differencialasi szabalya)

Legyen f p-valtozés, RP-e képez6 leképezés, amely differencialhaté az a pontban, f(a) = b e RP
és tegyiik fel, hogy f'(a) = A € Hom(RP, RP) invertalhato.

//f\; y—br~ A(x—a)
r—a~Al(y—0b)

(L oh
« &« _—
T g Y

Tegyiik fel, hogy van egy szintén p-valtozos, RP-be képezo g fiiggvény, amely folytonos b-ben,
és b egy kornyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g differencialhaté b-ben, és ¢'(b) = A~! avagy
g(f(a)) = (f(a))~

Bizonyitas.Végig y € B(b,r) és = g(y) lesz.

y—b=f(z) = fla) = Az —a) + &(z) - [z — a
ANy —b) = (z—a) + Ae(x) - |z — al.

Az e(z) = (g)(y)) folytonos b-ben; ha |y — b| elég kicsi: |A~!| - |e(z)] < 2

|A*@—bn>m—ar»A ()] |2~ al = @—WA”Wk@MNx—M>éM—a
l9(y) — g(b) - <—b}=h—a—A y=b)| = [A7e()] - |r - al <
<147 Je(@)] - 2147 = 0)] < A7 - [e@)] - 2147 - ly — .
)g(y —g(b) — A7 (y = b)‘

v — 0] <2[A7'P - |elg(w))| = 0.

12.12. Kérdés

"f egy p-valtozos, RP-e képezd leképezés, amely differencidlhaté az a pontban, f(a) = b e RP és
f'(a) = A € Hom(R?, RP) invertélhatd.

Ha van egy szintén p-valtozds, RP-be képez6 g fiiggvény, amely folytonos b-ben, és b egy kornye-

zetében f(g(y)) =y..."

Hogyan lehet egyszeriien eldonteni, vagy tudunk-e ra valami egyszeri elégséges feltételt, hogy
van-e ilyen lokalis inverz g fiiggvény?
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13. Lokalis injektivitas

13.1. Kérdés (Lokélis inverz fiiggvény)

Mit varjunk el a lokalis inverztol?

Lokélis inverz?

Lokalis injektivitas?

Lokalis sziirjektivitas?

Milyen tulajdonsagu legyen az f'(a) linedris leképezés?

13.2. Definici6é (lokalis inverz)

Legyen f(z) p-valtozos, Ri-ba képez6 figgvény, folytonos az a € int Dy pontban.

A g(y) g-véltozés fuggvény az f lokdlis inverze az a pontban, ha léteznek olyan A < Dy és
B < D, halmazok, amelyekre

e beint B,

f(z) folytonos és injektiv az A halmazon

g(y) folytonos és injektiv a B halmazon

fla és g|p egymés inverze.

Lokalis inverz csak p = g esetén létezhet.

(A folytonyos esetben nem bizonyitjuk. Példaul p = 3, ¢ = 2 esetén a teljes 6tszog graf bedgyaz-
haté R3-ben, de R%.-ben nem, mert nem sikbarajzolhaté.)

13.4. Trivialitas

Ha f és g egymaés lokalis inverze az a, illetve a b pontban, és ezekben az pontokban mindketto
differencidlhat6, akkor az f’(a) és ¢'(b) leképezések egymds inverzei, és ez csak p = ¢ esetén
lehetséges.

13.5. Definicié (lokalis injektivitas)

Legyen f p-valtozos, R%-ba képez6 fiiggvény és a € int Dy. Az f fiiggvény lokélisan injektiv az
a pontban, ha van olyan r > 0, hogy f|p(, injektiv.
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13.6. Definicié (lokalis sziirjektivitas)

Legyen f p-valtozos, Ri-ba képezd fliggvény és a € int Dy. Az f fliggvény lokdlisan sziirjektiv
az a pontban, ha a minden kornyrzetének képe tartalmaz b korili gombot, vagyis

Vr>03s>0VYye B(b,s) dxe Bla,r)f(x) =y.

13.7. Tétel (Injektiv és sziirjektiv linearis leképezések)

Legyen A € Hom(RP,R?) vagy Ae R?*P (A= f'(a) lesz)

A injektiv < 1tk A = p (p < ¢ sziikséges) <= valamelyik p x p-es részmétrix deter-
minansa nem 0

A szirjektiv <= tk A = q¢ (¢ < p sziikséges) <= valamelyik ¢ x g-as részmdtrix
determinansa nem 0

A injektiv <= A! sziirjektiv

A invertalhaté <= rk A = p = q avagy det A # 0

13.8. Trivialitas

Ha A injektiv / sziirjektiv / invertalhatd, akkor az A egy kornyezetében (ez a kornyezet a
Hom(RR?,R?) térnek része) minden leképezés injektiv / sziirjektiv / invertalhato.

Biz. Mindharom tulajdonsig azt mondja, hogy bizonyos részmatrixok koziil valamelyiknek a
determinansa nem 0.

A determinans folytonos (mert rac. tort fiiggvény), igy van az A-nak egy kornyezete, ahol
ugyanannak a részmatrixnak a determinansa nem 0.
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13.9. Példa

Onmagéban a differencidlhatésdg nem elég.
0.5 ' | 1

\

-0.
! 1 7 03
10
z 24in —
f(z) = 2+xsm$ ha z # 0
0 haz =0
10 10
. T +2zsin— —10cos — haz #0
/@) = - z
% haxz =0

Noha f’(0) # 0, még sincs lokélis inverz a 0 korl. :-(

A folytonos differencialhatésagot is ki fogjuk kotni.

13.10. Lemma

Legyen H c RP| f : H — RY%; az [a, b] szakasz része H-nek, a szakasz pontjaiban f differenci-
alhato, és valamilyen M szammal | f’| < M. Ekkor

|[f(b) = fla)] < M -[b—al.

P
R E!

S e

f1b)

Bizonyitas. Ha f(a) = f(b), az 4llitas trividlis. A tovabbiabkan f(a) # f(b).
Legyen w = f(b) — f(a) és h(z) = (w, f(x)) >= w'f(x). Erre a figgvényre
h(b) = hla) = w, F(0)) = Cw, f(a)) = Cw, F() = F(a)) = |£(0) = f(a)]"

Ahol f differencidlhatd, ott h is differencidlhaté, és b'(z) = w' f'(x).
A p-véltozds Lagrange-kozépértéktétel szerint az [a, b] szakaszon van olyan ¢ pont, amelyre h(b) —

h(a) = h'(c)(b — a).

[£0) = f(@) = 1) = h@)] = |1 (¢) b—a)|—\w fC)( a)| <
<lwl-|(f(c) 0—a)| < lwl - |f(e)] - b—al <|f(b) - fla)]- M < [b—al.
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13.11. Lemma

Legyen K < RP konvex nyilt halmaz és f : H — RP olyan differencidlhato leképezés, amelyre
a K minden pontjaban |f — I| < 5. Ekkor a K tetszéleges u, v pontjaira

1

[f(w) = f0)] > Slu—wl.

Bizonyitas. Legyen g(x) = f(z) — xz, ekkor x = f(x) — g(x), ¢ = f' — I és a feltétel szerint
9]l < 5. Az €l6z8 lemmébdl |g(u) — g(v)] < 3|u — v], ezért

[u =] = |f(u) = g(u) = () + g()| < |f(u) = f()] + [g(u) — g(V)] < [f(u) = f(V)] + ;\U—U!-

13.12. Tétel (A lokélis injektivitas tétele)

Legyen H c RP, f: H > R a€int H.
Ha f : H — R? folytonosan differencialhato az a pontban, és

az f'(a) linedris leképezés injektiv,

akkor az a pontnak van egy olyan kornyezete, ahol f injektiv.

. J

Bizonyitas. Legyen A = J(a); ez egy ¢ x p-es matrix, amelynek oszlopai linedrisan fiiggetlenek.
Ezért van olyan p x ¢ méreti matrix, amelyre BA = I.

Legyen g = Bo f; ez is folytonosan differencidlhat6 az a pontban, tehat az ¢'(z) (leképezés értéki
leképezés) folytonos az a pontban; létezik tehét olyan r > 0, hogy a B(a,r) kérnyezetben

9() — g/ (@)] = Ig'x) 1] < 3.

Az el6z6 lemma szerint, ha a, v két kiillonb6z6 pont ebben a gombben, akkor
1
9(w) — ()] = lu—1vl >0,

ezért a gobmbon f injektiv.

14. Lokalis sziirjektivitas

14.1. Tétel (lokalis sziirjektivitas)

Legyen Hc RP, f: H > R% acint Hésb = f(a). Ha f : H — RY folytonosan differencidlhaté
az a pontban, és az f’(a) linedris leképezés sziirjektiv, akkor az f fliggvény lokdlisan sziirjektiv
az a pontban, tehat az a pont barmely kornyezetének f szerinti képe tartalmazza a b pont egy
kornyezetét.
Kvantorokkal:

Vr>0 3s>0 YyeB(b,s) dzeB(a,r) f(x)=y.
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Bizonyitas. A Jf(a) Jacobi-matrix oszlopai kozott van ¢ lin. fliggetlen; az altaldnossag csorbi-
tasa nélkiil felteheto, hogy ez az els6 ¢ oszlop.

Csak olyan z-eket fogunk keresni, amelyekben z,11 = agi1, ...2, = a,. Mostantdl tehat fel-
tessziik, hogy p = ¢; és f'(a) invertélhato.

Az f helyett vizsgalhatnank az f(z + a) — b figgvényt; ezért az dltalanossag csorbitasa nélkiil
feltehetjiik, hogy a = b = 0,,.

Legyen g = A™!' o f; ez is folytonosan differencidlhat6 és ¢'(0) = A~1A

= I. A folytonos
differencidlhatosag miatt van egy olyan ro > 0, hogy a B(0,7) gémbben |¢’ — I| < %
T

Az allitast r < ro-ra igazoljuk, és ez elég. Legyen s = és y tetszbleges pont a B(0, s)

A~
gombben; ehhez keressiik a megfelel6 x-et.
Legyen z = Ay, erre tehdt |y| < s, és

_ _ _ r
[z = [A7y[ < [ATH] -yl << A7) s = 7

Oyan z € B(0,r) pontra van sziikségiink, amelyre g(z) = z, mert akkor f(z) = A(g(x)) = Az = y.
Az x megtaldlasa kétféle mddszert mutatunk.

1. mébdszer: minimumkeresés. Keressitkk meg a B(a,ro) zart gombon a h(z) = |g(x) — z|*
fliggvény minimumat. A Weierstrass-tétel miatt a minimum biztosan 1étezik.
A kézéppontban h(a) = | — 2|? < s%
A hatarpontokban
1 ror r
—z| = —g(0)—zl==|xr—0|—|z]| >=— - =—,
9() — 2| = [(g(x) — 9(0) — 2|5 = lx — 0] ~ || = -~ & =

tehat h(z) > h(0). A minimumhely nem lehet a hataron; belsé pontban veszi fel a h fliggvény.
Legyen xy a minimumhely; ez lokalis minimumbhely, tehat A’ = 0:

0= R(z0) = 2(g(z0) — z)t - g'(x0) = 0.

Az ¢'(x¢) invertalhatd, tehat g(zg) — z = 0.
Ezzel talaltunk olyan zg € B(a,ro) < B(a,r) pontot, amire g(xg) = z , vagyis f(zo) = y.

2. moddszer: iteracio.
Heurisztika: A keresett xy pont kozelében

g(z) =~ g(xo) + ¢'(x0)(x — x0) = 2 + [(x — 1) = 2 + & — @,

vagyis g ~ x — g(x) + z.
Legyen k(z) = x — g(z) + z, és definidljuk a kovetkezd rekurziv sorozatot:

u =0, Upr1 = h(u,) =u, —g(u,) + 2.

A sorozat nem 1ép ki a B(0,r) gombbél: |k = |I — ¢'| < 5 és k(0) = z, ezért

1 ror 3
k = k(0 k(x) — k(0)] < —lrl< -4+ =-=-r<r;
K@) = b(O)] + k(2) ~ KO)] < |o] + Glal < T+ 5 =<7
a rekurzié tényleg egy végtelen sorozatot definial.
A szomszédos elemek tavolsdga exponencidlisan csokken:
1
[Upt2 — Uny1| = \k(unﬂ) - k(“n)’ < i]unH — Up.

Ezért a sorozat konvergens.
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Legyen xy = Imu,; ez a k fiiggvénynek fixpontja, vagyis g(xg) = z.

2a. moédszer: A Brouwer-fixponttételt fogjuk alkalmazni: ha Z zart gomb, és k : B — B egy
tetszoleges folytonos fiiggvény, akkor a k fliggvénynek van fixpontja. Az f és a g fliggvényekrol csak
annyit fogunk felhasznalni, hogy folytonosak az a pont egy kornyezetében, differencialhaték az a
pontban, és A = f’(a) sziirjektiv, illetve ¢'(a) = I. Tehdt csak az a-beli derivéltat fogjuk hasznélni.
Az €l6z6 részhez hasonlban, legyen 7 olyan, amelyre x € B(a,r) esetén

o) = 9(0) ~ ¢ O)( ~ )] = |o(w) ~ ] <

ilyen a g fiiggvény 0-beli differencidlhatésdga miatt 1étezik.

Tetszoleges r < ry esetén legyen s = m; azt allitjuk, hogy tetsz6leges y € B(0, s) ponthoz van
olyan z € B(0,r), amelyre f(z) =y, avagy a z = A~!(y) ponttal g(z) = 2.

Vizsgdljuk a k(z) = x — g(x) + 2 fiiggvényt a B(0,r) zart gombon. Ez folytonos, és |k(z)| <
l9(z) — 2| + |2| < 3lz| +]2| < 5 + %, tehdt a k figgvény a gomb belsejébe képez. A Brouwer-
fixponttétel szerint k-nak van legalabb egy z fixpontja a zart gombben; mivel a k képei a géomb
belsejében vannak, az x is belsé pont. Tehat x¢ € B(0,7) és k(xg) = xq, vagyis g(xg) = z.

14.2. Tétel (lokalis sziirjektivitas, er6sebb valtozat)

Legyen H c RP, f: H > R% a€cintH és b= f(a). Ha f: H — RY folytonos az a pont egy
kérnyezetében, differencidlhaté az a pontban, és az f’(a) linedris leképezés sziirjektiv, akkor az
f fiiggvény lokélisan sziirjektiv az a pontban.

15. Inverzfiiggvénytétel

15.1. Definicié (Nyilt leképezések)

Ha H < RP? nyilt, f : H — RY, és minden G < H halmazra a f(G) halmaz nyilt, akkor f egy
nyilt leképezés.

Kovetezménynyilt leképezés tétele Ha H < RP nyilt, f : H — R? folytonosan differencialhato,
és H minden pontjaban f’ sziirjektiv, akkor f nyilt leképezés.
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15.2. Tétel (Inverzfiiggvénytétel)

Legyen H c RP, f: H > RP;acint H, b = f(a).
Ha f: H — RY folytonosan differencidlhaté az a pontban, és

az f’(a) linedris leképezés invertalhato,

akkor léteznek olyan § > 0 és n > 0 szamok, hogy

(1) Minden x € B(y, d) ponthoz létezik pontosan egy olyan x € B(a,n) pont, amelyre f(x) = y.
Avagy, 1étezik olyan ¢ : B(b,0) — B(a,n) fiiggvény, amelyre f(g(y)) = y.

(2) Az g figgvény differencialhato, és ¢’ folytonos b-ben.
(3) A B(a,n) gdmb pontjaiban f’ invertdlhatd, és ¢'(f(z)) = (f'(z)) "

Bizonyitas.Olyan kicsi -t valasztunk, amelyre a B(a,n) zdrt gdombon f injektiv, és f’ a zart
gomb minden pontjiban invertdlhaté. Legyen K = f(B(a,n).
Lokélis sziirjektivitas: van olyan 6, hogy B(b,d) < f(B(a,n). (nyilt gombok)
Minden y € K-hoz van pontosan egy olyan = € B(a,n), amire f(zr) = y. Ha y € B(b,0), akkor
x € B(a,n). Tehét g létezik.

Az B(a,n) zart gomb kompakt, f folytonos, ezért K is kompakt. A g fliiggvény az f folytonos
injektiv fiiggvény inverze, ezért g a K halmazon folytonos.

Az inverz figgvény differencialasi szabélyat fogjuk alkalmazni. Bérmely y € B(b,d) pont egy
kis kornyezetében g értelmezett, g folytonos, az © = ¢(y) € B(a,n) pontban f’(a) invertélhato,
és f(g(y)) = y. Az inverz fuggvény differencidlési szabélya szerint g differencidlhaté y-ban, és

g'(y) = (f'(x)~"
-1
A ¢ folytonos b-ben: ¢'(y) = <f’(g(y))) , g folytonos y-ban, f’ folytonos g(y) = x-ben, és a

matrixinverz is folytonos.
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16. Implicitfiiggvény-tétel
Figgvény explicit (kézvetlen) megadésa: g : (x1,...,2p) = (Y1,--.,Yq)

v = gi(21,. ., 1)

Yq = gq(q"b SO a£p)
vagy
y=g(x)
Implicit (kézvetett) megadas: ¢ : (z1,...,2p) = (Y1, .-, Yq)

fl(mlv"'7mpay17"'7yq) =0

fq(xlv-">$payl7"'7yq) =0

vagy
f(xa y) = Oq

(egyenletrendszer)

16.2. Példa (implicit fiiggvény)

Implicit megadds: 22 + y> =1, |z] < 1,y <0
Explicit megadas: [z < 3, y = —v1 — 22
A
,»"' T
/, E \\
’ | N
/ i \
i i !
/ i i
I 1T b
1 " ™
\ | I
1 !
b !
AY /
\\ //
~ y Ed
\--_..'--'/

Bonyolultabb egyenleteket nem biztos, hogy expliciten meg tudunk oldani. (Ez az algebristak
dolga lenne.) Viszont az olyan esetekben is szeretnénk az implciten megadott fiiggvényt derivlni,
amikor nincs explicit megoldas.

16.3. Kérdés

Honnan tudjuk, hogy egyaltalan van megoldasa az egyenletrendszernek? Na és ha tobb is van,
melyiket vegytik?
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16.4. Kérdés

Ha tudunk egy (a,b) pontpart, ami megolddsa az egyenletrendszernek, lesz-e koriilotte egy
egyértelmi lokalis megoldas, gorbedarab?

16.5. Kérdés

Ha van is lokalis implicit fiiggvény, biztosak lehetiink benne, hogy differencialhaté? Milyen
képlet adja meg a derivaltat?

C

16.6. Tétel (implicit fiiggvény differenciilasa)

Ha tudjuk, hogy van implicit fiiggvény, és még differencidlhato is, akkor derivalni mar konnyt.

f(w,9(x)) = 0
z € RP; g(x) € RY; f egy p + q véltozds, és Ri-ba képez.

Bizonyitas.Most jelentse Dif az f elsé p valtoz6 szerinti parcidlis derivaltjat (D;f(x,y) €
Hom(R?,R?)) és Dof az f utolsé ¢ valtozo szerinti parcidlis derivaltjat (Do f(x,y) € Hom(R?, RY)).
Derivaljuk mindkét oldalt:
f(.f(,’,g({)?)) = Oq

Dy f(x,9(x)) + Daf (x,9(2)) - ¢'(x) = Ogxp
) \><(p ’ ) q‘X(q ’ 7;?—/
Dy f(@,9(x)) - g'(x) = —=D1f(x, g(x))
Es ha D, f(x, g(x)) invertalhaté is, akkor

g() = = (Dof(x.9(2)))

"Dy (e, g(x)).

Erdemes lesz feltenni, hogy D, f(x, g(x)) invertalhato.

16.7. Tétel (implicitfiiggvény-tétel)

Legyen H c R? x R? és f: H — RY (az egyenletrendszer).

Tegyiik fel, hogy a € R?, b e R, (a,b) € int H, és f(a,b) = 0, (vagyis az (a,b) egy olyan belsé
pont, amely megoldasa az egyenletrendszernek).

Ha f folytonosan differencialhaté az (a,b) pontban, és Dsf(a,b) invertalhatd, akkor

Léteznek olyan 6 > 0 és n > 0 szamok, hogy

(1) Minden x € B(a,d) ponthoz létezik pontosan egy olyan y = g(x) € B(b,n) pont, amelyre
f (LE ) y) = Ol] :

(2) Az igy definidlt g(z) figgvény differencialhaté a B(a,d) gdmbben, és

¢(x) = ~(Daf (@, 9(e)) " Daf(z, 9(a)).

(3) ¢ folytonos az a pontban.
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Bizonyitas.Kénnyebb tobbet bizonyitani. Az egyenletrendszer jobboldalan a 0, vektor helyére
is tegytnk egy z € R? vektort. Az j egyenlet:

flz,y) =z

Azt allitjuk, hogy minden a-hez kozeli = és 0,-hoz kozeli z esetén ehhez van egy egyértelmti y ami
megoldasa.
Denifialjuk a kovetkezd, p + ¢ valtozds, RPT9-ba képezd fuggvényt:

T T
X Tp | Tp o x
F(y) =F hn B fl(xay) - (f(x7y)) '
y'q fq(J'J,y)

Erre irjuk fel az inverzfiiggvénytételt az (a,b) pontban.
Az (a,b) pontban f folytonosan differencialhaté és F'(a,b) = (a,0).
Az (a,b) pontbeli derivalt blokkmatrix alakban

F/(CL b) _ Dlx‘m:a D2x|a3:a _ ]pxp Opxq )
’ le(a7b) DQf(a'7 b) D1f<aa b) DQf(a7b)
Ez invertalhato, mert a jobb als6 sarok invertalhato.

Az inverzfiggvénytétel feltételei teljestilnek; F-nek létezik egy lokalis inverze az (a,0) egy kor-
nyezetében, és a lokalis inverz folytonosan differencialhaté az (a,0) pontban.

()= Gan) 7 0)= (oo pustan):

Az inverzfiiggvénytétel szerint vannak olyan &g, 7o > 0 szdmok, hogy minden (z, z) € B((a, 0), 50)
péarhoz 1étezik olyan egyértelmit (w,y) € B((a,b),no) par, amire F(w,y) = (z, 2).

x x
Persze w = x, szoval az inverz leképezés — alak.
z G(z, z)

Az oOhajtott ¢ fiiggvény a G-nek a z = 0, szekcidja lesz: ¢g(x) = G(x,0,). Ez teljesiti az
q q
f(x,g(x)) = 0, fiiggvényegyenletet, és folytonsan differencidlhat6 az a pontban.
(Félre: csak a 9,7 szamokat ne kellene vagdosni. . . )

Ay Az
L/ 1
[] ij) .(5"., z:]
3 wl 1] wl
(a‘: b) /'(&! [:)
i F » o

Legyen n = 1ny. Vélasszunk olyan 0 < § < dy szdmot, hogy minden z € B(a, §) esetén |g(z)| <7
is teljestiljon.

Ekkor tehat a kicsit nagyobb halmazon is egyértelmii (z,y) € B((a,b),ny) pontunkra az is igaz,
hogy [y| = [g(z)] <n.

A g derivaltjat mar kiszamoltuk, de leolvashatjuk a derivaltmatrix inverzébdl is:

()= ()= oditn o)
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(Dﬁ(ﬁ ) sz(()x,y))_l - (—(Dam,yjﬂxpl Dy f(,y) <D2f<2, y>)1) ;

Az els6 blokkoszlop az x, a méasodik a z szerinti derivalt, tehat

g/(ZE) = —(Dgf(l',y))_l le(l’,y) = _(DQf(xvg(x)))_l le(flf,g<l’>)

16.8. Mese (Az implicitfiiggvény-tétel kovetkezményei)

p + q valtozora p '"fliggetlen" egyenlet: ¢-dimenzids grafikondarab (paraméteres feliilet).
Szintvonalas térképek: ha valahol a fiiggvény folytonsan differencialhato, és a gradiens nem a
nullvektor, ott a szintvonal (valamilyen fiiggvényérték Gsképe) lokalisan egy folytonosan diffe-
renciadlhato gorbedarab.
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17. Feltételes lokalis szélsoértékek

17.1. Példa

A g(z,y) figgvény minimumét vagy maximumat keressiikk az f(z,y) = 0 gorbén. Razoljuk
meg a g fiiggvény szintvonalait.

f h
g]d{l Y oradd q
=1 3

gz, y) =co

glr,y) =

Elképzelésiink szerint az f(z,y) = 0 gorbe irdnydban ¢(z,y) irdnymenti derivaltja 0, vagyis a
minimumhelyen a gorbe és a szintvonal érinti egymast. Az f gradiense a gorbére, a g gradiense
a szintvonalra merdleges, tehat a két gradiens parhuzamos, egymas konstansszorosa:

gradg = X - grad f7

vagy inkabb
Ao - grad g = grad f?

vagy a biztonsag kedvéért
Ao -gradg = A - grad f?
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17.2. Példa

A g(z,y, z) figgvény minimuméat vagy maximumat keresstk az fi(x,y,z) = 0 és fo(x,y,2z) =0
feliilletek metszésvonalan.

Rézsaszinl almunkban a két felillet metszete egy szép, sima gorbe. Ehhez megkeressiik a g
fiiggvény az els6 olyan szintfeliiletét, amelynek van kézos pontja a metszetgorbével.

Sejtésiink: a gorbe "irdnyaban" mindharom fiiggvény irdnymenti derivaltja 0, vagyis mindhdrom
fiiggvény gradiense a gorbére merdleges sikban van.

Ha viszont a harom vektor egy sikban van, akkor linearisan Osszefliggnek: alkalmas Ay, A1, Ao,
nem mind nulla szamokkal

Ao - grad g = Ay - grad fi + Ao - grad fs.

(Ha tudjuk, hogy grad f; és grad fs fiiggetlenek, akkor valaszthatjuk Ag = 1-et.)
A X, A1, ..., Ay neve: "Lagrange-multiplikdtorok'

17.3. Definicié

Legyen H < RP (ért.tart.), f : H — R? ("feltétel" vagy 'egyenletrendszer'), g : H — R
("célfiggvény") és a € int H olyan pont, ahol f(a) = 0.

Azt mondjuk, hogy a g fiiggvénynek feltételes lokalis maximuma van az a pontban az f = 0
feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a,r) < H kornyezet barmely x pontjaban,
amelyre f(z) = 0, igaz az, hogy g(z) < g(a).

A g fiiggvénynek feltételes lokalis minimuma van az a pontban az f = 0 feltétel mellett, ha
van olyan r > 0, hogy a B(a,r) < H kornyezet barmely x pontjdban, amelyre f(z) = 0, igaz
az, hogy g(x) = g(a).

A g fuggvénynek feltételes lokalis szélsoértéke van az a pontban az f = 0 feltétel mellett, ha
a-ban feltételes lokalis minimuma vagy feltételes lokédlis maximuma az f = 0 feltétel mellett.
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17.4. Tétel (Lagrange féle multiplikdtor médszer)

Legyen H c RP, f : H > R? g: H — R és a € int H olyan pont, ahol f(a) = 0. Ha f és
g folytonosan differencialhaté az a pontban, és g-nek lokélis széls6értéke van a-ban az f = 0
feltétel mellett, akkor a grad g(a), grad fi(a), ..., grad f,(a) vektorok linedrisan Gsszefiiggdek,
avagy vannak olyan Ao, A1, ..., A\, valés szamok, nem mindegyik 0, hogy

Ao - grad g(a) = A - grad fi(a) + ...+ A, - grad fi(a).

Bizonyitas. Indirekt. Legyen ¢ = g(a), és tegyiik fel, hogy grad ¢g(a), grad fi(a), ..., grad f,(a)
vektorok linearisan fiiggetlenek. Legyen

fi(x) grad fi(a)

oo (F@Y Q) — :
Flw) (9(96)) fq((:c)) JF(a) grac(li fq<(a))
g(z grad g(a

A Jacobi-métrix sorai linedrisan fiiggetlenek, tehdt F’(a) egy sziirjektiv leképezés. Az F tehét
lokalisan sziirjektiv.

Bérmely r > 0 esetén F'(B(a,r)) tartalmazza az F(a) = (04, ¢) pont egy kérnyezetét. Ebben a
kornyezetben van olyan (0,...,0,u) = F(y) pont, ahol u < ¢, és van olyan (0,...,0,v) = F(z) pont

is, ahol v > c.
g

., (0,)

(0,0)

* (0,u)

L]
=
B,

Tehat barmilyen r > 0-hoz vannak olyan y,z € B(a,r) pontok, amelyekre f(y) = f(z) = 0y,
g(y) < g(a) és g(z) > g(a). Akkor viszont g-nek nincs sem feltételes lokalis minimuma, sem feltételes
lokalis maximuma az a pontban.
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17.5. Példa

Szamitsuk ki z 4+ 2y miminumat és maximumat az x? + y? = 5 koron.

Feltétel: f(z,y) = 22 + y* — 5; célfiiggvény: g(x,y) = x + 2y.

A Weierstrass-tétel miatt van minimum és maximum: ezek egyben feltételes lokalis szélséérté-
kek is.

A Lagrange multiplikdtor modszer szerint a feltételes lokalis szélsoértékhelyeken grad f =
(2x,2y) és grad g = (1, 2) egymés konstansszorosa: grad f = A-grad g. Ezt az egyenletrendszert
kaptuk:

24+ ¢y —5=0;
2 = \;
2y = 2\

Megoldva A = +2, v = +1, y £+ 2.
Tehat két megoldas van: (z,y) = (1,2) vagy (z,y) = (—1, —2); ezek a gyants pontok, kozottik
van a minimum és a maximum is, meg az is aki csak rosszkor volt rossz helyen.

Behelyettesitve g(1,2) = 5, g(—1,—2) = —5. Tehat az 2% + y*> — 5 = 0 feltétel mellett = + 2y
maximuma 5, minimuma —5.

.

17.6. Példa

Hatdrozzuk meg xyz legnagyobb értékét az o +y + 2 = 5, 2% + y? + 22 = 9 feltétel mellett.

Feltétel: fi(z,y,2) =z +y+2—5 =0, fo(z,y,2) = 2°> + y*> + 22 — 9 = 0; célfiggvény:
9(z,y, 2) = zyz.
A Weierstrass-tétel miatt van minimum és maximum.
Olyan pontokat keresiink, ahol grad f; = (1,1, 1), grad fo = (2, 2y, 22) és grad g = (yz, zz, xy)
lindrisan 6sszefiiggd.

grad g = A\ - grad f; + Ay - grad fo

)\0 : (yz,za:,xy) = )‘1 : (17 17 1) + )‘2 : (2$,2y, 2'2)

Ez az egyenletrendszert kell

megoldanunk: Vagy helyette
rT+y+z-5=0 r+y+z2-5=0
2 +y?+22-9=0 2’ +y*+22-9=0
Ao yz =AM+ X2z yz zr 2y
Ao 28 = A + Ao - 2y det {1 1 1]=0
Ao xy = A + Ag - 22. 2z 2y 2z
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