
Analízis 3 jegyzetek
(Utolsó módosítás: 2021. december 7., 10:07)

A tervezett témák
2/3. hét, szept. 6–19: Topológiai alapfogalmak véges dimenziós euklideszi terekben. Konver-
gencia és topologikus alapfogalmak (belső pont, határpont, külső pont, torlódási pont, izolált pont,
nyílt halmaz, zárt halmaz, kompakt halmaz) euklideszi és metrikus terekben. Többváltozós, illetve
metrikus téren értelmezett függvények és leképezések határértéke és folytonossága. Átviteli elvek.
Kompakt halmazon értelmezett folytonos függvények tulajdonságai. Normák ekvivalenciája véges
dimenzióban.

4/5/6. hét, szept. 20 – okt. 10: Többváltozós függvények differenciálszámítása. Deriválás
koordinátafüggvényenként. Szélsőérték-keresés kompakt halmazon értelmezett függvényekre. Irány-
menti és parciális deriváltak, Jacobi-mátrix. A gradiens. Érintősík. Lagrange-féle középértéktétel.
A Lagrange-féle becslés leképezésekre. A differenciálhatóság szükséges és elégséges feltételei. Az
inverz leképezés deriváltja, inverzfüggvénytétel. Az implicit leképezés tétele. Feltételes szélsőérték-
feladat, Lagrange-féle multiplikátorszabály. n-szer differenciálható leképezések. A Young-tétel. A
Taylor-formula. Lokális szélsőérték szükséges, ill. elégséges feltételei.

7/8/10. hét, okt. 11 – nov. 7: Jordan-mérték és többváltozós integrálszámítás. A Jordan-féle
belső és külső mérték. A határ külső mértéke. Jordan-mérhető halmazok. A mérhetőség pontos felté-
tele. A konvex poliéderek és a normáltartományok mérhetősége. A parallelepipedonok térfogata. A
Jordan-mérték egybevágóság-invarianciája. A többszörös integrál. Definíció, alaptulajdonságok, az
integrálhatóság ekvivalens feltételei. Folytonos és korlátos függvények integrálhatósága. Egy halmaz
mérhetőségének és karakterisztikus függvénye integrálhatóságának ekvivalenciája. Folytonos függ-
vénnyel való kompozíció integrálhatósága. A lebontási tétel. A Cavalieri-elv. Normáltartományok
térfogata. A gömb térfogata. Mérték- és integráltranszformáció. Polárkoordinátás helyettesítés.

11/12. hét, nov. 8–21: Paraméteres integrálok. Paraméteres integrálok folytonossága, diffe-
renciálása és integrálása. Improprius paraméteres integrálok. Egyenletes konvergencia. Improprius
paraméteres integrálok folytonossága, differenciálása és integrálása. Elégséges feltétel az improprius
paraméteres integrál egyenletes konvergenciájára. Gamma- és Béta-függvény.

13/14/15. hét, nov. 22 – dec. 12.: Valós vonalintegrálok és integráltételek. Görbék ív-
hossza. A vonalintegrál és kiszámítása. A Newton-Leibniz-formula. A primitív függvény létezésének
feltételei. Vonalintegrál és homotópia. Gauss-féle összekapcsolódási szám. Divergencia és rotáció;
integráltételek két és három dimenzióban. Maxwell-egyenletek.
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Emlékeztető az Analízis 3 előadásokról (2021. ősz)
1. előadás, 2021. szept. 7.

Euklideszi távolság Rp-ben. Nyílt és zárt gömbök. Konvergens pontsorozatok. Véges sok elem
hozzáadása, elhagyása, a sorozat átrendezése, az elemek véges sokszori ismétlése nem változtatja
meg a konvergenciát. Konvergens sorozat részsorozata is ugyanoda tart. an Ñ b akkor és csak akkor,
ha minden i “ 1, 2, . . . , p esetén an,i Ñ bi. Linearitás. Cauchy-tulajdonság. Az pRp, |.|q tér teljes.
Korlátos sorozatok. Bolzano-Weierstrass tétel. [LTS2, 9–12. o.]

Normák. A }.}q (q ě 1) és }.}8 normák. 0 ă q ă 1 esetén nem igaz a háromszög-egyenlőtlenség.
Minkowski egyenlőtlenség.

2. előadás, 2021. szept. 8.

1 ď q ď 8 esetén }.}q tényleg norma. Normák ekvivalenciája. Rp-ben bármely }.} norma ekvivalens
az |.| normával. A konvergencia fogalma nem függ attól, hogy melyik normát használjuk. Ellenpél-
dák végtelen dimenziós esetben. https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_01_
normak.pdf

Halmaz belső pontja, külső pontja, határpontja. Halmaz belseje, külseje, határa, nyílt halmaz,
zárt halmaz, torlódási pont, izolált pont, derivált halmaz. [LTS2, 13–19. o.]

3. előadás, 2021. szept. 14.

Halmaz lezártja. Cantor metszettétel. Kompakt halmaz definíciója. Borel tétel, bizonyítás Lindelöf-
lemmával és Cantor metszettétellel. Kompakt és vele diszjunkt zárt halmaz távolsága pozitív A
hegymászós feladat, hibás bizonyítás és ellenpélda. Ívszerű összefüggőség és összefüggőség.

4. előadás, 2021. szept. 15.

Bármely G Ă Rp nyílt halmaz akkor és csak akkor összefüggő, ha nem bontható fel két diszjunkt,
nemüres nyílt halmaz uiójára. Ha egy halmaz ívszerűen összefüggő, akkor összefüggő. Van olyan
halmaz, ami összefüggő, de nem ívszerűen összefüggő. Rp összefüggő. A teljes téren és az üres
halmazon kívül nincs Rp-nek olyan részhalmaza, ami egyszerre nyílt és zárt. Ha egy nyílt halmaz
halmaz összefüggő, akkor bármely két pontja összeköthető töröttvonallal. Ha egy nyílt halmaz halmaz
összefüggő, akkor ívszerűen összefüggő. Minden nyílt halmaz ívszerűen összefüggő komponensekre
bontható. Tartomány.

p-változós függvények. Véges és végtelen határértékek az értelmezési tartomány egy részhalmazára
szorítkozva. Limsup, liminf. lim inf

a,A
f ď lim sup

a,A
f .

5. előadás, 2021. szept. 21.

lim inf
a,A

f “ lim sup
a,A

f “ α akkor és csak akkor, ha lim
a,A

f “ α. lim sup
a,A

f “ maxtlim fpxn : xn P A, xn ‰

a, xn Ñ au. Átviteli elvek. Határátmenet limsupra és liminfre.
Többváltozós függvények folytonossága. Átviteli elv. Folytonosság részhalmazokon. Szekciófügg-

vények. Példa olyan függvényre, amelynek minden szekciófüggvénye folytonos, de a függvény nem
folytonos. Műveletek. Az elemi függvények folytonossága. Weierstrass-tétel. [LTS2, 32–36. o.]

6. előadás, 2021. szept. 22.

Heine tétele.
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Parciális differenciálhatóság. Példa parciálisan differenciálható, de nem folytonos függvényre.
Lokális szélsőértékek. Szélsőértékkeresés a parciális deriváltak nullhelyeinek mekeresésével. Adott
körbe írt maximális területű háromszög. [LTS2, 39–43. o.]

Lineáris függvény; átírás vektorok skaláris szorzatával és mátrixszorzással. Többváltozós függvény
differenciálhatósága. A differenciálhatóságból következik a folytonosság. Érintősík. Egyértelműség.
[LTS2, 45–47. o.]

7. előadás, 2021. szept. 28.

Deriváltvektor, gradiens. Ha mindegyik parciális létezik egy környezetben és folytonos az egy pont-
ban, akkor a függvény differenciálható. Ha mindegyik parciális létezik egy környezetben és folytonos
az egy pontban, akkor a függvény differenciálható. Minden polinomfüggvény és minden racioná-
lis tört függvény, továbbá (ha elhagyjuk az ért. tartományok végpontait) minden elemi függvény
differenciálható. [LTS2, 48–53. o.]

Iránymenti derivált. Az iránymenti derivált kiszámítása. Lagrange-középértéktétel. Becslés a
függvény megváltozására. Ha egy tartományod a derivált 0, akkor a függvény konstans. [LTS2,
53–56. o.]

8. előadás, 2021. szept. 29.

Vektorértékű függvények. Határérték, folytonosság, átviteli elvek. A határérték létezése és a foly-
tonosság ekvivalens a koordinátafüggvények határértékével, ill. folytonosáágával. Rp Ñ Rq lineáris
leképezések. Mátrix alak. Lineáris leképezés normája. Differenciálhatóság. A diff.hatóság ekvivalens
azzal, hogy mindegyik koordinátafüggvény differenciálható. Ha differenciálható, akkor folytonos. A
derivált egyértelműsége. Jacobi-mátrix. Ha mindegyik parciális létezik egy környezetben és folytonos
az egy pontban, akkor a függvény differenciálható. Folytonos differenciálhatóság. Blokkmátrixok.
[LTS2, 81–89. o.]

Differenciálási szabályok: konstansszoros, összeg. Láncszabály (Rp Ñ Rq és Rq Ñ Rr függvény
kompozíciója). [LTS2, 90–91. o.]

9. előadás, 2021. okt. 5.

A láncszabály átírása számértékű függvényekkel. Szorzat, hányados, hatvány differenciálási szabálya.
Differenciálható függvények szorzata, hányadosa is differenciálható. |gpxq|2, Agpxq, vtgpxq differenci-
álása.

Lokális inverz függvények. A lokális inverz függvény differenciálási szabálya.
Lokálisan injektív és lokálisan szürjektív leképezések. Injektív, szürjektív, és invertálható lineáris

leképezések.

10. előadás, 2021. okt. 6.

Példa arra, hogy a derivált érték injektivitása nem elég a függvény lokális injektivitásához. Felső és
alsó becslés |fpuq ´ fpvq|-re. A lokális injektivitás tétele.

A lokális szürjektivitás tétele. Bizonyítás minimumkereséssel és Banach-fixponttétellel.

11. előadás, 2021. okt. 12.

Inverzfüggvénytétel.
Függvények explicit és implicit megadása. Az imlicit módon megadott, differenciálható függvény

differenciálása. Kimondtuk az implicitfüggvény-tételt. Példák arra, hogy a D2fpa, bq folytonossága
vagy invertálhatósága nélkül a tétel nem igaz.
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12. előadás, 2021. okt. 13.

Bebizonyítottuk az implicitfüggvény-tételt. Következmények: impliciten megadott felület és szintvo-
nalak simasága.

Heurisztika (mese) a Lagrange-multplikátorokról.

13. előadás, 2021. okt. 19.

Bebuzonyítottuk a Lagrange-multiplikátor módszert a lokális szürjektivitásból.
Definiáltuk a másodrendű paricális deriváltakat. Voltak pédák arra, amikor a parciális deriváltak

sorrendje felcserélhető, s amikor nem. Definiáltuk a másodrendű differenciálhatóságot és folytonos
differenciálhatóságot. Kimondtuk a Young-tételt.

14. előadás, 2021. okt. 20.

Young-tétel, Hesse-mátrix. Magasabb rendű deriválhatóság és folytonos differenciálhatóság. A k-adik
derivált, mint k-lineáris függvény.

Többváltozós Taylor-polinomok. k-adik differenciál.

15. előadás, 2021. nov. 2.

limxÑa
fpxq´Tnpxq
|x´a|n

“ 0. Taylor-formula. Kvadratikus alakok. p-dimenziós konvexitás jellemzése a
második differenciál viselkedésével. Lokális szélsőértékek jellemzése a másdik differenciállal.

16. előadás, 2021. nov. 3.

Külső és belső Jordan-mérték. Ekvivalens definíció kockázással. Alapvető tualjdonságok. A mérhető
halmazok gyűrűje. [LTS2, 115–123. o.]

17. előadás, 2021. nov. 9.

Példák Jordan-mérhető halmazokra. A mérték átírása a szeletek mértékének integráljaként. Három-
szög, kúp, gömb térfogata. Lineaáris transzformáció szerinti képhalmaz mértéke. [LTS2, 126–139.
o.]

18. előadás, 2021. nov. 10.

Jordan-mérték szerinti integrál. Felosztás, finomság, alsó, felső és oszcillációs összeg, alsó és felső
integrál. Additivitás. Minden ε-hoz van olyan δ, hogy minden δ-nál finomabb felosztásra az alsó és
felső összeg ε-nál pontosabban közelítik az alsó, ill. felső integrált. Linearitás. A majdnem mindenütt
folytonos függvények integrálhatósága. [LTS2, 158–162. o.]

19. előadás, 2021. nov. 16.

Normáltartomány térfogata.
Ha A Ă Rp és B Ă Rq téglák, f : AˆB Ñ R korlátos, akkor

ż

AˆB

fpx, yq dx dy ď
ż

A

ˆ
ż

B

fpx, yq dy
˙

dx, . . . ,
ż

B

ˆ
ż

A

fpx, yq dx
˙

dy ď
ż

AˆB

ffpx, yq dx dy.

A szukcesszív integrálás tétele. Integrálok felcserélhetőségének feltételei. [LTS2, 158–162. o.]
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20. előadás, 2021. nov. 17.

Mérték- és integráltranszformáció (bizonyítás nélkül). Polárkoordináták. A kör és a 3-dimenziós
gömb térfogatának kiszámítása.

ş8

´8
e´

1
2x

2 dx kiszámítása. [LTS2, 163–167. o.]
Paraméteres integrálok. Gamma- és Béta-függvény.

ş1
0
x´1
log x dx és

ş8

0
e´ax´e´bx

x
dx integrálok

heurisztikus kiszámítása. Az F ptq “
ş

A
fpt, xq dx alakú paraméteres integrálok folytonossága. [LTS2,

358–361. o.]

21. előadás, 2021. nov. 23.

Paraméteres integrálok integrálása és differenciálása. Precíz megoldás arra, hogy
ş1

0
x´1
log x dx log 2.

Egyenletes konvergencia, Cauchy-kritérium, Weierstrass-kritérium. Improprius paraméteres integrá-
lok folytonossága, integrálása és differenciálása. [LTS2, 361–367. o.]

22. előadás, 2021. nov. 24.
ş8

0
e´ax´e´bx

x
dx “ logpb{aq bizonyítása. A Gamma-függvény akárhányszor differenciálható, és Γpkqpsq “

ş8

0 xs´1e´xplog xqk dx.
Skalár- és vektormezők. Görbék. Folytonosság, differenciálhatóság stb. Görbe hossza, rektifi-

kálható görbe. Átparaméterezés és megfordítás. Egy görbe akkor és csak akkor rektifikálható, ha a
koordinátafüggvényei korlátos változásúak.

Valós vonalintegrál. Függetlenség a paraméterezéstől, linearitás. Triviális felső becslés a vonal-
integrál nagyságára. Elégséges feltétel a vonalintegrál létezésére: folytonos vektormező integrálja
rektifikálható görbe mentén létezik. Az átírások Riemann-Stieltjes, illetve Riemann-integrállá, ha az
integrációs út szakaszonként folytonosan differenciálható.

Általánosított vonalintegrálok. Átírás Riemann-integrállá. [LTS2, 177–182]

23. előadás, 2021. nov. 30.

Primitív függvény, Newton-Leibniz formula, potenciálfüggvény.
Vonalintegrál egymáshoz csatlakozó görbéken, Zárt görbe.
Ha D Ă Rp tartomány, és f : D Ñ Rp folytonos, akkor ezek ekvivalensek:

(a) f -nek létezik primitív függvénye: valamilyen F függvénnyel f “ F 1.
(b1) Közös végpontú, D-ben fekvő rektifikálható folytonos görbéken f vonalintegrálja

egyenlő.
(b2) f komplex vonalintegrálja 0 minden D-beli zárt, rektifikálható folytonos görbén.
(c1) Közös végpontú, D-ben fekvő töröttvonalakon f vonalintegrálja egyenlő.
(c2) f vonalintegrálja 0 minden D-beli zárt töröttvonalon.

Ha f : G Ñ Rp diffható, akkor a primitív függvény létezéséhez szükséges, hogy a Jacobi-mátrix
minden pontban szimmetrikus legyen (avagy, a "keresztbe vett" parciális deriváltak egyenlők, avagy
f "rotációmentes" legyen).

Minden konstans vektormezőnek van primitív függvénye, és minden Ax lineárisnak is, ha A
szimmetrikus.

Az p ´y
x2`y2 ; x

x2`y2 q függvény a globálisan nem létező szögpx, yq függvény deriváltja, emiatt rotáció-
mentes, de mincs a teljes R2ztp0, 0qu tartományon primitív függvénye.
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24. előadás, 2021. dec. 1.

Goursat-lemma valós vonalintegrálokra. Konvex és csillagszerű tartományokon minden diffható,
rotációmentes vektormezőnek van primitív függvénye.

Homotóp görbék. A vonalintegrál azonos végpontú, zárt, illetve nullhomotóp görbéken. Egy-
szeresen összefüggő tartomány. A primitív függvény létezése egyszeresen összefüggő tartományokon.
Példák egyszeresen összefüggő és nem egyszeresen összefüggő tartományokra, és olyan függvényekre,
amelyeknek lokálisan létezik, de globálisan nem létezik primitív függvénye.

25. előadás, 2021. dec. 7.

Zárt vezető mágneses örvényerőssége és a Gauss-féle összekapcsolódási szám kapcsolata.
Síkvektorok keresztszorzata, irányított szöge. Egyszerű zárt görbék, Jordan-görbetétel (bizo-

nyítás nélkül). Egyszerű zárt görbe irányítása. Green-tétel (bizonyítás normáltartományra, és a
bizonyítás vázlata az általános esetben). [LTS2, 200–204. o.]
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I. Topológiai alapfogalmak Rp-ben
1. Pontsorozatok konvergenciája Rp-ben

Euklideszi távolság Rp-ben. Nyílt és zárt gömbök. Konvergens pontsorozat. Ekvivalens átfogalmazások.
Véges sok elem hozzáadása, elhagyása, a sorozat átrendezése, az elemek véges sokszori ismétlése nem
változtatja meg a konvergenciát. Konvergens sorozat részsorozata is ugyanoda tart. an Ñ b akkor és
csak akkor, ha minden i “ 1, 2, . . . , p esetén an,i Ñ bi. Linearitás. Cauchy-tulajdonság. Az pRp, |.|q tér
teljes. Korlátos sorozatok. Bolzano-Weierstrass tétel. [LTS2, 9–12. o.]

1.1. Mese (p-dimenziós euklideszi tér)

• Pontok: Rp “ Rˆ . . .ˆ R
looooomooooon

p

“
 

px1, . . . , xpq : x1, . . . , xp P R
(

;

• R fölötti vektortér

• Euklideszi norma: |x| “
b

x2
1 ` . . .` x

2
p

– |x| ě 0, egyenlőség csak x “ 0p esetén
– |cx| “ |c| ¨ |x|
– |x` y| ď |x| ` |y|; indukcióval akárhány tagra

• Euklideszi távolság: dpx, yq “ |y ´ x| “
a

py1 ´ x1q2 ` . . .` pyp ´ xpq2

• Skaláris szorzat: xx, yy “ x1y1 ` . . .` xpyp.

1.2. Definíció (nyílt és zárt gömbök)

Ha pH, dq metrikus tér, akkor az a P H körüli, r ą 0 sugarú "nyílt" és "zárt" gömb:

Bpa, rq “
 

x P H : dpx, aq ă r
(

, illetve Bpa, rq “
 

x P H : dpx, aq ď r
(

.

Az euklideszi térben

Bpa, rq “
 

x P Rp : |x´ a| ă r
(

, Bpa, rq “
 

x P Rp : |x´ a| ď r
(

.

1.3. Definíció (pontsorozat limesze)

Legyen a1, a2, . . . P Rp és b P Rp. Az panq pontsorozat limesze (limeszpontja) b, avagy az panq
pontsorozat b-hez tart, avagy an Ñ b, avagy lim an “ b, ha

@ε ą 0

$

’

’

&

’

’

%

Dn0 @n ą n0
Dn0 @n ě n0
elég nagy n-re

véges sok n kivételével

,

/

/

.

/

/

-

$

&

%

dpan, bq ă ε
|an ´ b| ă ε
an P Bpb, εq

,

.

-

.

A pontsorozat konvergens, ha van limesze, illetve divergens, ha nincs.
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1.4. Tétel

Legyen

a1 “

¨

˚

˚

˚

˝

a11
a12
...
a1p

˛

‹

‹

‹

‚

, a2 “

¨

˚

˚

˚

˝

a21
a22
...
a2p

˛

‹

‹

‹

‚

, . . . , an “

¨

˚

˚

˚

˝

an,1
an,2
...
anp

˛

‹

‹

‹

‚

, . . . , b “

¨

˚

˚

˚

˝

b1
b2
...
bp

˛

‹

‹

‹

‚

.

Ezek ekvivalensek:

(a) an Ñ b

(b) |an ´ b| Ñ 0

(c) mindegyik 1 ď i ď p-re an,i Ñ bi.

1.5. Tétel

• A limeszpont egyértelmű.

• Véges sok elem hozzáadása, elhagyása, a sorozat átrendezése, az elemek véges sokszori
ismétlése nem változtatja meg a konvergenciát.

• Konvergens sorozat minden részsorozata is ugyanoda tart.

• Ha an Ñ A és bn Ñ B, és c, d P R, akkor pcan ` dbnq ¨ cA` dB.

1.6. Definíció (Cauchy-tulajdonság)

Legyen panq pontsorozat valamely pH, dq metrikus térben. Az panq sorozat "Cauchy-
tulajdonságú", ha

@ε ą 0 Dn0 @m,n ą n0 dpam, anq ă ε.

1.7. Trivialitás

Minden konvergens pontsorozat Cauchy-tulajdonságú.

Bizonyítás. (ñ): legyen b “ lim an; @ε ą 0-ra dpam, anq ď dpam, bq ` fpan, bq ă
ε
2 `

ε
2 VSK.

1.8. Tétel (Cauchy-kritérium)

Rp-ben bármely pontsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-tulajdonságú.

Bizonyítás. (ð): panq Cauchy ñ panq koordinátánként Cauchy ñ panq koordinátánként konv
ñ panq konv

1.9. Definíció (teljes metrikus tér)

Egy metrikus tér "teljes", ha a térben minden Cauchy-sorozat konvergens.
Pl. Az Rp euklideszi tér teljes.
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1.10. Definíció (korlátos halmaz)

Legyen H Ă Rp. A H halmaz "korlátos", ha (ezek ekvivalensek):

• az
 

|x| : x P K
(

számhalmaz korlátos, avagy Dr P R H Ă Bp0, rq;

• minden 1 ď i ď p-re az
 

xi : x P K
(

számsorozat korlátos.

1.11. Definíció (korlátos pontsorozat)

Legyen panq pontsorozat Rp-ben. Az panq sorozat "korlátos", ha (ezek ekvivalensek):

• az
 

a1, a2, . . .
(

halmaz korlátos;

• az |an| számsorozat korlátos, avagy DK P R @n |an| ď K

• minden 1 ď i ď p-re az pan,iq számsorozat korlátos

1.12. Tétel (Bolzano–Weierstrass tétel)

Rp-ben minden korlátos sorozatból kiválasztható konvergens részsorozat.

Bizonyítás. Az egydimenziós Bolzano–Weierstrass tételt alkalmazzuk p-szer.
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2. Normák ekvivalenciája véges dimenzióban
Norma, metrika, A }.}q (q ě 1) és }.}8 normák. Hölder- és Minkowski egyenlőtlenség. Véges dimenzióban
minden norma ekvivalens. A konvergencia fogalma nem függ attól, hogy melyik normát használjuk.
Ellenpélda végtelen dimenzióban. [KG1]

2.1. Definíció (norma)

Az }.} : Rp Ñ R függvény "norma", ha

• Bármely x P Rp esetén }x} ě 0;

• }x} “ 0 akkor és csak akkor, ha x “ 0p;

• Bármely x P Rp vektor és c P R esetén }cx} “ |c| ¨ }x};

• Bármely x, y P Rp esetén }x` y} ď }x} ` }y}.

2.2. Definíció (Lq-norma)

0 ă q ă 8 és x P Rp esetén legyen

}x}q “
`

|x1|
q
` . . .` |xp|

q
˘1{q

,

továbbá legyen
}x}8 “ max

`

|x1|, . . . , |xp|
˘

.

Vegyük észre, hogy }x}2 “ |x| és }x}8 “ limqÑ8 }x}q.

2.3. Megjegyzés

Leggyakrabban az L1, L2 és az L8 normákat szoktuk használni.

2.4. Megjegyzés

0 ă q ă 1 esetén nem igaz a háromszög-egyenlőtlenség; pl. 2-dimenzióban
›

›p1, 1q
›

›

q
“ 21{q

ą 2 “
›

›p1, 0q
›

›

q
`
›

›p0, 1q
›

›

q
.

2.5. Tétel (Hölder-egyenlőtlenség)

Ha 1 ď q, r ď 8 és 1
q
` 1

r
“ 1, akkor tetszőleges a1, . . . , ap és b1, . . . , bp számokra

}a}q ¨ }b}r “
`

|a1|
q
` . . .` |ap|

q
˘1{q

¨
`

|b1|
r
` . . .` |bp|

r
˘1{r

ě |a1b1| ` . . .` |apbp|.

Bizonyítás. Ha a vagy b a nullvektor, akkor mindkét oldal 0, és kész.
Ha q “ 1 és r “ 8, akkor trivi:

B.O. “
`

|a1| ` . . .` |ap|
˘

¨max |bi| ě J.O.

Marad az, ha 1 ă q, r ă 8 és egyik vektor sem 0.

10



Az egyenlőtlenség homogén; az a és a b vektort is végigoszthatjuk egy-egy számmal, és ekvivalens
állítást kapunk. Tehát feltételezhetjük, hogy }a}q “ 1 és }b}r “ 1. Írjuk fel a súlyozott számtani-
mértanit az |ai|q és |bi|r számokra 1{q és 1{r súlyokkal:

|aibi| “
`

|ai|
q
˘1{q`

|bi|
r
˘1{r

ď
1
q
|ai|

q
`

1
r
|bi|

r;

összegezve
ÿ

|aibi| ď
1
q

ÿ

|ai|
q
`

1
r

ÿ

|bi|
r
“

1
q
`

1
r
“ 1 “ }a}q ¨ }b}r.

2.6. Tétel (Minkowski-egyenlőtlenség)

Ha 1 ď q ď 8 és a, b P Rp, akkor

}a` b}q ď }a}q ` }b}q.

Bizonyítás. Három speciális eset:
Ha q “ 8, akkor trivi:

}a` b}8 “ max |ai ` bi| ď max
`

|ai| ` |bi|
˘

ď max |ai| `max |bi| “ }a}8 ` }b}8.

Ha q “ 1, akkor is trivi:

}a` b}1 “
ÿ

ˇ

ˇai ` bi
ˇ

ˇ ď
ÿ

`

|ai| ` |bi|
˘

“ }a}1 ` }b}1.

Ha }a` b}q “ 0, akkor is trivi, mert

}a` b}q “ 0 ď }a}q ` }b}q.

Az általános esetben 1 ă q ă 8 és a` b ‰ 0. Legyen r “ q
q´1 a q konjugált kitevőpárja, amelyre

1
q
` 1

r
“ 1.

}a` b}q
q
“
ÿ

|ai ` bi|
q
“
ÿ

`

|ai ` bi| ¨ |ai ` bi|
q
r

˘

ď
ÿ

|ai| ¨ |ai ` bi|
q
r `

ÿ

|bi| ¨ |ai ` bi|
q
r

Hölder 2ˆ
ď

ď

´

ÿ

|ai|
q
¯1{q ´ÿ

|ai ` bi|
q
¯1{r

`

´

ÿ

|bi|
q
¯1{q ´ÿ

|ai ` bi|
q
¯1{r

“
`

}a}q ` }b}q
˘

¨ }a` b}q
q´1.

Végül leosztunk.

2.7. Következmény

}.}q norma minden 1 ď q ď 8 esetén.

2.8. Definíció

Az }.} és }.}1 normák ekvivalensek, ha léteznek olyan c1, c2 ą 0 számok, hogy bármely x P Rp

vektorra
c1|x| ď }x} ď c2|x|.

2.9. Példa

Az |.|, }.}1, }.}8 normák ekvivalensek, mert

1
?
p
|x| ď }x}8 ď }x}1 ď

?
p ¨ |x|
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2.10. Tétel (a normák ekvivalenciája)

Rp-ben bármely }.} norma ekvivalens az |.| normával, azaz léteznek olyan c1, c2 ą 0 számok,
hogy bármely x P Rp vektorra

c1|x| ď }x} ď c2|x|.

Bizonyítás. A felső becslés: legyenek a koordináta-egységvektorok e1, . . . , ep. Ekkor

}x} “ }x1e1 ` . . .` xpep} ď }x1e1} ` . . .` }xpep} “ |x1| ¨ }e1} ` . . .` |xp| ¨ }ep} ď

ď |x| ¨ }e1} ` . . .` |x| ¨ }ep} “
`

}e1} ` . . .` }ep}
˘

¨ |x|,

Tehát például c2 “ }e1} ` . . .` }ep} megfelelő.
Az alsó becsléshez tegyük fel indirekt, hogy nincs ilyen c1. Ezek szerint minden pozitív egészre

c1 “
1
n
nem jó, vagyis van olyan xn vektor, amelyre }xn} ă 1

n
|xn|. Az xn nem lehet a nullvektor, és

így a skálázhatóság miatt feltehetjük, hogy |xn| “ 1.
Az Bolzano-Weierstrass tétel miatt a korlátos pxnq sorozatnak van egy konvergens pxnk

q részso-
rozata. Ennek limeszpontja legyen y. A részsorozat koordinátánként y-hez tart; az abszolútérték
definíciója miatt

|y| “

d

p
ÿ

i“1
|yi|2 “

d

p
ÿ

i“1

´

lim
kÑ8

xnk,i

¯2
“ lim

kÑ8

d

p
ÿ

i“1
x2
nk,i

“ lim
kÑ8

|xnk
| “ lim

kÑ8
1 “ 1.

A részsorozatban |xnk
´y| Ñ 0. A már bizonyított felső becslés szerint 0 ď }xnk

´y} ď c2|xnk
´y|;

a rendőr-elv miatt }xnk
´ y} Ñ 0. Ezek után

0 ă }y} ď }xnk
} ` }y ´ xnk

} ă
1
nk
` c2|y ´ xnk

| Ñ 0,

ellentmondás.

2.11. Következmény

Véges dimenzióban a pontsorozatok konvergenciája nem függ attól, hogy melyik normát hasz-
náljuk. Bármelyik normát is használjuk, ugyanazok a sorozatok lesznek konvergensek.

2.12. Példa

Végtelen dimenzióban a különböző normák nem feltétlenül ekvivalensek.

• Legyen Cr0, 1s a r0, 1s intervallumon folytonos függvények vektortere. Ezen a téren két
lehetséges norma }f}1 “

ş1
0 |f | és }f}8 “ max |f |.

Vizsgáljuk az fnpxq “
#

1´ nx x ă 1{n
0 x ě 1{n

függvényeket. Ezekre }fn}1 Ñ 0 és }fn}8 “ 1.

Az L1 norma szerint az pfnq sorozat a konstans 0 függvényhez tart, az L8 norma szerint
nem tart oda, és nem is Cauchy-sorozat.

• Ugyanezen a téren }f}2 “
ş1

0 x|fpxq| dx és }f}3 “
ş1

0p1 ´ xq|fpxq| dx két olyan norma,
amelyeknek az aránya sem alulról, sem felülről nem korlátos.
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3. Nyílt és zárt halmazok
Halmaz belső pontja, külső pontja, határpontja. Halmaz belseje, külseje, határa, nyílt halmaz, zárt
halmaz, torlódási pont, izolált pont, derivált halmaz, halmaz lezártja. [LTS2, 13–19. o.]

3.1. Definíció

• Halmaz belső pontja, külső pontja, határpontja.

• Halmaz belseje, külseje, határa.

• Nyílt halmaz, zárt halmaz, halmaz lezártja.

• Torlódási pont, izolált pont, derivált halmaz.

3.2. Példa

• Az egész tér egyszerre nyílt és zárt is.

• Az üres halmaz egyszerre nyílt és zárt is.

• A nyílt gömbök nyílt halmazok.

• A zárt gömbök zárt halmazok.

• Az pa1, b1q ˆ . . .ˆ pap, bpq nyílt téglák nyílt halmazok.

• Az ra1, b1s ˆ . . .ˆ rap, bps zárt téglák zárt halmazok.

3.3. Tétel

• Egy halmaz akkor és csak akkor zárt, ha az elemeiből képzett konvergens sorozatok
limeszei is elemei.

• Bármely halmaz akkor és csak akkor nyílt, ha a komplementuma zárt.

• Nyílt halmazok tetszőleges rendszerének uniója nyílt.

• Véges sok nyílt halmaz metszete nyílt.

• Zárt halmazok tetszőleges rendszerének metszete zárt.

• Véges sok zárt halmaz uniója zárt.

3.4. Példa

• A Bp0, 1{nq nyílt gömbök metszete nem nyílt.

• A Bp0, 1´ 1{nq zárt gömbök uniója nem zárt.

3.5. Definíció

Legyen G Ă Rp nyílt. Egy S Ă G halmaz "sűrű" G-ben, ha

@a P G @r ą 0 S XBpa, rq ‰ H.
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3.6. Példa

Qp és RpzQp sűrű.

3.7. Tétel

A belső/külső pont, nyílt halmaz stb. fogalmak nem függnek attól, hogy melyik normát hasz-
náljuk.
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4. Kompakt halmazok
Cantor-metszettétel. Kompakt halmazok. Racionális gömbök, Lindelöf-lemma, Borel tétele. Nemüres
kompakt és vele diszjunkt nemüres zárt halmaz távolsága pozitív. [LTS2, 18, 21–24. o.]

4.1. Tétel (Cantor metszettétel)

Ha K1 Ą K2 Ą . . . korlátos, zárt, nemüres halmazok, akkor
Ş

Kn ‰ H.

4.2. Példa

A An “ tx : x1 ě nu zárt félterek zártak és nemüresek, A1 Ą A2 Ą . . ., de a metszetük üres.
A Bn “ Bp1{n, 1{nq gömbök korlátosak és nemüresek, B1 Ą B2 Ą . . ., de a metszetük üres.

4.3. Definíció (kompaktság)

Egy K Ă Rp halmaz "kompakt", ha minden nyílt fedéséből kiválasztható véges fedés.

4.4. Definíció (racionális gömb)

Bpa, rq "racionális gömb", ha a P Qp és r P Q.

4.5. Tétel

Minden nyílt halmaz előáll racionális gömbök uniójaként.

4.6. Lemma (Lindelöf)

Nyílt halmazok tetszőleges Gi (i P I) rendszeréből kiválasztható egy megszámlálható rész-
rendszer, amelynek uniója ugyanaz, vagyis létezik olyan megszámlálható J Ă I indexhalmaz,
hogy

ď

iPJ

Gi “
ď

iPI

Gi.

4.7. Tétel (Borel)

K Ă Rp akkor és csak akkor kompakt, ha korlátos és zárt.

4.8. Definíció

Ha A,B Ă Rp nemüres halmazok, akkor ezek távolsága

distpA,Bq “ inf
 

|a´ b| : a P A, b P B
(

.

4.9. Tétel

Tegyen K Ă Rp kompakt és Z Ă R zárt, egyik sem üres.
(a) Léteznek olyan a P K és b P Z pontok, amelyekre |a´ b| “ distpK,Zq.
(b) Ha K és Z diszjunkt, akkor distpK,Zq ą 0.
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5. Összefüggő halmazok
Hegymászós feladat; hibás bizonyítás és ellenpélda. Ívszerű összefüggőség és összefüggőség. Minden
ívszerűen összefüggő halmaz összefüggő. Példa összefüggő, de nem ívszerűen összefüggő halmazra. Rp

összefüggő. Rp-ben az üres halmazon és az egész téren kívül nincs más halmaz, amely egyszerre nyílt és
zárt is. [LTS2, 19–21. o.]

5.1. Kérdés (hegymászós feladat)

Két hegymászó az y “ hpxq grafikonú hegyet akarja megmászni, ahol h : r0, 1s Ñ r0, 1s folytonos
függvény, és hp0q “ hp1q “ 0. Az egyik hegymászó a p0, 0q, a másik az p1, 0q pontból indul.
A két hegymászó úgy szeretne találkozni, hogy mászás közben minden pillanatban azonos
magasságban vannak. Sikerülhet-e ez nekik?
(Avagy: léteznek-e biztosan olyan f, g : r0, 1s Ñ r0, 1s folytonos függvények, amelyekre fp0q “
0, gp0q “ 1, fp1q “ gp1q, és minden t P r0, 1s pillanatban hpfptqq “ hpgptqq?

Hibás bizonyítás arra, hogy a válasz igen.
Példa arra, hogy a válasz nem.

5.2. Definíció (ívszerű összefüggőség)

A H Ă Rp halmaz ívszerűen összefüggő, ha bármelyik két pontja összeköthető a halmazban
folytonos görbével, tehát bármely a, b P H pontokhoz van olyan γ : r0, 1s Ñ H folytonos görbe,
amelyre γp0q “ a és γp1q “ b.

5.3. Definíció (összefüggőség)

A H Ă Rp halmaz összefüggő, ha

• H nem bontható fel két diszjunkt, nemüres, relatív nyílt halmaz uniójára, vagyis

• Ha A,B Ă Rp nyílt halmazok, H Ă AYB és HXAXB “ H, akkor H Ă A vagy H Ă B.

5.4. Megjegyzés

BármelyG Ă Rp nyílt halmaz akkor és csak akkor összefüggő, ha nem bontható fel két diszjunkt,
nemüres nyílt halmaz uiójára, avagy

5.5. Tétel

Ha egy halmaz ívszerűen összefüggő, akkor összefüggő.

5.6. Példa

Van olyan halmaz, ami összefüggő, de nem ívszerűen összefüggő.

5.7. Következmény

Rp összefüggő.
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5.8. Következmény

A teljes téren és az üres halmazon kívül nincs Rp-nek olyan részhalmaza, ami egyszerre nyílt
és zárt.

5.9. Tétel

• Ha egy nyílt halmaz halmaz összefüggő, akkor bármely két pontja összeköthető töröttvo-
nallal.

• Ha egy nyílt halmaz halmaz összefüggő, akkor ívszerűen összefüggő.

• Minden nyílt halmaz ívszerűen összefüggő komponensekre bontható.

5.10. Definíció

Tartomány: nem üres, nyílt, összefüggő halmaz
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II. Többváltozós függvények differenciál-
számítása
6. Többváltozós függvények folytonossága és határértéke

6.1. Többváltozós függvények határértéke
Rp Ñ R függvények véges és végtelen határértéke valamilyen halmazra szorítkozva. A határérték egyér-
telmű. Átviteli elv. Példák. [LTS2, 28–31. o.]

6.1. Definíció (p-változós függvény)

f : H Ñ R egy p-változós függvény, ha H Ă Rp.

6.2. Definíció (p-változós függvény határértéke)

Legyen f : H Ñ R p-változós függvény, A Ă H, a P A1, b P R. Az f függvény határértéke az a
pontban az A halmazra szorítkozva b, ha

@ε ą 0 Dδ ą 0 @x P 9Bpa, δq X A
ˇ

ˇfpxq ´ b
ˇ

ˇ ă ε

avagy, a b bármely V környezetéhez létezik az a-nak olyan 9U pontozott környezete, hogy fp 9UX
Aq Ă V .

Jele:
lim
xÑa
xPA

fpxq “ b, lim
a,A

f “ b

Ha A az értelmezési tartomány, akkor nem tesszük hozzá, hgy "az A halmazra szorítkozva".

6.3. Definíció (p-változós függvény végtelen határértéke)

Legyen f : H Ñ R p-változós függvény, A Ă H, a P A1, b P R.
Az f függvény határértéke az a pontban az A halmazra szorítkozva 8, ha

@K P R Dδ ą 0 @x P 9Bpa, δq X A fpxq ą K

avagy, a 8 bármely V környezetéhez létezik az a-nak olyan 9U pontozott környezete, hogy
fp 9U X Aq Ă V .

Jele: lim
xÑa
xPA

fpxq “ 8, lim
a,A

f “ 8.

Az f függvény határértéke az a pontban az A halmazra szorítkozva ´8, ha

@K P R Dδ ą 0 @x P 9Bpa, δq X A fpxq ă K

avagy, a 8 bármely V környezetéhez létezik az a-nak olyan 9U pontozott környezete, hogy
fp 9U X Aq Ă V .

Jele: lim
xÑa
xPA

fpxq “ ´8, lim
a,A

f “ ´8.
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6.4. Példa

fpx, yq “
x2y

x2 ` y2

6.2. Többváltozós függvények alsó és felső határértéke
Függvény limesz szuperiora és limesz inferiora. lim inf

a,A
f “ lim sup

a,A
f “ α akkor és csak akkor, ha

lim
a,A

f “ α. lim sup
a,A

f “ maxtlim fpxn : xn P A, xn ‰ a, xn Ñ au. Átviteli elvek. Határátmenet lim sup-ra

és lim inf-re. [KG2]

6.5. Definíció

Legyen A Ă Rp, a az A halmaz torlódási pontja, és f olyan p-változós, valós értékű függvény,
ami valamilyen r ą 0 esetén értelmes a 9Bpa, r0q X A halmazon.
Az f függvény felső határértéke avagy limesz szuperiora az a pontban, az A halmazra szorít-
kozva

lim sup
xÑa
aPA

fpxq “ lim
a,A

fpxq “ lim
rÑ0`

sup f
´

9Bpa, rq X A
¯

“ inf
rą0

sup f
´

9Bpa, rq X A
¯

.

Megjegyzés. A 9Bpa, rq X A biztosan nem üres, mert a torlódási pont. Nagyobb r-hez bővebb
9Bpa, rqXA és f

`

9Bpa, rqXA
˘

halmazt kapunk, ezért az r ÞÑ f
`

9Bpa, rqXA
˘

függvény (nem szig.)
monoton növekvő. Az értéke (a szuprémum) `8 is lehet, de ettől még tudunk határértéket
venni. A monotonitás miatt a határérték egyenlő az infimummal.
Az f függvény alsó határértéke avagy limesz inferiora az a pontban, az A halmazra szorítkozva

lim inf
xÑa
aPA

fpxq “ lim
a,A

fpxq “ lim
rÑ0`

inf f
´

9Bpa, rq X A
¯

“ sup
rą0

inf f
´

9Bpa, rq X A
¯

.

6.6. Lemma

1a. Ha lim sup
a,A

f ą α, akkor @r ą 0 Dx P 9Bpa, rq fpxq ą α.

1b. Ha lim sup
a,A

f ă β, akkor Dr ą 0 @x P 9Bpa, rq fpxq ă β.

2a. Ha lim inf
a,A

f ą α, akkor Dr ą 0 @x P 9Bpa, rq fpxq ą α.

2b. Ha lim inf
a,A

f ă β, akkor @r ą 0 Dx P 9Bpa, rq fpxq ă β.

Bizonyítás. 1a: inf
r

sup f
`

9Bpaq X A
˘

ą α, tehát bármely r ą 0 esetén sup f
`

9Bpaq X A
˘

ą α.
1b: inf

r
sup f

`

9Bpaq X A
˘

ă β, tehát van olyan r ą 0, amire sup f
`

9Bpaq X A
˘

ă β.
2a,2b ugyanúgy.
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6.7. Tétel

lim inf
a,A

f ď lim sup
a,A

f , és

lim inf
a,A

f “ lim sup
a,A

f “ α akkor és csak akkor, ha lim
a,A

f “ α.

Az α “ ˘8 eseteket úgy is lehet írni hogy

• lim
a,A

f “ `8 akkor és csak akkor, ha lim inf
a,A

f “ `8;

• lim
a,A

f “ ´8 akkor és csak akkor, ha lim sup
a,A

f “ ´8.

Bizonyítás. Az első állítás trivi az 6.5.. definícióból: inf f
´

9Bpa, rq XA
¯

ď sup f
´

9Bpa, rq XA
¯

,
majd r Ñ 0` határátmenet.

1. eset: α “ ´8. A 6.6.. lemma matt ha lim sup
a,A

f “ ´8, akkor minden K számhoz van olyan

r ą 0, hogy x P 9Bpa, rq X A esetén fpxq ă K. Ez pedig éppen annak definíciója, hogy lim
a,A

f “ ´8.

Megfordítva, ha lim
a,A

f “ ´8, akkor minden K számhoz van olyan r ą 0, hogy x P 9Bpa, rq X A

esetén fpxq ă K. Ekkor viszont lim sup
a,A

f ď sup fp 9Bpa, rq X Aq ď K. Ez minden K számra igaz,

tehát lim sup
a,A

f “ ´8.

2. eset: α “ `8. ugyanúgy, mint az 1. esetben.
3. eset: α véges.
Ha lim inf

a,A
f “ lim sup

a,A
f “ α, akkor a 6.6.. lemma matt minden 0 ă ε ă α-hoz van olyan r1

és r2, hogy bármely x P 9Bpa, r1q X A esetén fpxq ą α ´ ε ą 0, illetve bármely x P 9Bpa, r2q X A
esetén fpxq ą α ´ ε ą 0. Vegyük a két sugár közül a kisebbet: legyen δ “ minpr1, r2q. Ekkor tehát
bármely x P 9Bpa, δqXA esetén α` ε ą fpxq ą α´ ε ą 0; ez viszont éppen annak a definíciója, hogy
lim
a,A

f “ α.

Megfordítva, ha lim
a,A

f “ α, akkor bármely ε ą 0-hoz van olyan δ ą 0, hogy x P 9Bpa, δqXA esetén
α ` ε ą fpxq ą α ´ ε ą 0; ekkor viszont

α ´ ε ď inf f
`

9Bpa, δq
˘

ď lim inf
a,A

f ď lim sup
a,A

f ď sup f
`

9Bpa, δq
˘

ď α ` ε.

Tehát
@ε ą 0 α ´ ε ď lim inf

a,A
f ď lim sup

a,A
f ď α ` ε.

6.8. Tétel

Legyen
L “

 

lim fpxnq : xn P A, xn ‰ a, xn Ñ a
(

Ă r´8,`8s.

Ekkor lim sup
xÑa
aPA

fpxq “ maxL és lim inf
xÑa
aPA

fpxq “ minL.

Bizonyítás. Elég a lim sup-ra.
Először azt igazoljuk, hogy lim sup

a,A
f P L.

1. eset: lim sup
a,A

f “ b véges. Minden pozitív egész n-hez vegyünk egy olyan xn pontot, amelyre

xn P 9Bpa, 1
n
q X A és b´ 1

n
ă fpxnq ă b` 1

n
. Ilyen létezik, mert a 6.6.. Lemma 1b miatt minden elég
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közeli pontban fpxnq ă b ` 1
n
, és a 6.6.. Lemma 1a miatt az elég közeliek között van olyan pont,

amelyre fpxnq ą b´ 1
n
is igaz. A rendőr-elv miatt fpxnq Ñ b, így b P L.

2. eset: lim sup
a,A

f “ `8. Minden pozitív egész n-hez vegyünk egy olyan xn pontot, amelyre

xn P 9Bpa, 1
n
q X A és fpxnq ą n.

3. eset: lim sup
a,A

f “ ´8. Minden pozitív egész n-hez vegyünk egy olyan xn pontot, amelyre

xn P 9Bpa, 1
n
q X A és fpxnq ă ´n.

Másodszor, az kell, hogy L-nek nincs lim sup
a,A

f -nél nagyobb eleme. Tegyük fel indirekt, hogy

mégis van egy β P L, amire β ą lim sup
a,A

f . A β-hoz van egy xn P A sorozat, amely a-hoz tart, xn ‰ a

és fpxnq Ñ β. Vegyünk még egy c számot, amire lim sup
a,A

f ă c ă β. A lemma 1b szerint van olyan

r ą 0, hogy x P 9Bpa, rq X A esetén fpxq ă c. Mivel xn Ñ a, véges sok kivétellel minden xn ilyen.
Tehát véges sok kivétellel fpxnq ă c, de ez ellentmond annak, hogy fpxnq a c-nél nagyobb β-hoz tart.

6.9. Következmény (átviteli elv)

lim
a,A

f “ α akkor és csak akkor, ha bármely xn P Aztau sorozatra, ha xn Ñ a, akkor fpxnq Ñ α.

6.10. Tétel

Műveletek...

6.11. Tétel (határátmenet)

Ha valamilyen r ą 0-re x P 9Bpa, rq X A esetén fpxq ď gpxq, akkor lim inf
a,A

f ď lim inf
a,A

g, és
lim sup

a,A
f ď lim sup

a,A
g.

Bizonyítás.Az 6.5.. definícióból triviális.

6.12. Következmény (rendőr- és honvéd/csősz-elvek)

(a) Ha a 9Bpa, rq X A halmazon f ď g ď h és lim
a,A

f “ lim
a,A

h “ c, akkor lim
a,A

g “ c.

(b) Ha a 9Bpa, rq X A halmazon f ď g és lim
a,A

f “ 8, akkor lim
a,A

g “ 8.

(c) Ha a 9Bpa, rq X A halmazon f ď g és lim
a,A

g “ ´8, akkor lim
a,A

f “ ´8.

7. Többváltozós függvények folytonossága
Többváltozós függvények folytonossága. Átviteli elv. Folytonos függvény folytonossága részhalmazokon.
Szekciófüggvények. Példa olyan függvényre, amelynek minden szkciófüggvénye folytonos, de a függvény
nem folytonos. Műveletek. Az elemi függvények folytonossága. Weierstrass-tétel. Heine-tétel. [LTS2,
32–36. o.]

8. Parciális deriváltak
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Parciális differenciálhatóság. Példa parciálisan differenciálható, de nem folytonos függvényre. Lokális
szélsőértékek. Szélsőértékkeresés a parciális deriváltak nullhelyeinek mekeresésével. Adott körbe írt
maximális területű háromszög. [LTS2, 39–43. o.]

9. Többváltozós függvények differenciálása
Lineáris függvény; átírás vektorok skaláris szorzatával és mátrixszorzással. Többváltozós függvény diffe-
renciálhatósága. A differenciálhatóságból következik a folytonosság. Érintősík. Egyértelműség. Derivált-
vektor, gradiens. Ha mindegyik parciális létezik egy környezetben és folytonos az egy pontban, akkor a
függvény differenciálható. Ha mindegyik parciális létezik egy környezetben és folytonos az egy pontban,
akkor a függvény differenciálható. Minden polinomfüggvény és minden racionális tört függvény, továbbá
(ha elhagyjuk az ért. tartományok végpontait) minden elemi függvény differenciálható. [LTS2, 45–53.
o.]

10. Iránymenti deriváltak. Lagrange-középértéktétel
Iránymenti derivált. Az iránymenti derivált kiszámítása. Lagrange-középértéktétel. Becslés a függvény
megváltozására. Ha egy tartományod a derivált 0, akkor a függvény konstans. [LTS2, 53–56. o.]

11. Vektorértékű függvények differenciálása
Vektorértékű függvények. Határérték, folytonosság, átviteli elvek. A határérték létezése és a folytonosság
ekvivalens a koordinátafüggvények határértékével, ill. folytonosáágával. Rp Ñ Rq lineáris leképezések.
Mátrix alak. Lineáris leképezés normája. Differenciálhatóság. A diff.hatóság ekvivalens azzal, hogy
mindegyik koordinátafüggvény differenciálható. Ha differenciálható, akkor folytonos. A derivált egyér-
telműsége. Jacobi-mátrix. Ha mindegyik parciális létezik egy környezetben és folytonos az egy pontban,
akkor a függvény differenciálható. Folytonos differenciálhatóság. Blokkmátrixok. [LTS2, 81–89. o.]

11.1. Definíció (Lineáris Rp Ñ Rq leképezések)

A P HompRp,Rq
q; Apc ¨ xq “ c ¨ Apxq; Apx` yq “ Apxq ` Apyq

11.2. Tétel

Apxq “

¨

˚

˚

˚

˝

`1pxq
`2pxq
...

`qpxq

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

a11 a12 a13 . . . a1p
a21 a22 a23 . . . a2p
... ... ... . . . ...
aq1 aq2 aq3 . . . aqp

˛

‹

‹

‹

‚

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

qˆp

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1
x2
x3
...
xp

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ Ax

11.3. Definíció (Lineáris leképezés vagy mátrix normája)

}A} “ sup
!

ˇ

ˇAx
ˇ

ˇ : |x| “ 1
)

“ max
!

ˇ

ˇAx
ˇ

ˇ : |x| “ 1
)

11.4. Trivialitás

Tetsz. x vektorra |Ax| ď }A} ¨ |x|.
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11.5. Tétel

A mátrixnorma tényleg norma:

• }A} ě 0, és }A} “ 0 ô A “ 0

• }c ¨ A} “ |c| ¨ }A}

• }A`B} ď }A} ` }B}.

Bizonyítás. Az első három triviális.
Háromszög-egyenlőtlenség: Bármely x P Rp egységvektorra

|pA`Bqx| ď |Ax| ` |Bx| ď }A} ` }B}

Tehát
}A`B} “ sup

!

ˇ

ˇpA`Bqx
ˇ

ˇ : |x| “ 1
)

ď }A} ` }B}.

A HompRp,Rqq tér a mátrixnormával egy normált lineáris tér.
(Igazából bármelyik normát használhatnánk, csak ezzel könnyű lesz számolni.)

11.6. Definíció (differenciálhatóság)

H Ă Rp, f : H Ñ Rq; a P intH.
Az f függvény differenciálható az a pontban, ha van olyan A P HompRp,Rqq lineáris leképezés,
amelyre

(a) lim
xÑa

fpxq ´ fpaq ´ Apx´ aq

|x´ a|
“ 0q

(b) Valamilyen vektorértékű εpxq függvénnyel

fpxq “ fpaq ` Apx´ aq ` εpxq|x´ a|, lim
xÑa

εpxq “ 0q

(c) Valamilyen vektorértékű εpxq függvénnyel

fpxq “ fpaq ` Apx´ aq ` εpxq|x´ a|, ε folytonos a-ban és εpaq “ 0q

Soronként írva,
¨

˚

˚

˚

˝

f1pxq
f2pxq
...

fqpxq

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

f1paq ` `1px´ aq ` ε1pxq ¨ |x´ a|
f2paq ` `2px´ aq ` ε2pxq ¨ |x´ a|

...
fqpaq ` `qpx´ aq ` εqpxq ¨ |x´ a|

˛

‹

‹

‹

‚

f differenciálható
ô az ε vektorfüggvény folytonos a-ban és εpaq “ 0q
ô mindegyik εj függvény folytonos a-ban és εjpaq “ 0
ô mindegyik fj differenciálható, és a deriváltja az `j lineáris függvény.

A számértékű függvényeknél láttuk, hogy az `jpxq lineáris függvény egyértelmű, és az együtthatói
(ha tetszik, koordinátái) az fj függvény parciális deriváltjai az a pontban:

`jpxq “ D1fjpaq ¨ x1 `D2fjpaq ¨ x2 ` ¨ ¨ ¨ `Dpfjpaq ¨ xp.
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Ezek után az A P HompRp,Rqq lineáris leképezés egyértelmű, és a mátrixa
¨

˚

˚

˚

˝

D1f1paq D2f1paq . . . Dpf1paq
D1f2paq D2f2paq . . . Dpf2paq

... ... . . . ...
D1fqpaq D2fqpaq . . . Dpfqpaq

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

grad f1paq
grad f2paq

...
grad fqpaq

˛

‹

‹

‹

‚

11.7. Definíció (Jacobi-mátrix)
¨

˚

˚

˚

˝

D1f1paq D2f1paq . . . Dpf1paq
D1f2paq D2f2paq . . . Dpf2paq

... ... . . . ...
D1fqpaq D2fqpaq . . . Dpfqpaq

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

grad f1paq
grad f2paq

...
grad fqpaq

˛

‹

‹

‹

‚

Neve: az f leképezés a pontbeli Jacobi-mátrixa; jele Jfpaq.

11.8. Definíció

A most már egyértelmű Apxq leképezést hívjuk az f leképezés a-beli deriváltjának, és jelölhetjük
így: f 1paq “ A P HompRp,Rqq.

11.9. Mese

A definícióba beírva ezt a jelölést,

fpxq “ fpaq ` f 1paqpx´ aq ` εpxq ¨ |x´ a|.

Ezek után a p-változós f 1 derivált leképezés hova is képez? Hát a p ¨ q dimenziós HompRp,Rqq

vektortérbe...
Ha valaki szereti a vektor magicet, a Jacobi-mátrixot ilyen vicces szorzat alakokban is írhatja:

¨

˚

˚

˚

˝

grad f1paq
grad f2paq

...
grad fqpaq

˛

‹

‹

‹

‚

“ grad ¨

¨

˚

˚

˚

˝

f1paq
f2paq
...

fqpaq

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

f1paq
f2paq
...

fqpaq

˛

‹

‹

‹

‚

`

D1 D2 . . . Dp

˘

11.10. Tétel

Ha az f függvény differenciálható az a pontban, akkor f folytonos a-ban.

11.11. Tétel

Ha az f függvény differenciálható az a pontban, akkor f mindegyik fj koordinátafüggvényének
mindegyik változó szerinti parciális deriváltja létezik és véges az a pontban.

11.12. Tétel

Ha az a pont egy környezetében az f mindegyik fj koordinátafüggvénye parciálisan differen-
ciálható, és mindegyik Difj parciális derivált folytonos az a pontban, akkor f differenciálható
a-ban.
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11.13. Definíció

Ha az a pont egy környezetében az f minden pontban differenciálható, és mindegyik Difj par-
ciális derivált folytonos az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy f folytonosan differenciálható
az a pontban.
Avagy, a q ˆ p-es mátrix értékű deriváltfüggvény akkor és csak akkor folyt. a-ban, ha minden koordinátafügg-
vénye, vagyis az összes Difjpxq folyt. a-ban.

11.14. Példa

Legyen fpx, yq “ pex cos y, ex sin yq, pontosabban

f

ˆ

x

y

˙

“

ˆ

ex cos y
ex sin y

˙

.

A parciális deriváltak:

Dxf1px, yq “ ex cos y; Dyf1px, yq “ ´e
x sin y;

Dxf2px, yq “ ex sin y; Dyf2px, yq “ ex cos y.
A Jacobi-mátrix az

`

a
b

˘

pontban

Jf

ˆ

a

b

˙

“

ˆ

ea cos b ´ea sin b
ea sin b ea cos b

˙

.

A függvény deriváltja az
`

a
b

˘

pontban az

f 1
ˆ

a

b

˙

:
ˆ

x

y

˙

ÞÑ

ˆ

ea cos b ¨ x ´ ea sin b ¨ y
ea sin b ¨ x ` ea cos b ¨ y

˙

lineáris leképezés.

25



11.15. Mese (E)

a differenciálhatóságfogalom közös általánosítása a korábbi deriváltfogalmaknak:

f : Ñ R Ñ Rq

RÑ

Ha f : RÑ R függvény:
f 1pxq egy szám (meredekség)
vagy RÑ R lineáris függvény
vagy 1ˆ 1-es mátrix

Ha f : RÑ Rq görbe:

f 1ptq “

¨

˚

˝

f 11ptq
...

f 1qptq

˛

‹

‚

(érintő)vektor; q-

dim. (oszlop)vektor
ha tetszik, RÑ Rq lin. fv

Rp Ñ

Ha f : Rp Ñ R függvény:
f 1paq egy Rp Ñ R lineáris függvény
vagy

`

D1fpaq . . . Dpfpaq
˘

, p-dim.
(gradiens)vektor
vagy p-dim. sorvektor

Ha f : Rp Ñ Rq leképezés:
f 1paq egy Rp Ñ Rq lineáris fv

vagy

¨

˚

˝

D1f1paq . . . Dpf1paq
... . . . ...

D1fqpaq . . . Dpfqpaq

˛

‹

‚

q ˆ

p-es mátrix

11.16. Mese (Blokkmátrixok, parciális deriváltak)

J

ˆ

f
g

˙

px, yq “ J

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

f1
...
fr
g1
...
gs

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

´

x1, . . . , xp

ˇ

ˇ

ˇ
y1, . . . , yq

¯

“

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Dx1f1 . . . Dxpf1

ˇ

ˇ

ˇ
Dy1f1 . . . Dyqf1... . . . ...

ˇ

ˇ

ˇ

... . . . ...
Dx1fr . . . Dxpfr

ˇ

ˇ

ˇ
Dy1fr . . . Dyqfr

Dx1g1 . . . Dxpg1

ˇ

ˇ

ˇ
Dy1g1 . . . Dyqg1... . . . ...

ˇ

ˇ

ˇ

... . . . ...
Dx1gs . . . Dxpgs

ˇ

ˇ

ˇ
Dy1gs . . . Dyqgs

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˝

Dxf
ˇ

ˇ

ˇ
Dyf

Dxg
ˇ

ˇ

ˇ
Dyg

˛

‚

12. Differenciálási szabályok
Differenciálási szabályok: konstansszoros, összeg. Láncszabály (Rp Ñ Rq és Rq Ñ Rr fggvény kompozí-
ciója).
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12.1. Trivialitás

Legyen H Ă Rp, f : H Ñ Rq; a P intH. Ha f : H Ñ Rq differenciálható az a pontban és c P R,
akkor c ¨ f is differenciálható a-ban, és

pc ¨ fq1paq “ c ¨ f 1paq.

Trivi. Ha f, g : H Ñ Rq differenciálható az a pontban, akkor f ` g is differenciálható a-ban,
és

pf ` gq1paq “ f 1paq ` g1paq.

(Trivi az ε függvények folytonosságából.)

12.2. Tétel (láncszabály)

Legyen a p-változós, Rq-ba képező g függvény differenciálható az a P Rp pontban és gpaq “ b P
Rq. Továbbá legyen a q-változós, Rr-be képező f függvény differenciálható a b pontban. Ekkor
a p-változós, Rr-be képező f ˝ g függvény is differenciálható az a pontban, és

pf ˝ gq1paq “ f 1pbq ˝ g1paq “ f 1pgpaqq ˝ g1paq.

Avagy Jacobi-mátrixokkal

Jpf ˝ gqpaq
looooomooooon

rˆp

“ Jfpbq
loomoon

rˆq

¨ Jgpaq
loomoon

qˆp

“ Jfpgpaqq ¨ Jgpaq.

Bizonyítás. Legyen

A “ g1paq, gpxq “ gpaq ` Apx´ aq ` αpxq|x´ a|,

B “ f 1pbq, fpyq “ fpbq `Bpy ´ bq ` βpyq|y ´ b|,

(αpxq q-dim. vektorértékű függvény, folyt. a-ban, αpaq “ 0q; βpyq r-dim. vektorértékű függvény,
folyt. b-ben, βpbq “ 0r.)

Az f értelmes valamilyen Bpb, r1q gömbben.
A g differenciálható, ezért folytonos is a-ban, így egy elég kis Bpa, r2q gömbben g értelmes és

gpxq P Bpb, r1q. Az r2-t válasszuk olyan kicsinek, hogy x P Bpa, r2q esetén |αpxq| ă 1 legyen (ez jól
fog jönni még).
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Tehát a Bpa, r2q gömbben f ˝ g értelmes (ez is kell a differenciálhatósághoz).
A Bpa, r2q gömbben

ˇ

ˇgpxq ´ gpaq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇApx´ aq ` αpxq|x´ a|
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇApx´ aq
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇαpxq
ˇ

ˇ ¨ |x´ a| ď

ď }A} ¨ |x´ a| ` 1 ¨ |x´ a| “
`

}A} ` 1
˘

|x´ a|.

Mostantól y “ gpxq. A Bpa, r2q gömbben
ˇ

ˇfpgpxqq ´ fpgpaqq ´BApx´ aq
ˇ

ˇ “

“
ˇ

ˇfpyq ´ fpbq ´Bpy ´ bq `Bpy ´ b´ Apx´ aqq
ˇ

ˇ ď

ď
ˇ

ˇfpyq ´ fpbq ´Bpy ´ bq
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇBpgpxq ´ gpaq ´ Apx´ aqq
ˇ

ˇ ď

ď
ˇ

ˇβpyq
ˇ

ˇ ¨ |y ´ b| ` }B} ¨
ˇ

ˇgpxq ´ gpaq ´ Apx´ aq
ˇ

ˇ ď

ď
ˇ

ˇβpyq
ˇ

ˇ ¨
`

}A} ` 1
˘

|x´ a| ` }B} ¨
ˇ

ˇαpxq
ˇ

ˇ ¨ |x´ a| “

“

´

ˇ

ˇβpgpxqq
ˇ

ˇ ¨
`

}A} ` 1
˘

` }B} ¨
ˇ

ˇαpxq
ˇ

ˇ

¯

¨ |x´ a|.

Tehát
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇfpgpxqq ´ fpgpaqq ´BApx´ aq

|x´ a|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ˇ

ˇβpgpxqq
ˇ

ˇ ¨
`

}A} ` 1
˘

` }B} ¨
ˇ

ˇαpxq
ˇ

ˇ.

Rendőr-elv miatt lim
xÑa

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇfpgpxqq ´ fpgpaqq ´BApx´ aq

|x´ a|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0; pf ˝ gqpxq “ fpgpxqq differenciálható
a-ban, és

pf ˝ gq1paq “ BA “ f 1pbq ˝ g1paq.

12.3. Következmény (összetett függvény differenciálási szabálya; láncszabály)

Ha g1, . . . , gq p-változós, számértékű függvények, differenciálhatók az a P Rp pontban, bj “
gjpaq, továbbá a q-változós, számértékű f függvény differenciálható a pb1, . . . , bqq pontban,
akkor az F pxq “ f

`

g1pxq, . . . , gqpxq
˘

függvény is differenciálható az a pontban, és a parciális
deriváltjait így írhatjuk fel:

DiF paq “
q
ÿ

j“1
Djfpbq ¨Digjpaq avagy

BF

Bxi
“

q
ÿ

j“1

BF

Byj
¨
Byj
Bxi

.

Bizonyítás. Az előző tétel speciális esete r “ 1-re. Jacobi-mátrixokkal

gradF paq “
`

D1fpbq . . . Dqfpbq
˘

¨

˚

˝

D1g1paq . . . Dpg1paq
... . . . ...

D1gqpaq . . . Dpgqpaq

˛

‹

‚

Ebből kell leolvasni az i-edik elemet, ami a grad fpbq vektor és a Jgpaq Jacobi-mátrix i-edik
oszlopának szorzata.
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12.4. Példa

Legyen gptq és hptq két egyváltozós, számértékű függvény; mindkettő differenciálható a t “ a
helyen, gpaq “ b, hpaq “ c, továbbá legyen fpx, yq “ x ¨ y. A láncszabály szerint az
fpgptq, hptqq “ gptq ¨ hptq is differenciálható az a helyen, és

pg ¨ hq1paq “ D1fpb, cq ¨ g
1
paq `D2fpb, cq ¨ h

1
ptq “

“ c ¨ g1paq ` b ¨ h1paq “ hpaq ¨ g1paq ` gpaq ¨ h1paq.

12.5. Példa

Ugyanez hányadossal: most fpx, yq “ x{y és hpaq “ c ‰ 0.

pg{hq1paq “ D1fpb, cq ¨ g
1
paq `D2fpb, cq ¨ h

1
ptq “

“
1
c
¨ g1paq `

´b

c2 ¨ h
1
paq “

1
hpaq

¨ g1paq ´
gpaq

hpaq2
¨ h1paq.

Házi feladat kipróbálni ugyanezt n-tényezős szorzattal és hatványozással is.

12.6. Következmény

Differenciálható függvények szorzata és hányadosa is differenciálható (mindenhol, ahol nem kell
nullával osztani.)

12.7. Példa

g p-változós, Rq-ba képez.
`

|g|2
˘1
“?

fpyq “ |y|2 “ y2
1 ` . . .` y

2
q

f 1pyq “ 2yt
`

|g|2
˘1
“ 2gt ¨ g1.

12.8. Példa

g p-változós, Rq-ba képez, A P HompRq,Rrq

A1pyq “ A (v.ö. pexq1 “ ex :-o)

pAgpxqq1 “ pApgpxqqq1 “ A ˝ g1pxq “ Ag1pxq.

12.9. Példa

g p-változós, Rq-ba képez, v P Rq

xv, yy1 “ vt

xv, gpxqy1 “ vtg1pxq.
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12.10. Példa

Most legyen g és h két, Rq-ba képező függvény, ami differenciálható az a P Rp pontban, és
legyen fpx1, . . . , xq, y1, . . . , yqq “ x1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xqyq az Rq-beli skaláris szorzás.

grad f “ py1, . . . , yq, x1, . . . , xqq “ py
t, xtq

xg, hy1 “ htg1 ` gth1

(Ha g egyváltozós, akkor ... “ xgrad g, hy ` xh, grad gy.

12.11. Tétel (inverz függvény differenciálási szabálya)

Legyen f p-változós, Rp-e képező leképezés, amely differenciálható az a pontban, fpaq “ b P Rp

és tegyük fel, hogy f 1paq “ A P HompRp,Rpq invertálható.
y ´ b « A px´ aq
x´ a « A´1py ´ bq

Tegyük fel, hogy van egy szintén p-változós, Rp-be képező g függvény, amely folytonos b-ben,
és b egy környezetében fpgpyqq “ y. Ekkor g differenciálható b-ben, és g1pbq “ A´1 avagy
g1pfpaqq “ pf 1paqq´1.

Bizonyítás.Végig y P Bpb, rq és x “ gpyq lesz.

y ´ b “ fpxq ´ fpaq “ Apx´ aq ` εpxq ¨ |x´ a|

A´1
py ´ bq “ px´ aq ` A´1εpxq ¨ |x´ a|.

Az εpxq “ εpgqpyqq folytonos b-ben; ha |y ´ b| elég kicsi: }A´1} ¨
ˇ

ˇεpxq
ˇ

ˇ ă 1
2

ˇ

ˇA´1
py ´ bq

ˇ

ˇ ě |x´ a| ´
ˇ

ˇA´1εpxq
ˇ

ˇ ¨ |x´ a| ě
´

1´ }A´1
} ¨ |εpxq|

¯

|x´ a| ě 1
2 |x´ a|

ˇ

ˇgpyq ´ gpbq ´ A´1
py ´ bq

ˇ

ˇ “
ˇ

ˇx´ a´ A´1
py ´ bq

ˇ

ˇ “
ˇ

ˇA´1εpxq
ˇ

ˇ ¨ |x´ a| ď

ď }A´1
} ¨

ˇ

ˇεpxq
ˇ

ˇ ¨ 2
ˇ

ˇA´1
py ´ bq

ˇ

ˇ ď }A´1
} ¨

ˇ

ˇεpxq
ˇ

ˇ ¨ 2}A´1
} ¨ |y ´ b|.

ˇ

ˇ

ˇ
gpyq ´ gpbq ´ A´1py ´ bq

ˇ

ˇ

ˇ

|y ´ b|
ď 2}A´1

}
2
¨
ˇ

ˇεpgpyqq
ˇ

ˇÑ 0.

12.12. Kérdés

"f egy p-változós, Rp-e képező leképezés, amely differenciálható az a pontban, fpaq “ b P Rp és
f 1paq “ A P HompRp,Rpq invertálható.

Ha van egy szintén p-változós, Rp-be képező g függvény, amely folytonos b-ben, és b egy környe-
zetében fpgpyqq “ y..."

Hogyan lehet egyszerűen eldönteni, vagy tudunk-e rá valami egyszerű elégséges feltételt, hogy
van-e ilyen lokális inverz g függvény?
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13. Lokális injektivitás

13.1. Kérdés (Lokális inverz függvény)

Mit várjunk el a lokális inverztől?
Lokális inverz?
Lokális injektivitás?
Lokális szürjektivitás?
Milyen tulajdonságú legyen az f 1paq lineáris leképezés?

13.2. Definíció (lokális inverz)

Legyen fpxq p-változós, Rq-ba képező függvény, folytonos az a P intDf pontban.

A gpyq q-változós függvény az f lokális inverze az a pontban, ha léteznek olyan A Ă Df és
B Ă Dg halmazok, amelyekre

• b P intB,

• fpxq folytonos és injektív az A halmazon

• gpyq folytonos és injektív a B halmazon

• f |A és g|B egymás inverze.

13.3. Tétel

Lokális inverz csak p “ q esetén létezhet.

(A folytonyos esetben nem bizonyítjuk. Például p “ 3, q “ 2 esetén a teljes ötszög gráf beágyaz-
ható R3-ben, de R2-ben nem, mert nem síkbarajzolható.)

13.4. Trivialitás

Ha f és g egymás lokális inverze az a, illetve a b pontban, és ezekben az pontokban mindkettő
differenciálható, akkor az f 1paq és g1pbq leképezések egymás inverzei, és ez csak p “ q esetén
lehetséges.

13.5. Definíció (lokális injektivitás)

Legyen f p-változós, Rq-ba képező függvény és a P intDf . Az f függvény lokálisan injektív az
a pontban, ha van olyan r ą 0, hogy f |Bpa,rq injektív.
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13.6. Definíció (lokális szürjektivitás)

Legyen f p-változós, Rq-ba képező függvény és a P intDf . Az f függvény lokálisan szürjektív
az a pontban, ha a minden környrzetének képe tartalmaz b körüli gömböt, vagyis

@r ą 0 Ds ą 0 @y P Bpb, sq Dx P Bpa, rqfpxq “ y.

13.7. Tétel (Injektív és szürjektív lineáris leképezések)

Legyen A P HompRp,Rqq vagy A P Rqˆp (A “ f 1paq lesz)

• A injektív ðñ rkA “ p (p ď q szükséges) ðñ valamelyik p ˆ p-es részmátrix deter-
minánsa nem 0

• A szürjektív ðñ rkA “ q (q ď p szükséges) ðñ valamelyik q ˆ q-as részmátrix
determinánsa nem 0

• A injektív ðñ At szürjektív

• A invertálható ðñ rkA “ p “ q avagy detA ‰ 0

13.8. Trivialitás

Ha A injektív / szürjektív / invertálható, akkor az A egy környezetében (ez a környezet a
HompRp,Rqq térnek része) minden leképezés injektív / szürjektív / invertálható.
Biz. Mindhárom tulajdonság azt mondja, hogy bizonyos részmátrixok közül valamelyiknek a
determinánsa nem 0.
A determináns folytonos (mert rac. tört függvény), így van az A-nak egy környezete, ahol
ugyanannak a részmátrixnak a determinánsa nem 0.
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13.9. Példa

Önmagában a differenciálhatóság nem elég.

fpxq “

$

&

%

x
2 ` x

2 sin 10
x

ha x ‰ 0
0 ha x “ 0

f 1pxq “

$

&

%

1
2 ` 2x sin 10

x
´ 10 cos 10

x
ha x ‰ 0

1
2 ha x “ 0

Noha f 1p0q ‰ 0, még sincs lokális inverz a 0 körül. :-(
A folytonos differenciálhatóságot is ki fogjuk kötni.

13.10. Lemma

Legyen H Ă Rp, f : H Ñ Rq; az ra, bs szakasz része H-nek, a szakasz pontjaiban f differenci-
álható, és valamilyen M számmal }f 1} ďM . Ekkor

ˇ

ˇfpbq ´ fpaq
ˇ

ˇ ďM ¨ |b´ a|.

Bizonyítás. Ha fpaq “ fpbq, az állítás triviális. A továbbiabkan fpaq ‰ fpbq.
Legyen w “ fpbq ´ fpaq és hpxq “ xw, fpxqy ą“ wtfpxq. Erre a függvényre

hpbq ´ hpaq “ xw, fpbqy ´ xw, fpaqy “ xw, fpbq ´ fpaqy “
ˇ

ˇfpbq ´ fpaq
ˇ

ˇ

2
.

Ahol f differenciálható, ott h is differenciálható, és h1pxq “ wtf 1pxq.
A p-változós Lagrange-középértéktétel szerint az ra, bs szakaszon van olyan c pont, amelyre hpbq´

hpaq “ h1pcqpb´ aq.
ˇ

ˇfpbq ´ fpaq
ˇ

ˇ

2
“
ˇ

ˇhpbq ´ hpaq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇh1pcqpb´ aq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇwt ¨ f 1pcq ¨ pb´ aq
ˇ

ˇ ď

ď |w| ¨
ˇ

ˇpf 1pcq pb´ aq
ˇ

ˇ ď |w| ¨
›

›f 1pcq
›

› ¨ |b´ a| ď
ˇ

ˇfpbq ´ fpaq
ˇ

ˇ ¨M ď |b´ a|.
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13.11. Lemma

Legyen K Ă Rp konvex nyílt halmaz és f : H Ñ Rp olyan differenciálható leképezés, amelyre
a K minden pontjában }f 1 ´ I} ď 1

2 . Ekkor a K tetszőleges u, v pontjaira

|fpuq ´ fpvq| ě
1
2 |u´ v|.

Bizonyítás. Legyen gpxq “ fpxq ´ x, ekkor x “ fpxq ´ gpxq, g1 “ f 1 ´ I és a feltétel szerint
}g1} ď 1

2 . Az előző lemmából }gpuq ´ gpvq| ď 1
2 |u´ v|, ezért

|u´ v| “
ˇ

ˇfpuq ´ gpuq ´ fpvq ` gpvq
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇfpuq ´ fpvq
ˇ

ˇ`
ˇ

ˇgpuq ´ gpvq
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇfpuq ´ fpvq
ˇ

ˇ`
1
2 |u´ v|.

13.12. Tétel (A lokális injektivitás tétele)

Legyen H Ă Rp, f : H Ñ Rq; a P intH.
Ha f : H Ñ Rq folytonosan differenciálható az a pontban, és
az f 1paq lineáris leképezés injektív,

akkor az a pontnak van egy olyan környezete, ahol f injektív.

Bizonyítás. Legyen A “ Jpaq; ez egy q ˆ p-es mátrix, amelynek oszlopai lineárisan függetlenek.
Ezért van olyan pˆ q méretű mátrix, amelyre BA “ I.

Legyen g “ B ˝f ; ez is folytonosan differenciálható az a pontban, tehát az g1pxq (leképezés értékű
leképezés) folytonos az a pontban; létezik tehát olyan r ą 0, hogy a Bpa, rq környezetben

|g1pxq ´ g1paq| “ |g1pxq ´ I| ă
1
2 .

Az előző lemma szerint, ha a, v két különböző pont ebben a gömbben, akkor
ˇ

ˇgpuq ´ gpvq
ˇ

ˇ ě
1
2 |u´ v| ą 0,

ezért a gömbön f injektív.

14. Lokális szürjektivitás

14.1. Tétel (lokális szürjektivitás)

LegyenH Ă Rp, f : H Ñ Rq; a P intH és b “ fpaq. Ha f : H Ñ Rq folytonosan differenciálható
az a pontban, és az f 1paq lineáris leképezés szürjektív, akkor az f függvény lokálisan szürjektív
az a pontban, tehát az a pont bármely környezetének f szerinti képe tartalmazza a b pont egy
környezetét.
Kvantorokkal:

@ rą0 D są0 @ yPBpb, sq DxPBpa, rq fpxq“y.
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Bizonyítás. A Jfpaq Jacobi-mátrix oszlopai között van q lin. független; az általánosság csorbí-
tása nélkül feltehető, hogy ez az első q oszlop.

Csak olyan x-eket fogunk keresni, amelyekben xq`1 “ aq`1, . . .xp “ ap. Mostantól tehát fel-
tesszük, hogy p “ q; és f 1paq invertálható.

Az f helyett vizsgálhatnánk az fpx ` aq ´ b függvényt; ezért az általánosság csorbítása nélkül
feltehetjük, hogy a “ b “ 0p.

Legyen g “ A´1 ˝ f ; ez is folytonosan differenciálható és g1p0q “ A´1A “ I. A folytonos
differenciálhatóság miatt van egy olyan r0 ą 0, hogy a Bp0, r0q gömbben |g1 ´ I| ď 1

2 .
Az állítást r ă r0-ra igazoljuk, és ez elég. Legyen s “

r

4}A´1}
és y tetszőleges pont a Bp0, sq

gömbben; ehhez keressük a megfelelő x-et.
Legyen z “ A´1y, erre tehát |y| ă s, és

|z| “
ˇ

ˇA´1y
ˇ

ˇ ď }A´1
} ¨ |y| ăď }A´1

} ¨ s “
r

4 .

Oyan x P Bp0, rq pontra van szükségünk, amelyre gpxq “ z, mert akkor fpxq “ Apgpxqq “ Az “ y.
Az x megtalálása kétféle módszert mutatunk.

1. módszer: minimumkeresés. Keressük meg a Bpa, r0q zárt gömbön a hpxq “ |gpxq ´ z|2

függvény minimumát. A Weierstrass-tétel miatt a minimum biztosan létezik.
A középpontban hpaq “ | ´ z|2 ă s2.
A határpontokban

|gpxq ´ z| “
ˇ

ˇpgpxq ´ gp0qq ´ z
ˇ

ˇ

1
2 ě |x´ 0| ´ |z| ą r

2 ´
r

4 “
r

4 ,

tehát hpxq ą hp0q. A minimumhely nem lehet a határon; belső pontban veszi fel a h függvény.
Legyen x0 a minimumhely; ez lokális minimumhely, tehát h1 “ 0:

0 “ h1px0q “ 2
`

gpx0q ´ z
˘t
¨ g1px0q “ 0.

Az g1px0q invertálható, tehát gpx0q ´ z “ 0.
Ezzel találtunk olyan x0 P Bpa, r0q Ă Bpa, rq pontot, amire gpx0q “ z , vagyis fpx0q “ y.
2. módszer: iteráció.
Heurisztika: A keresett x0 pont közelében

gpxq « gpx0q ` g
1
px0qpx´ x0q « z ` Ipx´ x0q “ z ` x´ x0,

vagyis x0 « x´ gpxq ` z.
Legyen kpxq “ x´ gpzq ` z, és definiáljuk a következő rekurzív sorozatot:

u0 “ 0, un`1 “ hpunq “ un ´ gpunq ` z.

A sorozat nem lép ki a Bp0, rq gömbből: }k1} “ }I ´ g1} ď 1
2 és kp0q “ z, ezért

|kpxq| “ |kp0q| ` |kpxq ´ kp0q| ď |z| ` 1
2 |x| ă

r

4 `
r

2 “
3
4r ă r;

a rekurzió tényleg egy végtelen sorozatot definiál.
A szomszédos elemek távolsága exponenciálisan csökken:

|un`2 ´ un`1| “
ˇ

ˇkpun`1q ´ kpunq
ˇ

ˇ ď
1
2sun`1 ´ un|.

Ezért a sorozat konvergens.
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Legyen x0 “ Im un; ez a k függvénynek fixpontja, vagyis gpx0q “ z.
2a. módszer: A Brouwer-fixponttételt fogjuk alkalmazni: ha Z zárt gömb, és k : B Ñ B egy

tetszőleges folytonos függvény, akkor a k függvénynek van fixpontja. Az f és a g függvényekről csak
annyit fogunk felhasználni, hogy folytonosak az a pont egy környezetében, differenciálhatók az a
pontban, és A “ f 1paq szürjektív, illetve g1paq “ I. Tehát csak az a-beli deriváltat fogjuk használni.

Az előző részhez hasonlóan, legyen r0 olyan, amelyre x P Bpa, rq esetén

ˇ

ˇgpxq ´ gp0q ´ g1p0qpx´ 0q
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇgpxq ´ x
ˇ

ˇ ă
1
2 |x|;

ilyen a g függvény 0-beli differenciálhatósága miatt létezik.
Tetszőleges r ă r0 esetén legyen s “ r

2}A´1}
; azt állítjuk, hogy tetszőleges y P Bp0, sq ponthoz van

olyan x P Bp0, rq, amelyre fpxq “ y, avagy a z “ A´1pyq ponttal gpxq “ z.
Vizsgáljuk a kpxq “ x ´ gpxq ` z függvényt a Bp0, rq zárt gömbön. Ez folytonos, és |kpxq| ď

|gpxq ´ x| ` |z| ă 1
2 |x| ` |z| ă

r
2 `

r
2 , tehát a k függvény a gömb belsejébe képez. A Brouwer-

fixponttétel szerint k-nak van legalább egy x0 fixpontja a zárt gömbben; mivel a k képei a gömb
belsejében vannak, az x0 is belső pont. Tehát x0 P Bp0, rq és kpx0q “ x0, vagyis gpx0q “ z.

14.2. Tétel (lokális szürjektivitás, erősebb változat)

Legyen H Ă Rp, f : H Ñ Rq; a P intH és b “ fpaq. Ha f : H Ñ Rq folytonos az a pont egy
környezetében, differenciálható az a pontban, és az f 1paq lineáris leképezés szürjektív, akkor az
f függvény lokálisan szürjektív az a pontban.

15. Inverzfüggvénytétel

15.1. Definíció (Nyílt leképezések)

Ha H Ă Rp nyílt, f : H Ñ Rq, és minden G Ă H halmazra a fpGq halmaz nyílt, akkor f egy
nyílt leképezés.
Követezménynyílt leképezés tétele Ha H Ă Rp nyílt, f : H Ñ Rq folytonosan differenciálható,
és H minden pontjában f 1 szürjektív, akkor f nyílt leképezés.
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15.2. Tétel (Inverzfüggvénytétel)

Legyen H Ă Rp, f : H Ñ Rp; a P intH, b “ fpaq.
Ha f : H Ñ Rq folytonosan differenciálható az a pontban, és
az f 1paq lineáris leképezés invertálható,

akkor léteznek olyan δ ą 0 és η ą 0 számok, hogy

(1) Minden x P Bpy, δq ponthoz létezik pontosan egy olyan x P Bpa, ηq pont, amelyre fpxq “ y.
Avagy, létezik olyan g : Bpb, δq Ñ Bpa, ηq függvény, amelyre fpgpyqq “ y.
(2) Az g függvény differenciálható, és g1 folytonos b-ben.
(3) A Bpa, ηq gömb pontjaiban f 1 invertálható, és g1pfpxqq “ pf 1pxqq´1.

Bizonyítás.Olyan kicsi η-t választunk, amelyre a Bpa, ηq zárt gömbön f injektív, és f 1 a zárt
gömb minden pontjában invertálható. Legyen K “ fpBpa, ηq.
Lokális szürjektivitás: van olyan δ, hogy Bpb, δq Ă fpBpa, ηq. (nyílt gömbök)
Minden y P K-hoz van pontosan egy olyan x P Bpa, ηq, amire fpxq “ y. Ha y P Bpb, δq, akkor
x P Bpa, ηq. Tehát g létezik.

Az Bpa, ηq zárt gömb kompakt, f folytonos, ezért K is kompakt. A g függvény az f folytonos
injektív függvény inverze, ezért g a K halmazon folytonos.

Az inverz függvény differenciálási szabályát fogjuk alkalmazni. Bármely y P Bpb, δq pont egy
kis környezetében g értelmezett, g folytonos, az x “ gpyq P Bpa, ηq pontban f 1paq invertálható,
és fpgpyqq “ y. Az inverz függvény differenciálási szabálya szerint g differenciálható y-ban, és
g1pyq “ pf 1pxqq´1.

A g1 folytonos b-ben: g1pyq “
´

f 1
`

gpyq
˘

¯´1
, g folytonos y-ban, f 1 folytonos gpyq “ x-ben, és a

mátrixinverz is folytonos.
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16. Implicitfüggvény-tétel

16.1. Mese

Függvény explicit (közvetlen) megadása: g : px1, . . . , xpq Ñ py1, . . . , yqq

y1 “ g1px1, . . . , xpq

...
yq “ gqpx1, . . . , xpq

vagy
y “ gpxq

Implicit (közvetett) megadás: g : px1, . . . , xpq Ñ py1, . . . , yqq

f1px1, . . . , xp, y1, . . . , yqq “ 0
...

fqpx1, . . . , xp, y1, . . . , yqq “ 0

vagy
fpx, yq “ 0q

(egyenletrendszer)

16.2. Példa (implicit függvény)

Implicit megadás: x2 ` y2 “ 1, |x| ă 1
2 , y ă 0

Explicit megadás: |x| ă 1
2 , y “ ´

?
1´ x2.

Bonyolultabb egyenleteket nem biztos, hogy expliciten meg tudunk oldani. (Ez az algebristák
dolga lenne.) Viszont az olyan esetekben is szeretnénk az implciten megadott függvényt deriválni,
amikor nincs explicit megoldás.

16.3. Kérdés

Honnan tudjuk, hogy egyáltalán van megoldása az egyenletrendszernek? Na és ha több is van,
melyiket vegyük?
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16.4. Kérdés

Ha tudunk egy pa, bq pontpárt, ami megoldása az egyenletrendszernek, lesz-e körülötte egy
egyértelmű lokális megoldás, görbedarab?

16.5. Kérdés

Ha van is lokális implicit függvény, biztosak lehetünk benne, hogy differenciálható? Milyen
képlet adja meg a deriváltat?

16.6. Tétel (implicit függvény differenciálása)

Ha tudjuk, hogy van implicit függvény, és még differenciálható is, akkor deriválni már könnyű.

fpx, gpxqq “ 0q
x P Rp; gpxq P Rq; f egy p` q változós, és Rq-ba képez.

Bizonyítás.Most jelentse D1f az f első p változó szerinti parciális deriváltját (D1fpx, yq P
HompRp,Rqq) és D2f az f utolsó q változó szerinti parciális deriváltját (D2fpx, yq P HompRq,Rqq).

Deriváljuk mindkét oldalt:
fpx, gpxqq “ 0q

D1fpx, gpxqq
loooooomoooooon

qˆp

`D2fpx, gpxqq
loooooomoooooon

qˆq

¨ g1pxq
loomoon

qˆp

“ 0qˆp

D2fpx, gpxqq ¨ g
1
pxq “ ´D1fpx, gpxqq

És ha D2fpx, gpxqq invertálható is, akkor

g1pxq “ ´
´

D2fpx, gpxqq
¯´1

¨D1fpx, gpxqq.

Érdemes lesz feltenni, hogy D2fpx, gpxqq invertálható.

16.7. Tétel (implicitfüggvény-tétel)

Legyen H Ă Rp ˆ Rq és f : H Ñ Rq (az egyenletrendszer).
Tegyük fel, hogy a P Rp, b P Rq, pa, bq P intH, és fpa, bq “ 0q (vagyis az pa, bq egy olyan belső
pont, amely megoldása az egyenletrendszernek).
Ha f folytonosan differenciálható az pa, bq pontban, és D2fpa, bq invertálható, akkor
Léteznek olyan δ ą 0 és η ą 0 számok, hogy
(1) Minden x P Bpa, δq ponthoz létezik pontosan egy olyan y “ gpxq P Bpb, ηq pont, amelyre
fpx, yq “ 0q.
(2) Az így definiált gpxq függvény differenciálható a Bpa, δq gömbben, és

g1pxq “ ´
´

D2fpx, gpxqq
¯´1

¨D1fpx, gpxqq.

(3) g1 folytonos az a pontban.
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Bizonyítás.Könnyebb többet bizonyítani. Az egyenletrendszer jobboldalán a 0q vektor helyére
is tegyünk egy z P Rq vektort. Az új egyenlet:

fpx, yq “ z.

Azt állítjuk, hogy minden a-hez közeli x és 0q-hoz közeli z esetén ehhez van egy egyértelmű y ami
megoldása.

Denifiáljuk a következő, p` q változós, Rp`q-ba képező függvényt:

F

ˆ

x
y

˙

“ F

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1
...
xp
y1
...
yq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1
...
xp

f1px, yq
...

fqpx, yq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

ˆ

x
fpx, yq

˙

.

Erre írjuk fel az inverzfüggvénytételt az pa, bq pontban.
Az pa, bq pontban f folytonosan differenciálható és F pa, bq “ pa, 0q.
Az pa, bq pontbeli derivált blokkmátrix alakban

F 1pa, bq “

ˆ

D1x|x“a D2x|x“a
D1fpa, bq D2fpa, bq

˙

“

ˆ

Ipˆp 0pˆq
D1fpa, bq D2fpa, bq

˙

.

Ez invertálható, mert a jobb alsó sarok invertálható.
Az inverzfüggvénytétel feltételei teljesülnek; F -nek létezik egy lokális inverze az pa, 0q egy kör-

nyezetében, és a lokális inverz folytonosan differenciálható az pa, 0q pontban.

F

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x
fpx, yq

˙

; F 1
ˆ

a
b

˙

“

ˆ

I 0
D1fpa, bq D2fpa, bq

˙

.

Az inverzfüggvénytétel szerint vannak olyan δ0, η0 ą 0 számok, hogy minden px, zq P B
`

pa, 0q, δ0
˘

párhoz létezik olyan egyértelmű pw, yq P B
`

pa, bq, η0
˘

pár, amire F pw, yq “ px, zq.

Persze w “ x, szóval az inverz leképezés
ˆ

x

z

˙

ÞÑ

ˆ

x

Gpx, zq

˙

alakú.

Az óhajtott g függvény a G-nek a z “ 0q szekciója lesz: gpxq “ Gpx, 0qq. Ez teljesíti az
fpx, gpxqq “ 0q függvényegyenletet, és folytonsan differenciálható az a pontban.

(Félre: csak a δ, η számokat ne kellene vagdosni. . . )

Legyen η “ 1
2η0. Válasszunk olyan 0 ă δ ď δ0 számot, hogy minden x P Bpa, δq esetén |gpxq| ă η

is teljesüljön.
Ekkor tehát a kicsit nagyobb halmazon is egyértelmű px, yq P Bppa, bq, η0q pontunkra az is igaz,

hogy |y| “ |gpxq| ă η.
A g deriváltját már kiszámoltuk, de leolvashatjuk a deriváltmátrix inverzéből is:

F

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x
z

˙

; F 1
ˆ

x
y

˙

“

ˆ

Ipˆp 0
D1fpx, yq D2fpx, yq

˙

.
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ˆ

Ipˆp 0
D1fpx, yq D2fpx, yq

˙´1

“

ˆ

Ipˆp 0
´
`

D2fpx, yq
˘´1

D1fpx, yq
`

D2fpx, yq
˘´1

˙

;

Az első blokkoszlop az x, a második a z szerinti derivált, tehát

g1pxq “ ´
`

D2fpx, yq
˘´1

D1fpx, yq “ ´
`

D2fpx, gpxqq
˘´1

D1fpx, gpxqq.

16.8. Mese (Az implicitfüggvény-tétel következményei)

p` q változóra p "független" egyenlet: q-dimenziós grafikondarab (paraméteres felület).
Szintvonalas térképek: ha valahol a függvény folytonsan differenciálható, és a gradiens nem a
nullvektor, ott a szintvonal (valamilyen függvényérték ősképe) lokálisan egy folytonosan diffe-
renciálható görbedarab.
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17. Feltételes lokális szélsőértékek
17.1. Példa

A gpx, yq függvény minimumát vagy maximumát keressük az fpx, yq “ 0 görbén. Razoljuk
meg a g függvény szintvonalait.

Elképzelésünk szerint az fpx, yq “ 0 görbe irányában gpx, yq iránymenti deriváltja 0, vagyis a
minimumhelyen a görbe és a szintvonal érinti egymást. Az f gradiense a görbére, a g gradiense
a szintvonalra merőleges, tehát a két gradiens párhuzamos, egymás konstansszorosa:

grad g “ λ ¨ grad f?
vagy inkább

λ0 ¨ grad g “ grad f?
vagy a biztonság kedvéért

λ0 ¨ grad g “ λ ¨ grad f?
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17.2. Példa

A gpx, y, zq függvény minimumát vagy maximumát keressük az f1px, y, zq “ 0 és f2px, y, zq “ 0
felületek metszésvonalán.
Rózsaszínű álmunkban a két felület metszete egy szép, sima görbe. Ehhez megkeressük a g
függvény az első olyan szintfelületét, amelynek van közös pontja a metszetgörbével.

Sejtésünk: a görbe "irányában" mindhárom függvény iránymenti deriváltja 0, vagyis mindhárom
függvény gradiense a görbére merőleges síkban van.
Ha viszont a három vektor egy síkban van, akkor lineárisan összefüggnek: alkalmas λ0, λ1, λ2,
nem mind nulla számokkal

λ0 ¨ grad g “ λ1 ¨ grad f1 ` λ2 ¨ grad f2.

(Ha tudjuk, hogy grad f1 és grad f2 függetlenek, akkor választhatjuk λ0 “ 1-et.)
A λ0, λ1, . . . , λq neve: "Lagrange-multiplikátorok"

17.3. Definíció

Legyen H Ă Rp (ért.tart.), f : H Ñ Rq ("feltétel" vagy "egyenletrendszer"), g : H Ñ R
("célfüggvény") és a P intH olyan pont, ahol fpaq “ 0.
Azt mondjuk, hogy a g függvénynek feltételes lokális maximuma van az a pontban az f “ 0
feltétel mellett, ha van olyan r ą 0, hogy a Bpa, rq Ă H környezet bármely x pontjában,
amelyre fpxq “ 0, igaz az, hogy gpxq ď gpaq.
A g függvénynek feltételes lokális minimuma van az a pontban az f “ 0 feltétel mellett, ha
van olyan r ą 0, hogy a Bpa, rq Ă H környezet bármely x pontjában, amelyre fpxq “ 0, igaz
az, hogy gpxq ě gpaq.
A g függvénynek feltételes lokális szélsőértéke van az a pontban az f “ 0 feltétel mellett, ha
a-ban feltételes lokális minimuma vagy feltételes lokális maximuma az f “ 0 feltétel mellett.
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17.4. Tétel (Lagrange féle multiplikátor módszer)

Legyen H Ă Rp, f : H Ñ Rq, g : H Ñ R és a P intH olyan pont, ahol fpaq “ 0. Ha f és
g folytonosan differenciálható az a pontban, és g-nek lokális szélsőértéke van a-ban az f “ 0
feltétel mellett, akkor a grad gpaq, grad f1paq, . . . , grad fqpaq vektorok lineárisan összefüggőek,
avagy vannak olyan λ0, λ1, . . . , λq valós számok, nem mindegyik 0, hogy

λ0 ¨ grad gpaq “ λ1 ¨ grad f1paq ` . . .` λq ¨ grad f1paq.

Bizonyítás. Indirekt. Legyen c “ gpaq, és tegyük fel, hogy grad gpaq, grad f1paq, . . . , grad fqpaq
vektorok lineárisan függetlenek. Legyen

F pxq “

ˆ

fpxq
gpxq

˙

“

¨

˚

˚

˚

˝

f1pxq
...

fqpxq
gpxq

˛

‹

‹

‹

‚

JF paq “

¨

˚

˚

˚

˝

grad f1paq
...

grad fqpaq
grad gpaq

˛

‹

‹

‹

‚

.

A Jacobi-mátrix sorai lineárisan függetlenek, tehát F 1paq egy szürjektív leképezés. Az F tehát
lokálisan szürjektív.

Bármely r ą 0 esetén F pBpa, rqq tartalmazza az F paq “ p0q, cq pont egy környezetét. Ebben a
környezetben van olyan p0, . . . , 0, uq “ F pyq pont, ahol u ă c, és van olyan p0, . . . , 0, vq “ F pzq pont
is, ahol v ą c.

Tehát bármilyen r ą 0-hoz vannak olyan y, z P Bpa, rq pontok, amelyekre fpyq “ fpzq “ 0q,
gpyq ă gpaq és gpzq ą gpaq. Akkor viszont g-nek nincs sem feltételes lokális minimuma, sem feltételes
lokális maximuma az a pontban.
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17.5. Példa

Számítsuk ki x` 2y miminumát és maximumát az x2 ` y2 “ 5 körön.
Feltétel: fpx, yq “ x2 ` y2 ´ 5; célfüggvény: gpx, yq “ x` 2y.
A Weierstrass-tétel miatt van minimum és maximum: ezek egyben feltételes lokális szélsőérté-
kek is.
A Lagrange multiplikátor módszer szerint a feltételes lokális szélsőértékhelyeken grad f “

p2x, 2yq és grad g “ p1, 2q egymás konstansszorosa: grad f “ λ¨grad g. Ezt az egyenletrendszert
kaptuk:

x2
` y2

´ 5 “ 0;
2x “ λ;
2y “ 2λ.

Megoldva λ “ ˘2, x “ ˘1, y ˘ 2.
Tehát két megoldás van: px, yq “ p1, 2q vagy px, yq “ p´1,´2q; ezek a gyanús pontok, közöttük
van a minimum és a maximum is, meg az is aki csak rosszkor volt rossz helyen.
Behelyettesítve gp1, 2q “ 5, gp´1,´2q “ ´5. Tehát az x2 ` y2 ´ 5 “ 0 feltétel mellett x ` 2y
maximuma 5, minimuma ´5.

17.6. Példa

Határozzuk meg xyz legnagyobb értékét az x` y ` z “ 5, x2 ` y2 ` z2 “ 9 feltétel mellett.
Feltétel: f1px, y, zq “ x ` y ` z ´ 5 “ 0, f2px, y, zq “ x2 ` y2 ` z2 ´ 9 “ 0; célfüggvény:
gpx, y, zq “ xyz.
A Weierstrass-tétel miatt van minimum és maximum.
Olyan pontokat keresünk, ahol grad f1 “ p1, 1, 1q, grad f2 “ p2x, 2y, 2zq és grad g “ pyz, zx, xyq
linárisan összefüggő.

grad g “ λ1 ¨ grad f1 ` λ2 ¨ grad f2

λ0 ¨ pyz, zx, xyq “ λ1 ¨ p1, 1, 1q ` λ2 ¨ p2x, 2y, 2zq

Ez az egyenletrendszert kell
megoldanunk:

x` y ` z ´ 5 “ 0
x2
` y2

` z2
´ 9 “ 0

λ0 ¨ yz “ λ1 ` λ2 ¨ 2x
λ0 ¨ zx “ λ1 ` λ2 ¨ 2y
λ0 ¨ xy “ λ1 ` λ2 ¨ 2z.

Vagy helyette

x` y ` z ´ 5 “ 0
x2
` y2

` z2
´ 9 “ 0

det

¨

˝

yz zx zy
1 1 1

2x 2y 2z

˛

‚“ 0
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18. Mágneses örvényerősség és összehurkolódási szám
Az elektrodinamika egy olyan tudományterület, ahol a fizika összetalálkozik a topológiával.

18.1. Tétel (Biot-Savart törvény [BStv])

Ha egy rövid, ∆` hosszú vezető darabban I áram fut, akkor r vektorral arrébb ez az áramdarab

∆B “ µ0

4π ¨
I∆`ˆ r
|r|3

mágneses indukciót hoz létre.

Ha a γ görbe mentén I áram folyik, akkor az áram által létrehozott mágneses indukció az x
pontban

Bpxq “
µ0

4π

ż

yPγ

I dy ˆ px´ yq
|x´ y|3

.

18.2. Tétel (Ampère- (gerjesztési) törvény; Maxwell IV. egyenlet [Atv])

Ha a γ zárt görbe által határolt felületen I stacionárius árama folyik kereszül, akkor a γ görbe
mentén a mágneses örvényerősség

ż

yPγ

xB, dyy “ µ0I.

aA töltés nem gyűlik össze; tipikusan ez zárt áramkört jelent, kondenzátorok nélkül. Lásd a IV. Maxwell-
egyenlet kiegészítését.

Képzeljünk el egy γ1 zárt görbét, amely egy felületnek a pereme, és egy másik, γ2 zárt görbét,
ami N -szer átdöfi ezt a felületet. Ha γ2 mentén I áram folyik, akkor a γ1 mentén kétféleképpen is
kiszámíthatjuk a mágneses örvényerősséget:

µ0 ¨NI “

ż

xPγ1

xB, dxy “
ż

xPγ1

B

µ0

4π

ż

yPγ2

I dy ˆ px´ yq
|x´ y|3

, dx
F

“
µ0I

4π

ż

xPγ1

ż

yPγ2

x dxˆ dy, x´ yy
|x´ y|3

.

A µ0I-vel osztva,
N “

1
4π

ż

xPγ1

ż

yPγ2

x dxˆ dy, x´ yy
|x´ y|3

.
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Ennek a kettős vonalintegrálnak a neve (Gauss féle) Linking Number (összekapcsolódási szám)
[LN]. Ha γ1 és γ2 két diszjunkt, rektifikálható görbe, akkor a kettős vonalintegrál értelmes, és
az értéke egész szám (ezért kell 4π-vel osztani, ami az egységgömb felszíne). Akár ebből, akár
közvetlenül ellenőrizhető, hogy homotóp görbepár párokra az összehurkolódási szám ugyanaz. Ennek
sok topológiai alkalmazása van; pl. annak bizonyítása, hogy az egymáson átfűzött karikákat nem
lehet szétválasztani.
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19. A Green-tétel
Síkvektorok keresztszorzata, irányított szöge. Egyszerű zárt görbék, Jordan-görbetétel (bizonyítás nél-
kül). Egyszerű zárt görbe irányítása. Green-tétel (bizonyítás normáltartományra, és a bizonyítás vázlata
az általános esetben). [LTS2, 200–204. o.]

19.1. Definíció

Az a,b P R2 síkvektorok keresztszorzata

a ˆ b “ a1b2 ´ a2b1 “ det
ˆ

a1 b1
a2 b2

˙

,

irányított szöge az a ϕ P R{2πZ szög, amelyre

|a| ¨ |b
ˇ

ˇ ¨ cosϕ “
〈
a,b

〉
, |a| ¨ |b

ˇ

ˇ ¨ sinϕ “ a ˆ b

19.2. Definíció

A γ : ra, bs Ñ Rp görbe egyszerű, zárt, ha folytonos, γpaq “ γpbq, és a két végpont kivételével
injektív (pl. az ra, bq intervallumra megszorítva injektív.)

19.3. Definíció

Ha γ : ra, bs Ñ R2 zárt görbe, és a c P R2 pont nincs rajta a görbén, akkor npγ, cq P Z jelenti
azt, hogy a γ előjelesen hányszor "kerüli meg" a c pontot. Neve: a görbe c-re vonatkozó indexe.
A görbeindexet sokféle paraméteres vonalintegrállal is felírhatjuk, például

npγ, cq “
1

2π

ż

xPγ
d
`

szögpx´cq
˘

“
1

2π

ż

px,yqPγ

px´ c1q dy ´ py ´ c2q dx
px´ c1q2 ` py ´ c2q2

“
1

2π

ż

px,yqPγ

px ´ cq ˆ dx
|x ´ c|2

vagy komplex vonalintegrállal
npγ, cq “

1
2πi

ż

zPγ

dz
z´ c

.

A görbeindex mindig egész szám.
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19.4. Tétel (Jordan-féle görbetétel)

Ha γ : ra, bs Ñ R2 egyszerű, zárt görbe, akkor az R2zγ
`

ra, bs
˘

nyílt halmaz két összefüggő
komponensből áll, az egyik komponens korlátos (a görbe "belseje"), a másik komponens nem
korlátos (a görbe "külseje"), és mindkét komponens határa a γ.
A görbe külső pontokra vonatkozó indexe 0, a belső pontokra vonatkozó index vagy mindenhol
`1, vagy mindenhol ´1. Az első esetben a görbét "pozitív irányításúnak", a második esetben
"negatív irányításúnak" nevezzük.

(Erdős Pálnak az a mondása, hogy valaki "a Jordan-tételt tanulmányozza", azt jelentette: az
illető börtönben van.)

19.5. Definíció

A K Ă R2 halmaz Jordan-tartomány, ha egy egyszerű, zárt, folytonos görbe belseje.
A továbbiakban a határgörbét, pozitív irányítással, BK fogja jelölni.

19.6. Definíció

LegyenG Ă Rp nyílt. AGÑ R függvényeket skalármezőnek, aGÑ Rp függvényeket vektorme-
zőnek fogjuk hívni. A függvényeknél megszokott formulákkal beszélhetünk a mezők simaságáról
(pl. 8-szor folytonosan differenciálható vektormező).

19.7. Tétel (Green)

Legyen K Jordan-tartomány, amelynek a határa rektifikálható, legyen G Ą clK nyílt, és
f : GÑ R folytonos.
(a) Ha Bf

Bx
létezik és folytonos clK-n, akkor

ż

BK

f dy “
ż

K

Bf

Bx
dx dy.

(b) Ha Bf
By

létezik és folytonos clK-n, akkor
ż

BK

f dx “ ´
ż

K

Bf

By
dx dy.

Bizonyítás.(b1). Ha K normáltartomány: a bizonyítás lényege, hogy K minden függőleges
szekcióján alkalmazzuk az egyváltozós Newton-Leibniz formulát.

Tegyük fel, hogy
K “

 

px, yq : x P ra, bs, ϕpxq ď y ď ψpxqu,

valamilyen ra, bs intervallummal és ϕ, ψ : ra, bs Ñ R, ϕ ď ψ függvényekkel. A két függvénygrafikon
tehát px, ϕpxqq és px, ψpxqq.
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A BK határ négy részre vágható: a felső és az alsó határoló grafikon γ1 és γ3, és két függőleges
szakasz γ2 és γ4. A felső függvénygrafikonon jobbról balra kell végigmennünk.

A függőleges szakaszokon az x szerinti vonalintegrál 0.
ż

K

Bf

By
dx dy “

ż b

x“a

˜

ż ψpxq

y“ϕpxq

Bf

By
dy

¸

dx “
ż b

x“a

´

fpx, ψpxqq ´ fpx, ϕpxqq
¯

dx “

“ ´

ż

γ1

f dx´
ż

γ3

f dx “ ´
ż

BK

f dx.

(a1) Hasonlóan bizonyítunk, az x és y felcserélésével. Ez a tükrözés megfordítja a határ irányítá-
sát, ezért azt vissza kell fordítanunk; itt jön be még egy negatív előjel.

Általában:

• A fentiek bizonyítanak például konvex sokszögekre.

• Átlókkal vagy akár párhuzamos szakaszokkal szétvágva-összeragasztva megkapjuk az állítást
tetszőleges zárt töröttvonalra.

• Az általános esetben a határgörbét belülről közelítjük töröttvonalakkal, majd határátmenet.

19.8. Következmény (Jordan-tartomány területe)

tpKq “

ż

BK

x dy “ ´
ż

BK

y dx “ 1
2

ż

BK

x ˆ dx.

Bizonyítás.Green-tétel az fpx, yq “ x, illetve fpx, yq “ ´y függvényekre vagy a kettő összegére.

19.9. Következmény

Egyszerű zárt görbén, aminek a belsejében rotációmentes egy 2 vektormező, a vonalintegrál 0.
Ezt már megcsináltuk sokkal általánosabban a Goursat-lemmával, de a Green-tétel is működik:
ż

BK

xf, dxy “
ż

BK

f1 dx`
ż

BK

f2 dy “ ´
ż

K

Bf1

By
dx dy`

ż

K

Bf2

Bx
dx dy “

ż

K

ˆ

Bf2

Bx
´
Bf1

By

˙

dx dy “ 0.
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19.10. Megjegyzés

A fentiek elmondhatók olyan tartományokra is, amelyeket egynél több zárt görbe határol,
ha a görbéket megfelelően irányítjuk. Legyen K Ă G olyan halmaz, amelynek határa véges
sok, diszjunkt, egyszerű zárt, rektifikálható görbéből áll (a továbbiakban: krumpli), akkor K
határgörbéit lehetséges úgy irányítani, hogy az K külső pontjaikra vonatkozó indexe 0, a belső
pontokra az indexösszeg `1 legyen. A továbbiakban BK (a krumpli héja) ezeknek az irányított
határgörbéknek a halmazát fogja jelenteni, és az

ş

BK
a görbéken vett integrálok összegét.

Az összeragasztós-approximálós módszer ezekre is működik, így a Green-tétel és fenti követ-
kezményei az ilyenekre is kiterjeszthetők.

Feladatok
19.11. Feladat

Milyen gyengébb feltételekre cserélhetjük a Green-tétel feltételeit?

19.12. Feladat

Írjunk fel olyan folytonosan differenciálható f : R2 Ñ R függvényt, amire igaz, hogy tetsző-
leges, egységnyi sűrűségű K Ă R2 Jordan-krumpli súlypontjának x-koordinátája egyenlő az f
függvény BK-n vett, (a) x szerinti vonalintegráljával; (b) y szerinti vonalintegráljával.

19.13. Feladat

Írjunk fel olyan folytonosan differenciálható f : R2 Ñ R függvényt, amire igaz, hogy tetszőle-
ges, egységnyi sűrűségű K Ă R2 Jordan-krumpli origóra vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka
egyenlő az f függvény BK-n vett, (a) x szerinti vonalintegráljával; (b) y szerinti vonalintegrál-
jával.
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