Matematikus KFT ZH, 2021. november 5.

Mindegyik lapra ird ré a nevedet.

Torekedj a rendezett, vilagos, jol olvashato leirasra. (Csak arra adok pontot, amic nagyics et

is el tudok 4)1\'(\\ui.)

A feladatok nem feltétleniil nehézségi sorrendben kovetkeznek. A feladatok tetszdleges
sorrendben kidolgozhatdak.

Minden feladat legfeljebb 1 pontot ér. Részpontszam is kaphaté. A dolgozatra kapott
osztalyzat korilbelil az Osszpontszammal egyezik meg.

Végeredmény kozlése 6nmagaban nem elegendd, megfelels indoklas sziikséges.

Semmilyen segédeszkoz sem hasznélhat6, szamologép sem.

1. Milyen pontokban differencidlhato az |z|? — (2 +4)z fiiggvény?
Megoldas: A z = x + yi koorindatakkal

2P = 2419z = (2® +y*) — 2 +9)(z —yi) = (2® +y* — 22 —y) + (—x + 2y)i.

u(z,y) v(z,y)

A fliggvény ott differencidlhato, ahol

e differencialhaté mint kétvaltozos valos fliggvény (ez igaz, mert polinom),
e &s teljesiilnek a Cauchy—Riemann egyenletek:

Uy = Vy, Uy = —Us.

Megoldva
20 —2=2; 2y—1=1
r=2, y=1
A fliggvény egyetlen pontban, a z = x + yi = 2 + ¢ pontban differencialhato.

2. Abréazold a {log . “L e C, Rez = 0} halmazt. (A log a logaritmus féértékét jelenti.)
z

Megoldas: Ha az argumentumot a (—m, 7) intervallumbol vessziik,
akkor a Rez = 0 egyenesen |1 +z| = |1 —z|, arg(1+z) = —arg(1 —

z) € (—%,5) (és ezek az argumentumok mind lehetségesek), ezért

1—=z
1— 1—z| _ 4 1— —
Relog 172 = [17%] = 1 és Imlog 172 = arg T, —2arg(l +2) € log L=
(—m,m).
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3. Fejtsd hatvanysorba az 1 koriil az f(z) = ———— fiiggvényt. Mi a hatvanysor konver-

22+ 3242
genciasugara?’
Megoldas:
£(2) 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Z) = = — = — = -t — — — .
2243242 z+1 242 24(2-1) 3+2z-1 2 1+%5L 3 14+ =2

Mindkét paricalis tort egy-egy mértani sor Osszegel:

1 - —1\"

— = - ., (akkor konvergens, ha | — Zgl‘ < 1, vagyis |z — 1] < 2),
1+ %5 — 2

1 > z—1\" 1 . .
= = > -3 ., (akkor konvergens, ha | -3 ‘ < 1, vagyis |z — 1| < 3);

a |z — 1] < 2 korlapon tehat

() B S

n=0 n=0 n=0

A |z — 1] < 2 koérlapon mindkét sor konvergens, tehat f(z) hatvanysora is konvergens. A
2 < |z—1]| < 3 halmazon az elsé sor divergens, a méasodik konvergens, tehat az f(z) hatvanysora
is divergens. Ezért a konvergenciasugar 2.

A konvergenciasugar masképpen: a fiiggvény holomorf a |z — 1| < 2 kérlapon, tehat
a konvergenciasugar legalabb 2. Mésrészt, a z = —1 pontban fiiggvénynek polusa van, ezért a
hatarértéke oo, emiatt a hatvanysor sem lehet konvergens ebben a pontban.

A konvergenciasugar a Cauchy-Hadamard tételbdl:

1 1
- 2n+1 B 3n+l

1

<
2n

1 1
5 V1716 < /adl < 5;
A rendér-elvbél /|a,| — %7 R =1/lim {/|a,| = 2.

4. Van-e primitiv fiiggvénye a C \ [—1, 1] tartoméanyon ([—1, 1] az 1 és —1 pontokat Gsszekots

zart szakasz) az f(z) = fliggvénynek?

23—z
1. megoldas: Van primitiv fliggvény; ehhez elég igazolni, hogy barmely, a tartomanyban
fekvs ~(t) zéart torottvonal mentén f(z) vonalintegralja 0.
Legyen min |y| = M, és K > 0 esetén K+~ a torottvonal K-szoros nagyitasa. [(K) =
/, K~ f(2)dz egyrészt konstans, mert a tartomanyunkban K+~ homotop y-val. Masrészt KM > 2

esetén . 26()
y
I(K)| < A(Kv) = K/

— 0,

ezért [(K) =0, kész.



2. megoldas: Parcialis tortekre bontva

1 1/2 1 1/2
IR VC RN SN

B—z z2—1 2z z+1

Szemléletesen, a tartomanyban egy ~y zart gérbe ugyanannyiszor keriili meg az 1,0, —1 pontokat,
ezeért
1
27

/Vf(z)dz = %n(fy, 1) —n(y,0) + %n(fy, —1)=0.

Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy a tartoményban barmely ~ rektifikilhato zart gorbe
ugyanannyiszor keriili meg az 1,0, —1 pontokat. Barmely w € [—1, 1]-re az n(vy,w) gorbeindex
egész szam, masrészt a w — f7 Zizw paraméteres integrél a w-nek folytonos fliggvénye. Ha pedig

egész értékd és folytonos, akkor konstans.

5. Igazold, hogy ha f és ¢ holomorf ugyanazon a D tartomanyon, és | f (z)} = | g(2)
alkalmas ¢ komplex szammal g(z) = ¢ - f(z).

, akkor egy

Megoldas: Ha f és a g is a konstans 0 akkor barmilyen ¢ megfelel.

Ha f nem a konstans 0, akkor az unicitastétel miatt van olyan K kor, ahol f értéke nem
0. A h(z) = g(2)/f(2) figgvény a K korben egységnyi, tehat |h|-nak lokalis maximuma van;
akkor viszont a maximum elv miatt h konstans; legyen c ez az érték.

Legyen most H(z) = g(z) — ¢+ f(2); ez a K korben konstans 0, de akkor az unicitastétel
miatt a teljes tartomanyon konstans 0, vagyis g = cf.

1 1

6. Az [ egészfliggvényre tetszéleges n pozitiv egész esetén Re f(—2> = cos—. Mi lehet
n n

Re f(—1)7

Megoldas: Legyen

z -1k
JE)+]E) és h(z):kz;(@k;!z.

1 1 1 1
o) =res (i) = oo =().

ezek a pontok torlodnak a O-ban, igy az unicitastétel miatt g = h. A z = —1 pontban

=
&
po |+
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A z = 1/n? pontokban

Re f(-1) = g(-1) = h(-1) = 3 s = 5%

k=0

7. Az f fiiggvény holomorf a |z] < 14 ¢ egységkorlemezen, |a| < 1, és az egységkorvonalon
|f(z)} < ——. Igazold, hogy |f(a)‘ <

|2 —a 1—la*



Megoldas: Cauchy-formula az egységkorvonalra és az a pontra, majd hiromszog-egyenlétleség:

a) = L Md,Z'
f0 =5 | ,

2mi Jy= 2 —a
1

1 1 To—al 1 1
sl s [ s [ Elje= o [
2m |z]=1 ‘Z — a] 2m |z|=1 |Z — CL‘ 2T |z|=1 |Z — Cl|2

Ezt visszairjuk komplex vomnalintegralla a dz = 1zdz helyettesitéssel:

1

1 1 d 1 L
sl <o [ I

b (z—a)(z—a) iz 2mi ), z—a

1
l—az

végiil tjra Cauchy-formula a g(z) = fliggvényre:

1

‘f(a)| < L/ i T, pa 1 9(2) dz = g(a) L

T2 iy 2 —a 2710 Jyjm 2 — @ 1—lal?

Megjegyzés: A feladat allitésa éles, az f(z) = ﬁ fiiggvényre egyenlGség van: a korvo-

1 1 1 1 2 1
nalon |f(2)| = 12a = w2t = ma = & (O] = —ap




