5. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2021. oktéber 13.

alog(1+42)

5.1. Legyen a komplex szam. Irjuk fel az f(z) = (1 4+ 2)® = e fiiggvény 0 koriili Taylor-sorat.

Mekkora korben allitja el6 a fliggvényt a Taylor-sor?
1 [e.e]
5.2. Legyen f(z) = 1 = Zz”. Ellendrizziik az egyiitthatoformulat az |z| = % koron: cseréljiik ki a
-z
n=0
kort egy R > 1 sugart korre (kozben alkalmazzuk a Cauchy-formulat az 1 pontban) és nézziik meg, hogy mi
torténik, ha R — oo.

5.3. Van-e olyan holomorf f : B(0,1) — C fiiggvény, amelyre elég nagy n € N esetén

@i(3) =it 07 (3) = @(5) = @Rer(5) =

5.4. Legyen Res > 1 esetén

C(s)=) —.
n=1 n

A Morera-tétel segitségével igazoljuk, hogy a (-fliggvény holomorf.

5.5. Az f(2), f(2) és f(—%) fuggvények Osszehasonlitasaval igazoljuk, hogy ha az f egészfiiggvény a valos és
a képzetes tengelyen is csak valds értékeket vesz fel, akkor paros fliggvény.

5.6. Az f(2) egészfiiggvényre |f(1/n)| =1/n? han=1,2,..., és |f(i)| = 2. Mekkora lehet |f(—i)|?
Hazi feladatok

5.7. Res > 0 esetén legyen I'(s) = fooo 2%~ le~®dzx. Mutassuk meg, hogy a I'-fiiggvény holomorf.

5.8. Az f fiiggvény holomorf az 1 < |z| < 2 tartoményon, és az [1, 2] szakaszon csak valos értékeket vesz fel.
Mutassuk meg, hogy a [—2, —1] szakaszon is csak valos értékei vannak.
Miért nem miikédik a megoldas az 1 < |2| < 2, —F +¢ < argz < 37” — ¢ tartomannyal?

5.9. Az f egészfiiggvényre arg f(1/n) = 12 (mod 27), han =1,2,.... Mi lehet arg f(2)?
n
5.10. Az ag,a1,..., sorozatban ay = —1, és tetszdleges n > 1-re
n
Z L S 0. Igazoljuk, hogy n > 1 esetén a, > 0.”
—n- k41

(IMO Shortlist, 2006/A2)

Oldjuk meg a feladatot komplex fiiggvénytani eszkozokkel. Szamitsuk ki az

f(z) = > anz™ generatorfiiggvényt, irjuk fel az egyiitthatoformulat egy kis 0
koron, cseréljiik ki az integracios utat az abran lathat6 kulcslyukgorbére, és

mutassuk meg, hogy

/°° dz
an = .
1 2n(r? +log?(z — 1))

Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladat, irasban beadhaté nov. 7-ig

PM 5. Az f egészfiiggvényt érdekesnek nevezziik, ha a Re z = (Im z)? parabola pontjaiban Re f(z) = 0.
(a) Mutass példat nemkonstans érdekes fiiggvényre.
(b) Bizonyitsd be, hogy minden f érdekes fiiggvényre teljesiil, hogy f/(—3/4) = 0.
(CIIM 2014, Costa Rica)



