6. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2021. oktéber 20.

6.1. Legyen f(z) egészfiiggvény (az egész sikon holomorf fiiggvény).

(a) Igazoljuk, hogy g(z) = f(2) és h(z) = f(—2) is egészfiiggvény.

(b) Az f(z), g(2) és h(z) fliggvények Osszehasonlitasaval igazoljuk, hogy ha az f(z) egészfiiggvény a valos
és a képzetes tengelyen is csak valds értékeket vesz fel, akkor paros fiiggvény.

6.2. Az f(z) egészfiiggvényre |f(1/n)|> = 1/n* han =1,2,..., és|f(i)| = 2. Mekkora lehet |f(—i)|?

6.3. A maximume-elv felhasznalasaval bizonyitsuk be, hogy ha egy fliggvény holomorf és nem konstans egy
nyilt halmazon, akkor a valds és a képzetes részének nincs lokalis szélsGértéke.

6.4. Legyen f(z) = Y o2, a,z™ hatvanysor, amely konvergens egy korben, és tegyiik fel, hogy m az els6 olyan
pozitiv egész, amelyre a,, # 0. Keressiink olyan 0-bdl indul6 egyenes szakaszt, amelyen |f(z)| > |ag].

6.5. A Liouville-tételbdl vezessiik le, hogy ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor (a) a valos része nem
lehet korlatos sem alulrol, sem feliilrél; (b) az értékkészlete stirt; (c) az értékkészlete a [0, 1] szakaszon siird.

Hazi feladatok

6.6. Az f fiiggvény holomorf az 1 < |z| < 2 tartoményon, és az [1,2] szakaszon csak valos értékeket vesz fel.
Mutassuk meg, hogy a [—2, —1] szakaszon is csak valos értékei vannak.
Miért nem miikédik a megoldas az 1 < |z| < 2, =5 +¢ < argz < 37” — & tartoméannyal?

6.7. A Liouville-tétel segitségével igazold, hogy ha f kétszeresen periodikus egész fliggvény (vagyis
f(z+a) = f(z), f(z+b) = f(2), és az a,b periodusok nem egy kozos ¢ periodus tobbszorosei), akkor f
konstans.

6.8. Az f fiiggvény holomorf az |z| < 1 + ¢ korlemezen. Legyen A = Jnax |f(e)| és B = max |f(e™)].

Bizonyitsuk be, hogy |f(0)| < VAB. (Maximum-elv egy alkalmas fiiggvényre.)

6.9. Az f egészfiiggvényre arg f(1/n) = 12 (mod 27), han =1,2,.... Mi lehet arg f(2)?
n
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PM6. Legyen 0 < ry <rg <rs.
Bizonyitsd be, hogy ha az f(z) fliggvény holomorf az r; < |z| < r3 tartomanyon, és folytonos a hatéaran,

akkor
log(rs/r1) log(rs/r2) log(ra2/71)
<max If(Z)|> < <|max If(Z)I) - (max f<z>|> .

|2|="r2 z|=r1 |z|=r3

(Hadamard-féle harom kor tétel)



