7. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2021. november 3.

7.1. Fejtsiik Laurent-sorba az

23

f(z) = 22+4z+3
fiiggvényt az 1 koriil, az 2 < |z — 1| < 4 halmazon.
(Bontsuk parcialis tortekre, irjuk 4t mindenhol (z —1)-gyel, és alakitsuk a parcialis torteket mértani sorok
Osszegéve. )

7.2. Az f fuggvény holomorf a C\ {0} halmazon, és

lim (z f(2)) = lim Jz) = 0.

z—0 zZ—00 2

Bizonyitsuk be, hogy f konstans.

7.3. Igazoljuk, hogy ha az f(z) fiiggvény holomorf az a pont egy pontozott kérnyezetében, és ott |f(z)| > 1,
akkor a megsziintethetd szingularitas vagy polus.

7.4. Tegyiik fel, hogy f-nek m-edrendd poélusa van a-ban, és p egy n-edfoki polinom. Mutassuk meg, hogy
p(f(2)) fiiggvénynek mn-edrendd podlusa van a-ban.

7.5. Lehet-e az f fiiggvény izolalt szingularitésa ef-nek polusa?

7.6. Bizonyitsuk be, hogy ha f 1 szerint periodikus egészfiiggvény, amire |f(z)| < 5?1, akkor f konstans.
(Vizsgaljuk a g(z) = f(.....) fiiggvényt.)

Hazi feladatok

7.7. Fejtsd Laurent-sorba a f(z) = fiiggvényt az 1 < |z — 1| < 2 tartomanyon. Szamitsd ki

1
(z=2)(z+1)
az egyutthatokat az egyilitthatéformulabdl is.

7.8. Igazoljuk, hogy ha f-nek a-ban izolalt szingularitdsa van, és vannak olyan z, — a és w,, — a sorozatok,
hogy f(zn) — 1, f(w,) — 2, akkor van olyan s,, — a sorozat is, hogy f(s,) — 3.

7.9. Legyen D1 = {z: r < |z] < R} és Dy ={z: |z| < R}, ahol 0 < r < R valds szamok.
Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges f : D1 — C holomorf fliggvényre a kovetkezd allitasok ekvivalensek:
(1) f analitikusan (holomorfan) folytathaté Ds-re;
(2) f-nek létezik akarhanyszoros primitiv fliggvénye;
(3) Barmely g : Dy — C holomorf fiiggvényre az fg fuggvénynek létezik primitiv fliggvénye Di-en.
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PM7. Legyen S(z) ==z H (1 — l<:27r2> Igazoljuk, hogy
k=1

(a) ez a végtelen szorzat a teljes komplex szamsikon konvergens, és a szorzatfiiggvény holomorf;

(b) S(z +7) = —S(2);

(c¢) ha a komplex szamsikbol a © minden tobbszorosének elhagyjuk egy egységnyi sugari kornyezetét,
akkor a megmaradt tartoményon az 1/5(z) fiiggvény korlatos;

(d) az (lz) — —L_ fijggvény korlatos, és csak megsziintethetd szingularitasai vannak;

sin z

S
(e) S(z) =sinz.




