9. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2021. november 17.

9.1. Irjuk fel a ctg 2 fiiggvény 0-koriili Laurent soranak elsé harom nemnulla tagjat.

mctg(mz >
9.2. Az el6adason latott modon, a % fliggvény reziduumaibol szamitsuk ki a Z —— Osszeget.
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Uténa szamitsuk ki elemien (teleszkopos Osszeggé alakitva) is, hogy Osszehasonlitsuk az eredményt.
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9.3. A + — — +... értékét.

RN TI TR G
9.4. Legyen f(z) holomorf a zart egységkorlemezen, a kérvonalon nem 0, és nem egységnyi.
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(b) Irjuk fel az f gyokeinek négyzetosszegét integral alakban.
(c) Irjuk fel az f fixpontjainak szamat és a fixpontok Gsszegét integral alakban.

ﬁ . fliggvény reziduumaibdl szamitsuk ki
cos(mz) =z

- zdz integral?

9.5. A Rouché-tételbél szamoljuk ki, hogy hany gyoke van a 2% + 322 — z fiiggvénynek az egységkorben.
9.6. A Rouché-tétel segitségével igzoljuk, hogy ha p(z) n-edfoki polinom, akkor pontosan n gyoke van.

Hazi feladatok

9.7. Mutassuk meg, hogy
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9.8. Hany gyoke van a sin z = 222 egyenletnek az egységkorben?

9.9. (Pistike és az inverz fiiggvény) Az f fliggvény holomorf az a pont egy kornyezetében, f(a) = b, és
f'(a) # 0. TIrjuk fel f lokdlis inverzét, vagyis minden, a b ponthoz kozeli w-re az f(z) = w egyenlet
megoldasat paraméteres integral alakban:
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fH(w) = 51 /|z—a|7" dz.

9.10. Az abran lathato tartoméanyon az f(z) = log cos z fiiggvény holomorfan értelmezhetd ugy, hogy f(0) =
1. Hatarozzuk meg f(—m) értékét az argumentum-elvbol.

Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladat, irasban beadhat6 dec. 5-ig

PM 9.1. Bizonyitsd be, hogy a polinomok gyokei folytonosan fiiggnek az egytitthatoktol, azaz ha az a,z" +
...4a1z+ag polinom (ahol a,, # 0) gyokei uy, ..., u,, akkor minden & > 0-hoz van olyan ¢, hogy ha by, ..., b,
komplex szamok és [b; —aj| < (j =0,1,...,n), és a byz™ + ...+ b1z + by polinom gydkei wr, ..., w,, akkor
az 1,...,n indexek egy alkalmas o permutaciojra |w; — uy(;)| <e (j =1,...,n).

PM 9.2. (Pistike és az implicit fiiggvény)

Legyen F(z,w) kétvaltozos komplex fliggvény, amely az (a, b) pont egy kornyezetében folytonos, és mind-
két valtozo szerint parcidlisan holomorf. Az F(z,w) = 0 lesz a paraméteres egyenletiink: z a paraméter, w
az ismeretlen.

Tegytiik fel, hogy az a,b komplex szdmokkal F(a,b) = 0 (vagyis a z = a paraméterértékre w = b
megoldas), tovabba 02F(a,b) # 0. Bizonyitsd be, hogy léteznek olyan r,s > 0 szamok és ezekhez egy
egyértelmi g : B(a,r) — B(b, s) implicit fliggvény, amelyre F(z,g(z)) = 0, vagyis a F'(z,w) = 0 paraméteres
egyenlet lokalisan egyértelmten megoldhato, és ird fel a g(z) fiiggvényt egy alkalmas komplex vonalintegrallal.



