10. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2021. november 24.
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10.1. A Rouché-tételbdl szamoljuk ki, hogy hany gyoke van a sinz = egyeletnek az egységkorben.
10.2. Irjunk fel (lehetéleg szamolas nélkiil) egy-egy olyan linearis tort fiiggvényt, amely

(a) a felst félsikot 6nmagara képezi ugy, hogy a 0, 1, co pontok képe rendre 1, oo, 0;

(b) az egységkort a jobb félsikba képezi;

(c) a jobb félsikot az egységkorbe képezi;

(d) az egységkor felss felét az elss siknegyedbe képezi.

10.3. Legyen D az egységkor, f : D — D holomorf, és a € D az f-nek gyoke. Bizonyitsuk be, hogy
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(a) a g(z) = f(2) - P fiiggvény vizsgalataval; (b)) a h(w) = f (

w+a
1+ aw

> fliggvény vizsgéalataval.

10.4. Alkalmazhatjuk-e a Vitali-Montel tételt az f,(z) = sin(nz) fiiggvénysorozatra a valos egyenes egy kis
kérnyezetében?

10.5. (a) Mik a komplex sik konform automorfizmusai?
(b) Mik a felsg félsik konform automorfizmusai?

Hazi feladatok

10.6. Hany fixpontja van a 2% + 322 fiiggvénynek az egységkorben?

10.7. Legyen ¢ olyan linearis tort fiiggvény, ami az {z : [z| < 1,Im z > 0} félkért megfelelteti az 0 < argz < §
negyedsiknak gy, hogy gp(%) =1.

(a) Hatarozd meg ¢(—1), ¢(1) és ¢(2) lehetséges értékeit kozvetleniil a linearis tort fiiggvények tanult
tulajdonsagaibdl.

(b) Ird fel Gsszes ilyen tulajdonsagu ¢(z)-t képlettel.

10.8. Az f : D — D holomorf fiiggvénynek w1, wa,...,w, kilonbozs gyokei. Bizonyitsd be, hogy |f(0)| <
’wlwg .. .wn|. (Hasznéld a 10.3. feladatot.)

Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthato) feladat, irasban beadhaté dec. 12-ig

PM 10. Legyen P(z) olyan nemkonstans valés polinom, amelyre P(cost)? + P(sint)? = 1. Mutasd meg,
hogy P(x) = +Tj(x) valamilyen pératlan pozitiv egész k-val. (T} a k-adik elséfaju Csebisev-polinom,
Ty (cost) = coskt.)

Segitség: legyen cost = Z+21/Z, sint =




