Tajékoztatd és részletes tételjegyzék az Analizis 3.
vizsgahoz (sillabusz)
2022/2023, 1. félév

Matematika BSC, II. évfolyam, matematikus szakirany

Jelenléti, szébeli vizsga lesz. A vizsgatételek koziil kettot huztok. Kb. 60 percetek lesz a tételek
vazlatos kidolgozasara, amit kb. 20 percben szoban elmeséltek és valaszoltok a vizsgaztatd kérdéseire.

Kioltozni nem kell. Normalis, kényelmes, meleg ruhdban gyertek.

A vizsgan a tételjegyzéket hasznalhatjatok, a sillabuszt nem.

Az elégséges osztalyzathoz legalabb ki kell tudni mondani a tananyagban szerepld tételeket és
definicidkat, és ezeket pontosan meg is érteni.

Ha valamelyik részre vagy tételre a vizsgazd tudasa elégtelen, akkor az egész vizsga értékelése
elégtelen.

1. Pontsorozatok konvergenciaja RP-ben

Euklideszi tavolsag és skalaris szorzat RP-ben. Nyilt és zart gombok. Pontsorozat limesze. Ekvivalens
atfogalmazdasok. a, — b akkor és csak akkor, ha minden i = 1,2,...,p esetén a,; — b;. A limeszpont
egyértelmili. Véges sok elem hozzdadasa, elhagyasa, a sorozat atrendezése, az elemek véges sokszori ismét-
lése nem valtoztatja meg a konvergenciat. Konvergens sorozat részsorozata is ugyanoda tart. Linearitas.
Cauchy-tulajdonsdg, Cauchy-kritérium. Teljes metrikus tér. Az (RP,|.|) tér teljes. Korldtos halmaz,
korlétos sorozatok. Bolzano-Weierstrass tétel. [LTS2, 9-12. o.]

2. Normak ekvivalenciaja véges dimenziéban

Norma, metrika. |.|, normdk 0 < ¢ < oo esetén. ¢ < 1 esetén nem igaz a hiromszog-egyenlétlenség.
Holder- és Minkowski egyenlStlenség. 1 < ¢ < oo esetén |.|, tényleg norma. Normék ekvivalencidja.
Véges dimenziéban minden norma ekvivalens. A konvergencia fogalma nem fiigg att6l, hogy melyik
normét hasznaljuk. Ellenpélda végtelen dimenziéban. [KG1]

3. Nyilt és zart halmazok RP-ben

Halmaz bels6 pontja, kiilsé pontja, hatarpontja, belseje, kiilseje, hatara. Nyilt halmaz, zart halmaz,
torlodéasi pont, izolalt pont, derivalt halmaz, halmaz lezartja. Az egész tér és az iires halmaz egyszerre
nyilt és zart. A "nyilt", illetve "zért" gydmbdok és téglak nyiltak, illetve zartak. Egy halmaz akkor és csak
akkor zart, ha az elemeibdl képzett konvergens sorozatok limeszei is elemei. Barmely halmaz akkor és
csak akkor nyilt, ha a komplementuma zart. Nyilt halmazok tetszoleges rendszerének unidja nyilt. Véges
sok nyilt halmaz metszete nyilt. Zart halmazok tetszéleges rendszerének metszete zart. Véges sok zart
halmaz unidja zart. Végtelen sok nyilt halmaz metszete nem feltétlenil nyilt, illetve végtelen sok zart
halmaz uniéja nem biztos, hogy zart. S{r(i halmazok. QP és RP \ QP siirfi. A bels/kiilsé pont, nyilt
halmaz stb. fogalmak nem fiiggnek attél, hogy melyik normat hasznéljuk. [LTS2, 9-12]; [KG1]

4. Kompakt halmazok

Cantor-metszettétel. Elenpéldak, nem korlatos, illetve nem zart halmazokkal. Kompakt halmazok. Borel
tétele. Ponthalmazok tavolsiga. Nemiires kompakt és vele diszjunkt nemiires zart halmaz tavolsaga
pozitiv. [LTS2, 18, 21-24. o/]

5. Osszefiiggd halmazok

Hegymészos feladat: hibas bizonyitas és ellenpélda. Ivszerii osszefiiggdség és Osszefiiggbség. Minden
ivszerien Osszefiiggd halmaz Osszefiiggd. Példa Osszefliggsd, de nem ivszerien Osszefiiggd halmazra. RP
Osszefiiggs. RP-ben az iires halmazon és az egész téren kiviil nincs més halmaz, amely egyszerre nyilt és
zért is. Osszefiiggd nyilt halmazban barmely két pont dsszekothetd tordttvonallal. Minden nyilt halmaz
{vszertien Osszefiiggd komponensekre bonthaté. Tartomédny. [LTS2, 19-21. o.]

6. Tobbvaltozoés fiiggvények hatarértéke



p-valtozos fiiggvény. Jelolések. p-valtozds fliggvény véges és végtelen hatarértéke valamilyen halmazra
szoritkozva. Fels6 és alsé hatarérték. liminf f = limsup f = « akkor és csak akkor, ha lim f = «.

a,A a,A a,

limsup f = max{lim f(z, : z, € Az, # a,z, — a}. Atviteli elvek. Hatdratmenet limsup-ra és
a,A

liminf-re. Rend6r- és honvéd/cs6sz-elvek. [LTS2, 28-31. o.]

7. Tobbvaltozoés fiiggvények folytonossaga

Tébbvaltozés fiiggvények folytonossiga. Atviteli elv. Folytonos fiiggvény folytonossiga részhalmazokon.
Szekciéfiggvények. Példa olyan fliggvényre, amelynek minden szekciofiiggvénye folytonos, de a fliggvény
nem folytonos. A kompozicid, 6sszeg, szorzat, hanyados folytonossaga. Minden polinom folytonos. Az
elemi fiiggvények folytonosak. Weierstrass tétele. Egyenletes folytonossig. Heine tétele. [LTS2, 32-36.
0.]

8. Parcialis derivaltak

Parcidlis differencialhatésag. Példa parcidlisan differencidlhaté, de nem folytonos fliggvényre. Lokélis
széls6értékek. SzélsGértékkeresés a parcidlis derivaltak nullhelyeinek megkeresésével. Adott korbe irt
maximalis teriilet(i hdromszog. [LTS2, 39-43. o.]

9. Tobbvaltozoés fiiggvények differencialasa
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Linearis fuggvény; atiras vektorok skalaris szorzataval és matrixszorzassal. Tobbvaltozos figgvény dif-
ferencislhatésaga. Erintésik. Osszehasonlitds az egyvaltozos esettel. Ha egy fiiggvény differenciglhato,
akkor parcialisan is differencidlhat6 és folytonos. Példék arra, hogy ezek nem megfordithatéak. Egyér-
telmiiség. Derivéltvektor, gradiens. [LT'S2, 45-48. o.]

A derivalt és a parcialis derivaltak kapcsolata.

A parcidlis derivaltak folytonossiagabdl kévetkezik a differencidlhatésiag. Polinomok, raciondlis tort fligg-
vények és elemi fliggvények differencidlhatdsdga. [LTS2, 48-53]

Iranymenti derivaltak. Lagrange-kozépértéktétel

Irdnymenti derivalt. Differencidlhat6 fiigvény minden irdnyban differencidlhaté. Az irdnymenti derivalt
kiszamitasa. Gradiens vektor. Lagrange-kozépértéktétel. Becslés a fiiggvény megvaltozasara. Ha egy
tartomanyon a derivalt 0, akkor a fliggvény konstans. [LTS2, 53-56. o.]

Vektorértéki fiiggvények differencialasa

A linedris leképezés fogalma és alapvetd tulajdonsdgai: miiveletek, méatrixnorma. A linearis leképezések
normdlt teret alkotnak. Linedris leképezés reprezentaldsa matrixszorzassal. Normdlt valds térbol nor-
malt valds vektortérbe képezd fiiggvények differencialasa. Véges dimenzidk esetén a definiciéo nem fiigg
a normatol. A derivalt egyértelmii. RP — R? fliggvény akkor és csak akkor differencidlhaté, ha koordi-
natanként differencidlhatd. Jacobi-méatrix, Jacobi determindns. Ha f differencidlhatd, akkor folytonos.
Blokkmatrixok. A kordbbi derivaltfogalmak Gsszehasonlitdsa. [LTS2, 81-89]; [KG3]

Differencialasi szabalyok
Differencialasi szabalyok: f + g, cf, f o g. Lancszabaly. |f|?, A - f(x), (f(z),g(z)) alakt kifejezések
differencidldsa. Inverz fliggvény differencidldsa. [LTS2, 90-94]; [KG3]

Lokalis injektivitas

Elégséges feltételek a lokalis injektivitdsra. [LTS2, 100-104]; [KG4]

Lokalis sziirjektivitas

Elégséges feltételek a lokalis sziirjektivitdsra. [LTS2, 100-104]; [KGA4]

Inverzfiiggvény tétel
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Inverzfiggvény-tétel. [LTS2, 104-112]; [KG4]

Implicitfiiggvény tétel

Impliciten megadott fiiggvény differencidldsa. Implicitfiiggvény-tétel. A szintvonalak simasdga [LTS2,
104-112]; [KG4]

Lagrange-féle multiplikator médszer

Feltételes lokalis széls6értékek. Heurisztika a gradiensek Osszefiiggdségérél. Lagrange-féle multiplikator
mddszer. Példék. [LTS2, 104-112]; [KGA4]

Magasabbrendii derivaltak

Magasabbrendii paricélis derivdltak. Tébbszoros differencidlhatsag. A tobbszoros differencialhatosag és
a parcidlis derivaltak differencialhatésaganak kapcsolata. Polinomok, raciondlis tort fiiggvények és elemi
fliggvények akarhdnyszoros differencidlhatésiga. Young tétele (két viltozatban). A parcidlis derivalas
sorrendjének felcserélhetdsége.

A k-adik derivalt mind k-linearis forma és mint homogén k-adfoku polinom. [LTS2, 58-64]

Taylor-polinomok

k-adik differencidl. Taylor-polinom. Az F(a + t(b — a)) fuggvény k-adik derivédltjdnak felirdsa F' k-adik
differencidljdval. Tayklor-formula. A Taylor-polinom hibdjdnak nagysigrendje. [LTS2, 64-71]

A maésodik derivalt alkalmazasai

A mésodik differencidl mint kvadratikus alak. Hesse-métrix. Lokalis széls6értékhelyek és a Hesse-méatrix
definitségének kapcsolata. Konvex és konkav fiiggvények. Konvex nyilt halmazon értelemezett, kétszer
differencidlhat6 fiigvény akkor és csak akkor konvex (konkav), ha a masodik differencial minden pontban
pozitiv (negativ) szemidefinit. [LTS2, 72-77]

Jordan-mérték

Jordan-féle kiils6 mérték, bels6 mérték és mérték. Tengelyparhuzamos téglak térfogata. A bels6 és
a kiilsé mérték ekvivalens definiciéja a tér 1/n élii kockdkra bontdsival. A tengelyparhuzamos tégldk
mérheték, és a mértékiik megegyezik a térfogatukkal. A kiilsé, illetve belsé mérték szubbadditivitia-
sa és szuperaditivitdsa. A kilsé mérték nem kisebb, mint a bels¢ mérték. Nullmértékii halmazok és
tulajdonsigaik. Korlatos halmaz akkor és csak akkor mérheto, ha a hatara nullmértéki. RP-beli kom-
pakt halmazon folytonos fiiggvény grafikonja RPT'-ben nullmértéki. Minden gémb és minden poliéder
mérheté. Minden korldtos konvex halmaz mérhetd. (Az utébbira a csak bizonyitds vazlata.) [LTS2,
115-122]

23. Jordan-mérhetd halmazok

A Jordan-mérhet§ halmazok J halmazgyiiriije. A Jordan-mérték az egyetlen J — R fiiggvény, ami
pozitiv, additiv, eltoldsinvaridns és normélt. Jordan-mérheté halmaz A-szorosdnak mértéke. Sikbeli
hdromszogek teriilete. A Cantor-halmaz és a Sierpinski-szényeg mértéke. [LT'S2, 122-129]

24. A Jordan-mérték kiszamitasa

Jordan-mérheté halmaz tengelyirdnyt szeleteinek eggyel kisebb dimenzids kiils§/belsé mértéke Riemann-
integralhaté és az integraljuk megegyezik a halmaz térfogataval. Altalanos henger és kiup térfogata.
Gomb térfogata. Paralelepipedon térfogata. Mérheté halmaz linearis transzformaltjanak mérhetosége és
mértéke. [LTS2, 129-134]
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Jordan-mérték szerinti integral

Korlétos fiiggvények integrdlasa Jordan-mérheté halmazokon. Felosztas, finomitas, finomsig. Alsé és
fels6 oszegek, oszcillacios Osszegek. Alsé és fels6 integral. Integralhatdsag és dtfogalmazésai. Integral-
hatdsdg részhalmazokon. Integralhatésig egyméasba nem nyulé halmazok uniéjan. Végteleniil finomodé
felosztassorozathoz tartozé alsé és fels§ Osszegek az alsd, illetve a felsé integralhoz tartanak. Ha a fiigg-
vény integralhatd, akkor végteleniil finomodé felosztdssorozathoz tartozo integralkozelité Oszegek az in-
tegralhoz tartanak. Osszeg, konstansszoros, szorzat, hanyados és Osszetett fiiggvény integralhatsaga. Ha
egy fiiggvény korlatos és nullmértékii halmaztol eltekintve folytonos, akkor integralhaté. Halmaz kiilso
és bels6 mértéke azonos a karakteriszikus fuggvénye felsd, illetve alsé integraljaval. [LTS2, 149-155]

A Jordan-mérték szerinti integral kiszamitasa

Meérhet6 halmazok szorzatan vett integral felbontdsa az alsé és felsé integralok integraljava. A szukcessziv
integralas tétele. Az f(x)g(y) alaki fuggvények integralhatsiga. A p-dimenzids gomb térfogata. Mérték-
és integraltranszformaci6 (bizonyitds nélkiil). Poldrkoordindtas helyettesités. Az ffooo e~ /24y integral
kiszdmitdsa. [LTS2, 158-167]

Paraméteres integralok

Paraméteres integralok. Elégséges feltételek a paraméteres integral folytonossagara, integralhatdsidgara
és differencialhatésiagara. Improprius paraméteres integralok. Egyenletes konvergencia. Weierstrass-
kritérium. Improprius paraméteres integralok folytonossiga, integralhatésaga és differencidlhatésidga. A
I' differencidlhatésdga. [LTS2, 358-369]

Vonalintegralok

Gorbék. Folytonossag, differencidlhatésig, Lipschitz-tulajdonsag, stb. Gorbe hossza. Atparaméterezés
és megforditds. Kettévaghatdsig. Szakaszonként differencidlhaté gérbe hosszanak kiszamitésa. Valds
vonalintegral. Fiiggetlenség a paraméterezéstdl, linearitds és additivitds. Az integral kiszamitasa szaka-
szonként differencidlhaté gorbén. Trividlis felsé becslés a vonalintegral nagysdgéra. [LTS2, 177-182]

Folytonos vektormezdé primitiv fiiggvénye

Newton-Leibniz formula valés vonalintegralokra. Konzervativ vektormezé, primitiv fliggvény és poten-
cialfiggvény fogalma. A primitiv fiiggvény konstans erejéig egyértelmii. Ha G C RP Osszefiiggd nyilt,
és f : G — RP folytonos, akkor a kovetkez8k ekvivalensek: (a) f-nek létezik primitiv fliggvénye; (b)
f vonalintegralja nulla minden G-ben fekvé zart, szakaszonként C' gérbén; (c) f vonalintegralja nulla
minden G-ben fekvé zart téréttvonalon. [LTS2, 182-188]



30. Differencidlhaté vektormezo primitiv fiiggvénye

Differencidlhaté f esetén a primitiv fliggvény létezéséhez sziikséges, hogy f/ mindenhol szimmetrikus
legyen. A linedris leképezés primitiv fliiggvénye. Goursat-lemma valdés vonalintegralokra. A primitiv
fliggvény létezése konvex és csillagszer(i tartomanyokon. [LTS2, 189-194]

31. Homotépia és vonalintegral

Homotop gorbék. A vonalintegral azonos végpontu, zart, illetve nullhomotép goérbéken. Egyszeresen
Osszefiiggd tartomany. A primitiv fliggvény létezése egyszeresen Osszefiiggd tartoményokon. Példak
egyszeresen Osszefiiggd és nem egyszeresen Osszefliggd tartomanyokra, és olyan fliggvényekre, amelyeknek
lokélisan létezik, de globdlisan nem létezik primitiv fiiggvénye. [LTS2, 194-198], [KG5]



Hivatkozasok

[LTS1] Laczkovich Miklés — T.Sés Vera: Analizis I. (ELTE jegyzet, Nemzeti Tankonyvkiado)
[LTS2] Laczkovich Miklés — T.S6s Vera: Analizis II. (ELTE jegyzet, Nemzeti Tankonyvkiado)

[KG1] K.G.: Normak RP-ben,
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20180osz-an3/An3_01_normak.pdf

[KG2] K.G.: Tobbvéltozds fiiggvények alsé és felsé hatérértéke,
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20180sz-an3/An3_02_limsup.pdf

[KG3] K.G.: Vektorértékii fiiggvények differencidlésa,
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20180sz-an3/An3_03_VektorErtekuFvek.pdf,
https://www.youtube.com/watch?v=r2nQ87xP5rE

[KG4] K.G.: Inverz- és implicitfiiggvény-tétel,
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20180sz-an3/An3_04_InvImplFv.pdf,
https://www.youtube.com/watch?v=bHiQ1IkLhQI

[KG5] K.G.: Analizis 4 jegyzetek
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2019tavasz-an4/Analizis4_Jegyzetek_v18.pdf

[KG6] K.G.: Magneses orvényerdsség és osszehurkoldédési szam
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20180sz-an3/An3_05_0sszeHurka.pdf

[BStv] Biot-Savart torvény, Wikipédia,
https://hu.wikipedia.org/wiki/Biot-Savart-t%C3%B6rv’C3%A9ny

[Atv] Ampere-torvény, Wikipédia,
https://hu.wikipedia.org/wiki/Maxwell-egyenletek

[LN] Linking Number, Wikipédia,
https://en.wikipedia.org/wiki/Linking number


https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_01_normak.pdf
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_02_limsup.pdf
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_03_VektorErtekuFvek.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=r2nQ87xP5rE
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_04_InvImplFv.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=5HiQlIkLhQI
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2019tavasz-an4/Analizis4_Jegyzetek_v18.pdf
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_05_OsszeHurka.pdf
https://hu.wikipedia.org/wiki/Biot-Savart-t%C3%B6rv%C3%A9ny
https://hu.wikipedia.org/wiki/Maxwell-egyenletek
https://en.wikipedia.org/wiki/Linking_number

