9. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2022. november 16.

9.1. Irjunk fel (lehetdleg szamolas nélkiil) egy-egy olyan linearis tort fiiggvényt, amely
a) a felsg félsikot 6nmagara képezi ugy, hogy a 0, 1, oo pontok képe rendre 1, oo, 0;
b) az egységkort a jobb félsikba képezi;

c) a jobb félsikot az egységkorbe képezi;

d) elss siknegyedet az egységkor felss felébe képezi.
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9.2. Hany gyoke és hany polusa van (multiplicitassal szamolva) az
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fiiggvénynek az 1 < |z| < 3 tartomanyon?
9.3. Legyen D az egységkor, f : D — D holomorf, és a € D az f-nek gydke. A maximum-elv és a
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Schwarz-lemma segitségével bizonyitsuk be, hogy ‘ f (z)‘ < , mégpedig
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(a) a g(z) = f(2) -
lataval.
9.4. Legyen J = {z : Rez > 0} a nyilt jobb félsik. Az f: J — J fliggvény holomorf, és f(1) = 1. Mi
a lehetséges f(2) értékek halmaza? (Komponaljuk f-et linearis tort fliggvényekkel, és alkalmazzuk a

Schwarz-lemmaét. )
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9.5. (a) Mik a komplex sik konform automorfizmusai?
(b) Mlk a felsg félsik konform automorfizmusai?

fiiggvény; vizsgalataval, (b) a h(w) = f < ) fliggvény vizsga-

Hazi feladatok
9.6. Legyen ¢ olyan linearis tort fiiggvény, ami az {z : |z| < 1,Imz > 0} félkort megfelelteti az
0 < argz < I negyedstknak gy, hogy ¢(3) = 1.

(a) Hatarozd meg ¢(—1), ¢(1) és ¢(2) lehetséges értékeit kozvetleniil a lineéaris tort fiiggvények
tanult tulajdonsagaibol.

(b) Ird fel 6sszes ilyen tulajdonsigt o(2)-t képlettel.
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9.8. Legyen ABCDFE az egységkorbe beirt szabélyos 0tszog, és ¢ olyan konform megfeleltetés az
egységkorlemezbdl a felss félsikba gy, hogy p(A) = —1, ¢(B) = 0 és p(C) = 1. Mi lehet ¢(0), ¢(D)

és o(E)?
(Segitség: hasznaljuk az 6tszog forgasszimmetriajat és a kettsviszonytartést.)

9.7. Igazold, hogy ha f holomorf az egységkorben, és |f(z)| < 1, akkor

9.9. Mik a Riemann-gémb konform automorfizmusai?

Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladat, irasban beadhaté dec. 4-ig

PM9.1. Legyen D C C korlatos tartomany (nem feltétleniil egyszeresen sszefiiggs), f: D — D
holomorf, és zp € D fixpontja f(z)-nek. Igazold, hogy |f'(z)| < 1.
PM9.2. A karakterisztikus fiiggvények gyokeinek vizsgalataval bizonyitsuk be, hogy tetszdleges
X, Y fliggetlen, azonos eloszlast, legfeljebb 5 abszolut értéki valoszintségi valtozokhoz létezik olyan
t € [0, 1], amire

IP(X +Y <t)—t|>10"".

(Schweitzer-verseny alapjan)



