11. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2022. november 30.

11.1. Tegyiik fel, hogy f(z) konform leképezés az r; < |z| < Ry és az ry < |z| < Ry gytirtk kozott.

(a) A hatéarokra tiikrozésekkel igazoljuk, hogy hogy f(z) kiterjeszthets az C \ {0} tartomény
konform automorfizmusava.

(b) Mutassuk meg, hogy f(z) kiterjeszthets a Riemann-gémb konform automorfizmuséava.

(c) Bizonyitsuk be, hogy =2

1 T2

11.2. Legyen f az a konform leképezés, ami az {z : |2| < 2, [argz| < 7} korcikket az egységkorbe
képezi ugy, hogy f(0) =1¢és f(1) =0.
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(a) Tikrozésekkel terjessziik ki f-et az egész Riemann-gémbon meromorf fiiggvénnyé, és olvassuk
le f-nek minél tobb értékét (f (i), f(4), f(oo) stb.).

(b) Hol vannak a kiterjesztett fiiggvény gyokei és polusai?

(c) Mutassuk meg, hogy a kiterjesztett f egy racionalis tortfiiggvény, és irjuk fel képlettel.

11.3. Melyik fiiggvény harmonikus az alabbiak koziil? Amelyik harmonikus, az melyik holomorf
fiiggvény valos része?

1 — IQ _ y2
1 — 2z + 22 + 32

(z,y) = a; (v,y) = 2% 224y 2P =y log(a? +y7)

11.4. Igazoljuk, hogy harmonikus fiiggvény parcialis derivaltjai is harmonikusak.

11.5. Ahogy azt H. Kovdcs elbeszélésébdl is hallhattuk, a Mikulds-szigetcsoporttol koriilbeliil kétezer-
négyszazhatvan kilométerre északra az Atlanti-6ceén feneke kilyukadt, amikor belefirédott a Kazinc-
barcika torpedérombold. Az elfolyd viz miatt a felszinen stabil, nem 6rvényls, forgasszimmetrikus
viztolesér keletkezett.

A tengelytdl kozepesen nagy tavolsdgban, ahol a vizszintcsokkenés mar mérhets, de a viz fiiggs-
leges iranyt sebessége még sokkal kisebb, mint a vizszintes iranyt sebessége, a viztolecsér mélységét
kozelitsleg egy harmonikus fiiggvény irja le. Mi lehet ez a fiiggvény?

(A Kazincbarcika torpedérombolorol és a Mikulas-szigetcsoportrol Moldova Gyorgy A Lakinger Béla zsebeirkdlo c.

novellajaban olvashattok bévebben.)

Hazi feladatok

11.6. Igazold, hogy ha egy harmonikus R? — R fiiggvény feliilr6l korlatos, akkor konstans.

11.7. Bizonyitsd be, hogy ha egy kétvaltozos valos polinom harmonikus, akkor egy komplex polinom
valos része.

Irasban beadando6 hazi feladat, feltdlthets a Teamsben dec. 7. 14:00-ig

BE11. Legyen a D holdacska az egységkorlemez és az (a, 1/a) &tmérdji
kor kiilonbsége, és legyen f az a konform leképezés, ami D-t a jobb

felsikba viszi ugy, hogy f(a) = oo és f(0) = 1. —1 0 1
(a) Igazold, hogy f kiterjeszthets az egész sikon meromorf fiiggvénnyé. a 1/a
(b) f(1) =7 D

(c) A fiiggvény gyokei és polusai alapjan ird fel f-et képlettel.


https://konyvtar.dia.hu/html/muvek/MOLDOVA/moldova00256a/moldova00267/moldova00267.html

Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthato) feladatok, irasban beadhat6 dec. 18-ig

PM11.1. Legyen D, az abran a kiilsg, sotétebben satirozott
tartomany, D, pedig a kiils6 és a bels rész egytitt.

Bizonyitsd be, hogy tetszd6leges f : Dy — C holomorf fiiggvényre
a kovetkezd allitasok ekvivalensek:

(a) f analitikusan folytathato Ds-re;

(b) f-nek létezik akarhanyszoros primitiv fliggvénye;

(c) Barmely g : Dy — C holomorf figgvényre az fg fliggvény-
nek létezik primitiv fiiggvénye Di-en.

PM 11.2. Bontsuk fel a Poincaré-féle kormodellt olyan egybeva-
g6 haromszogekre, amelyeknek két 45 és egy 60 fokos szoge van, és
szinezziik ezeket felvaltva feketére és fehérre. (Lasd M. C. Escher
Cirlce Limit IV — Heaven and Hell c. fametszetét). Létezik-e
olyan, az egységkorben meromorf fiigvény, aminek minden fekete
haromszogben (denevér) pontosan egy, egyszeres gyoke van, és
nincs polusa, tovabba minden fehér haromszoghen (angyal) pon-
tosan egy, elsérendid polusa van, és nincs gyoke?




