12. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2022. december 7.

12.1. Mondjuk ki, és igazoljuk a kovetkezs, komplexbdl ismert tételek harmonikus megfelelsit:
Liouville-tétel, megsziintethetd szingularitasok jellemzése (korlatossaggal), nyilt leképezés tétele.
[gaz-e harmonikus fliggvényekre az unicitas-tétel?

12.2. Legyen n pozitiv egész és —1 < a < 1.

/ cos(nt) g =7 / sin(nt) gt =7 / log(b 4 4 cost) gt =7
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12.3. A Poisson-formula levezetésének mintéjara irjunk fel olyan integraltételt, amely tetszéleges, az
egységkor belsejében harmonikus, a zart korlemezen folytonos u fiiggvény harmonikus konjugéltjat
allitja el6, azaz:

Ha u az egységkor belsejében harmonikus, a zart korlemezen folytonos, akkor a
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v(2) :/ u(e™) Q(z,t)dt fiiggvénnyel, ahol ~ Q(2,1) = oovovevieiiieen, :
0

u + iv a kor belsejében holomorf.

12.4. A Poisson-formula mintajara konstrualjunk olyan ¢ : R x (0, 00) x R — (0, 00) magfliggvényt,
amire igaz, hogy ha h(z,y) harmonikus és korlatos a felss félsik belsejében, és folytonos a fels6 zart
félsikon, akkor y > 0 esetén
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12.5. Legyen D= {z:0 < |z] <1} a kilyukasztott egységkorlemez. Bizonyitsuk be, hogy ha
u : D — R harmonikus, akkor van olyan holomorf f : D — C fiiggvény és ¢ € R valos szam,

amelyekre
u(z) = Re f(z) + ¢ log |z|.

Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladat, irasban beadhat6 dec. 18-ig

PM12. Legyen a + bi € D rogzitett komplex szam. Legfeljebb mekkora lehet |u(a,b)|, ha u

harmonikus az egységkor belsejében, és u?(z,y) dedy = 7?7
z2+y?<1



