Komplex fliggvénytan ZH, 2022. november 4.

Mindegyik lapra ird ré a nevedet.

Torekedj a rendezett, vilagos, jol olvashato leirasra. (Csak arra adok pontot, amit naeyics neiiil is el

tudok u]\'(\~ni.)
A feladatok nem feltétleniil nehézségi sorrendben kovetkeznek.

Minden feladat legfeljebb 1 pontot ér. A dolgozatra kapott osztalyzat korilbelil az 6sszpont-
szammal egyezik meg.

1. Mik azok a komplex szdmok, ahol az f(z) = Im(2?) + Re z + 7 fiiggvény differen-
cialhato?

1

2. Fejtsd Laurent-sorba az f(z) = SR
22— 3z

korgytrtin.

5 fliggvényt a 3 kortil, az 1 < |z —3| < 2

3. Legyen a komplex szam.

1

— |z +al*e” dz =7
21 J 2=

4. Legyen f(z) az egységkor belsejében értelmezett holomorf fliggvény, amely nem
veszi fel az 1 és a —1 értékeket. Igazold, hogy f(z) = cosg(z) egy alkalmas, holomorf
g(z) fiiggvénnyel.

1 1

5. Az f(z) egészfiiggvényre n = 1,2,... esetén Im f (—2) = cos —. Mennyi lehet
n n

Im f(—1)7

6.

7. Igazold, hogy ha f(z) az egész Riemann-gdmbon meromorf, vagyis véges sok polustol
eltekintve az egész stkon holomorf, és a végtelenben is vagy holomorf, vagy poélusa van,
akkor f(z) raciondlis tort fliggvény.



Komplex fliggvénytan ZH, 2022. november 4.
Megoldasok
1. Mik azok a komplex szamok, ahol az f(z) = Im(2?) + Re z + 7 fiiggvény differencialhato?
Megoldas: Cauchy—Riemann egyenletek.
flz+yi) =2zy+a+ (z —yi) = 22y + 2x) — yi;

u(r,y) = Re f(z +yi) =22y + 2z ¢ v(z,y) =Im f(z +yi) = —v.

A Cauchy—Riemann egyenletek szerint az f azokban a pontokban lesz komplex értelemben differen-
cialhato, ahol

1. u és v, mint R? — R fiiggvények, differencidlhatok (ez mindenhol igaz, mert polinomok), és
2. teljesiil, hogy u, = v, és u, = —v,:

20+2=—-1 és 20 =0;

3
Tehat, az f egyetlen pontban differencialhato, ez a pont a —52'.



1

2. Fejtsd L t-sorb T 23,49
ejtsd Laurent-sorba az f(z) 22 _ 3242

fiiggvényt a 3 koriil, az 1 < |z — 3| < 2 korgytrin.

Megoldas:

1 1 1 1 1

L e T ) Ry e Sty P prag Sl popu g

Az els6 tort nevezdjében |z — 3| < 2, a 2 a nagyobb tag, ezt emeljiik ki:

1 -1 I z—3\" (=) n
‘m—T?—?Z(‘ > ) =2 g (3"

n=0
2

A masodik els§ tort nevezjében |z — 3| > 1, a z — 3 a nagyobb tag,

1 1 1 1 1\ & et
(z—3)+1 z-3 L:z—S‘kZ_()(_z—?)) :Z<_1) (z=3)7""

k=0




3. Legyen a komplex szam.

1
— |z + af’e® dz =7
210 J )=
Megoldas:
: 2+ afPedz = (= +a)(FFa)edz = o (z+a)(++7)ed
- z al e az = — z a)\z ajedz = —; z a - a e az
21 |z|=1 271 |z|=1 27 |z|=1 z
1 ae” 1
= — d = 1 2 — zq
omi s Z+2m’ |2‘21\( —|—|a|v—|— az)el 2
holomorf
Cauchyglaptétel L / ae® dz 4+ 0
2m Jip =1 2

Cauchy-formula az ae®-re
= ae’ +0 = a.



4. Legyen f(z) az egységkor belsejében értelmezett holomorf fliggvény, amely nem veszi fel az 1 és a
—1 értékeket. Igazold, hogy f(z) = cosg(z) egy alkalmas, holomorf g(z) fiiggvénnyel.

Megoldas: Az cosw = f egyenlet megoldasa

eZ’LU + e*lw

5 =1

(eiw)Q _ 2f€iw +1=0
e — fi /P21

Azt kell ellendrizni, hogy a g(z) = —ilog < fz)+V/f(2)?— 1) fiiggvénynek van holomorf aga az

egységkorben.

Mivel f(z) # 41, a gyok alatti kifejezés, f(2)? — 1 sehol sem nulla, az egységkor egyszeresen
osszefiiggs, ezért (f(2)? — 1)-nek létezik logaritmusa és barmilyen kitevés hatvanya, specidlisan négy-
zetgyoke is, tehat létezik egy (pontosabban, két) holomorf h(z) = \/f(2)? — 1 fiiggvény.

A h sehol sem lehet 0. Ez a méasodfoki egyenletbdl is latszik, mert a két gyok szorzata 1, de
kozvetleniil is ellendrizhets: ha h(z) = 0, akkor \/f(2)? — 1 = —f(z), négyzetre emelés utan a —1 = 0
ellentmondasra jutunk. Igy létezik log h(z) is, és vele egyiitt a g(z) = —ilogh(z) = arccos f(z)
fliggvénynek is létezik holomorf 4ga.



1 1
5. Az f(z) egészfiiggvényre n = 1,2, ... esetén Im f (—2> = cos —. Mennyi lehet Im f(—1)7
n n

f(z) - ()

5; ; ez is egészfiiggvény, és a valos tengelyen g(x) = Im f(x).
i

Megoldas: Legyen g(z) =
Tovabba legyen

C(z) = cosy/z = Z(_l)k(;k)l’
k=0 '

ez szintén egészfliggvény.
Minden n pozitiv egészre

1 1 1 1
g(ﬁ) :Imf<ﬁ> :COSE:C(E).

A g(z) és a C(z) fiiggvény megegyezik a 0-hoz tarto, de nemnulla - sorozat mentén; az unicitéstétel

szerint g(z) = C'(z) minden z € C-re. Specilisan a z = —1-re is:
1
o] 1 e+ E
mf(-1)=g(-1)=C(-1) =Y —— = .

A megoldashoz tartozik, hogy létezik a feltételeknek megfelels fiiggvény; ilyen példaul az i - C(z)
fiiggvény.



> logx
————dx =7
/0 (24 1)2 .

Megoldas: Felss félkoron integralunk. A 0-ban nincs logaritmus (az integral a 0-ban is improprius),
ezért a 0 koriil is sziikség lesz egy kicsi félkorre.

/ T loer 4 hm o
—-dr = 111N 1m — =
o (x2+41)2 R—ocor—+0 J, (224 1)2

R
1
BT d.

A

-R -
Integraljunk az dbran lathat6 v gorbén. Az argumentumot 0 és 7 kozotti értéknek definialjuk.

Az [r, R] szakaszon az integral er &%dx. A [—R, —r] szakaszon az integral valos része ugyanez,

de van egy nemnulla képzetes része is, mert log x = log |x| + mi.
log R
A nagy félkorén az integral nagysigrendje O( Ji T R)), ez 0-hoz tart. A kis félkdron az

1
integral O(log —- T), szintén 0-hoz tart.
r

log 2 R 2logx + mi log R 1 > 2logx + i
%" = = d log — - ————duz.
/7(z2+1)2 : / (@ + 1) “O( r)) TO\ s %/0 @i

Ennek a valos részére van sziikségiink.
A reziduumtételbdl (vagy kozvetleniil a Cauchy-formulabol)

dz = Res

log z I
1 log » log » Reg _CH0? ( log » )
— [ — ——— = Res — =

2mi J, (22 +1)? =i (224 1)2 =i (z—1)2 (

1
;(z +1i)? —logz - 2(z + 1)
(z + 1)

z=1

Tehat,

/°°210gx+m'd - 7T+1, 7T+7T2,
———ax = 270 - — —1 — R
o (22+1)2 8 4 4"

a valos részek Osszehasonlitasabol



7. Igazold, hogy ha f(z) az egész Riemann-gdmbdn meromorf, vagyis véges sok polustol eltekintve
az egész sikon holomorf, és a végtelenben is vagy holomorf, vagy polusa van, akkor f(z) racionalis
tort fiiggvény.

Megoldas:  Legyenek a polusok cp,...,c,, a ¢; koriili, egy pontozott kornyezetben konvergens

Laurent-sorfejtés f(z) = > cu(z — ¢;)*. Ezeknek a soroknak a szingularis rész csak véges sok
k=—0o0

tagbol all, mert cq, ..., c, polusai f-nek.

n —1
Vonjuk ki f(2)-bél a Laurent-sorok szinguldris részét: legyen g(z) = f(2) — > > cn(z —¢;)".
=1 k=—o0
Ezzel megsziintettiik a polusokat, g egy egészfiiggvény. ’

A végtelenben f holomorf vagy poélusa van, tehat van véges vagy végtelen hatéarértéke a végtelen-
ben. Az f(z)-bdl kivont véges sok tagnak is van hatarértéke a végtelenben, mégpedig 0. Ezért g-nek
is van hatarértéke. Akkor viszont ¢ a végtelenben holomorf, vagy pedig polusa van.

A ¢(z) 0-koriili hatvanysora csak véges sok tagbol &ll, kiillonben a oo-ben lényeges szingularitasa
lenne. Tehag g(z) egy polinom. Akkor viszont

FD =0+ Y ez — et

j=1 k=—00

racionalis tort fiiggvény.



