
Komplex függvénytan gyakorlat, 2022. március 4.

Házi feladat volt:

3.6. Számítsuk ki az alábbi vonalintegrálokat:∫
|z|=1

cos z

z3
dz

∫
|z|=1

ez

z4
dz

3.7. Van-e primitív függvényük a megadott tartományon?

(a) f(z) =
1

z
, C \ {0}; (b) f(z) =

1

z
, Re z > 0; (c)

sin z

zn
, C \ {0}

3.8. Legyen γ az Im z = (Re z)2 parabola 0 és 1 + i közötti íve. Számítsuk ki a következő
integrálokat: ∫

γ

z2dz;

∫
γ

z2dz;

Melyik integrál esetében alkalmazható a Newton-Leibniz szabály?

Új gyakorló feladatok:

4.1. A legalább másodfokú p polinom gyökei az egységkörbe esnek.
Legyen r > 1 esetén

I(r) :=

∫
|z|=r

dz

p(z)
.

(a) A triviális becslés segítségével igazoljuk, hogy lim
r→0

I(r) = 0.
(b) A Cauchy-alaptételből vezessük le, hogy I(r) konstans.
(c) ???

4.2. Milyen integrálformulákat kaphatunk az f(z) = n(z, γ) · 1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw Cauchy-formula,

mint paraméteres vonalintegrál (z szerinti) differenciálásával?

4.3. Legyen a és r is pozitív valós szám.∫
|z|=r

azdz =?

∫
|z|=r

az

z + 1
dz =?

∫
|z|=r

az

(z + 2)2
dz =?

∫
|z|=2

(
z − 1

z + 1

)n
dz =? (n ∈ Z)

4.4. Van-e primitív függvénye a C \ {−i, 0, i} halmazon az f(z) =
1

z3 + z
függvénynek?

4.5. (a) Differenciálható-e 0-ban az f(z) =


1

sin z
− 1

z
ha z 6= kπ

0 ha z = 0.
függvény? (Hatványsorok)

(b)
∫
|z|=1

dz

sin z
=?

4.6. Az f(z) függvény holomorf az egységkör belsejében, és |f | < 1. Legfeljebb mekkora lehet
|f ′′′(0)|? (Írjuk fel az együtthatóformulát vagy a deriváltra vonatkozó Cauchy-formulát egy
r < 1 sugarú körön, becsüljünk triviálisan, majd tartsunk r-rel 1-hez.)



Házi feladatok

4.7.

1

2πi

∫
|z|=3

cos zdz =?
1

2πi

∫
|z|=3

cos z

z − π
4

dz =?

∫
|z|=3

ez

(z − 2)3
dz =?

4.8. Számítsuk ki az alábbi vonalintegrálokat:∫
|z|=1

1

sin z cos z
dz

∫
|z|=3

1

ez − 1
dz

4.9. Legyen f és g holomorf a zárt egységkörön. Mi lesz

1

2πi

∫
|ζ|=1

f(ζ)

ζ − z
+

g(ζ)

1− zζ
dζ

|z| 6= 1 esetén?

Szorgalmi (Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladat, írásban beadható március
18-ig

PM4. A p(z) polinom gyökei közül k darab az |z| < r kör belsejébe esik, a többi gyök a körön
kívül van. Legyen γ(t) = p(reit) (0 ≤ t ≤ 2π).

(a) Hogyan számíthatjuk ki az
∫
γ

dz

z
integrált helyettesítéses integrálással?

(b) Hányszor kerüli meg a γ görbe a 0-t? (Segítség: bontsd parciális törtekre az p′(z)/p(z)
függvényt.)


