
Komplex függvénytan gyakorlat, 2022. március 18.

Házi feladat volt:

5.6. Számítsuk ki az alábbi vonalintegrálokat:∫
|z|=1
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sin z cos z
dz

∫
|z|=3
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ez − 1
dz

5.7. Van-e olyan holomorf f : B(0, 1)→ C függvény, melyre elég nagy n ∈ N esetén
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5.8. Az f(z) egészfüggvényre |f(1/n)| = 1/n2, ha n = 1, 2, . . ., és |f(i)| = 2. (a) Mekkora lehet
|f(−i)|? (Vizsgáljuk a g(z) = f(z) · f(z) függvényt.)

(b) Mutassunk példát ilyen tulajdonságú egészfüggvényre.

Új gyakorló feladatok:

6.1. Az f(z) függvény holomorf az egységkör belsejében, és |f | < 1. Legfeljebb mekkora lehet
|f ′′′(0)|? (Írjuk fel az együtthatóformulát vagy a deriváltra vonatkozó Cauchy-formulát egy r < 1
sugarú körön, becsüljünk triviálisan, majd tartsunk r-rel 1-hez.)
6.2. A sin z segítségével konstruáljunk olyan függvényt az egységkör belsejében, ami holomorf, nem
azonosan 0, és végtelen sok gyöke van. Miért nem mond ez ellent az unicitás-tételnek?
6.3. A Liouville-tétel segítségével igazoljuk, hogy ha f kétszeresen periodikus egész függvény (vagyis
f(z+a) = f(z), f(z+ b) = f(z), és az a, b periódusok nem egy közös c periódus valós számszorosai),
akkor f konstans.
6.4. A maximum-elv felhasználásával bizonyítsuk be, hogy ha egy függvény holomorf és nem konstans
egy tartományon, akkor a valós és a képzetes részének nincs lokális szélsőértéke.

6.5. Tegyük fel, hogy f(z) =
∞∑

n=−∞
anz

n az 1− ε < |z| < 1 + ε körgyűrűn. Fejezzük ki

1

2π

∫
|z|=1

∣∣f(z)∣∣2 |dz|
értékét az együtthatókkal.

Házi feladatok

6.6. Legyen f(z) =
∑∞

n=0 anz
n hatványsor, amely konvergens egy körben, és tegyük fel, hogy m az

első olyan pozitív egész, amelyre am 6= 0. Keressünk olyan 0-ból induló egyenes szakaszt, amelyen
|f(z)| > |a0|.
6.7. A Liouville-tételből vezessük le, hogy ha egy egészfüggvény nem konstans, akkor (a) a valós
része nem lehet korlátos sem alulról, sem felülről; (b) az értékkészlete sűrű; (c) az értékkészlete a
[0, 1] szakaszon sűrű.
6.8. Írjuk fel a ctg z függvény 0-körüli Ḃ(0, π)-ön konvergens Laurent sorának első két nemnulla
tagját. (Hatványsor osztva hatványsorral.)

Szorgalmi (Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladat, írásban beadható április 1-ig

PM6. A maximum-elv nem marad igaz, ha az egyik határpontot elhagyjuk.
Konstruálj olyan holomorf f : (C \ {1}) → C függvényt, amelyre a {z : |z| = 1, z 6= 1} köríven

|f | ≤ 1, de |f(0)| > 1.


