3. Valé6s analizis gyakorlat, 2023. szeptember 19.

3.1. (a) A kiilonlegesen kiképzett J. English tigynok, aki akar a fiilével is tud 6lni, és szabad ide-
jében az eliminatumait szokta szadmolgatni, csak az ehhez szilikséges nemnegativ egész szamokat
és az Osszeadast ismeri. Mely test- illetve rendezési axiomék teljesiilnek a vilagaban?

(b) A mesterséges intelligenciaval felvértezett kinai székendrobot az egész szamokat és az
Osszeadast ismeri. Mely test ill. rendezési axiomak teljesiilnek a vilagaban?

(c) Az lo-lako (Az lo a Jupiter egyik holdja) szaméara a valos szamok a {I, O} halmazbdl
allnak, és a modulo 2 6sszeadést ismeri: OGO =0,001=1,1060=1,ésId 1 =0. Mely
test ill. rendezési axidmék teljesiilnek a vilagaban? Definialhaté-e szaméra szorzas tugy, hogy
teljesiiljenek a testaxiomak? TeljesithetGk-e a rendezési axidomak?

(d) Mely test axiomék teljesiilnek a komplex szamokra? Megadhato-e a rendezési axiomak-
nak eleget tevs rendezés?

3.2. Vezessiik le a test- és rendezési axiomakbol, hogy Va € R a? > 0.

3.3. Korlatosak-e alulrol, illetve feliilrél a kovetkez6 halmazok? Mi a felsd, illetve alsé korlataik
halmaza? Mi a maximumuk, a minimumuk, a szuprémumuk és az infimumuk?
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3.4. Igazoljuk, hogy minden valés szamnal van nagyobb 2-hatvany.
3.5. Milyen rendezett testekben értelmezhetjiik az egészrészfiiggvényt?

3.6. Nevezziink egy = € [1,2]| szamot egérnek, ha x*> < 2, elefdntnak, ha z* > 2, illetve
oroszldnnak, ha z? = 2.
(a) Bizonyitsuk be az [1,2] intervallum felezgetésével, hogy az intervalumban van oroszlan.
(b) Mutasssuk meg, hogy az egerek szuprémuma és az elefantok infimuma egyenld, és sem
nem egér, sem nem elefant, vagyis oroszlan.



Hazi feladatok

3.7. A rendezési axiomakat és az egyenlGtlenségre vonatkozo definiciokat hasznélva mutassuk
meg, hogy |a - b| = [a] - [b].

3.8. Milyen H C R halmazokra igaz, hogy
(a) inf H < sup H; (b) inf H = sup H, (¢)inf H > sup H?

3.9. Az 1-dimenzios Helly-tétel szerint ha [a;, b;] (i € I) korlatos, zart intervallumok egy nem-
tires rendszere gy, hogy koziiliik barmelyik kettének van kozos pontja, akkor az Gsszes [a;, ;]
intervallumnak is van k6zos pontja.

Bizonyitsuk be az 1-dimenzios Helly-tételt a legkisebb felss korlat tételébdl. (Vizsgaljuk az
als6 végpontok halmazat.)

3.10. (a) Igaz marad-e az 1-dimenzios Helly-tétel, ha nem kétjitk ki, hogy az intervallumok
zartak?

(b) Igaz marad-e az 1-dimenzios Helly-tétel, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok kor-
latosak?

(c) Igaz-e az 1-dimenziés Helly-tétel a racionélis szamok testében?

Szorgalmi (irasban beadhat6, Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladat
Beadhat6 okt. 7-ig

PM3.1. Legyen R(z) a valos egyiitthatos racionalis tortek teste (raciondlis tort: két polinom
hényadosa, de az egyszertsitéssel és bdvitéssel egymasba alakithato torteket evivalenseknek
tekintjiik, tehat valojaban a tortek ekvivalenciaosztdlyairdl van szd, ugyanugy, mint a racionals
szamoknal). Egy racionalis tort pozitiv, illetve negativ, ha a szamlalo és a nevezs fGegyiitthatoja
azonos, illetve ellentétes eljeld; barmely f, g € R(z) esetén f < g akkor, ha g — f > 0. Ezzel
a relacioval R(x) egy rendezett test.

(a) Mutassuk meg, hogy R(z)-ben nem teljesiil az Arkhimédészi axioma.

(b) Mutassuk meg, hogy R(x)-ben nem teljesiil a Cantor-axioma.

(c) Mutassuk meg, hogy R(x)-ben nem teljesiil a legkisebb fels§ korlat tétele.

(d) Mutassuk meg, hogy R(x)-ben nem teljesiil az 1-dimenioés Helly-tétel.

(e) Mutassunk R(x)-ben olyan halmazt, ami konvex, de nem intervallum.

(f) Mutassunk R(x)-ben olyan pozitiv elemet, aminek nincs négyzetgyoke.



