


1. Komplex szamok

Komplex szamok. Komplex sik. A komplex sik geometriai transzforméciéi. Hatért-
érték és folytonossag. Riemann-gémb. Végtelen hatarérték és hatarérték oo-ben.

Ismétlés
Ezeket mind tudjuk algebrabdl, geometriabdl, esetleg kozépiskolai versenyekrol:

o A komplex szamokat ugy kapjuk, hogy a valés szamok testét bévitjik i-vel,
ami az 2 = —1 egyenlet gyoke, vagyis C = R(3).

o A z komplex szam algebrai alakja z = x + yi, ahol z,y € R; x = Rez és
y =1Imz a z valds, illletve képzetes része. (Alternativ jelolések: Rz és Fz.)
Figyeljiikk meg, hogy az ¢ nem része a képzetes résznek; a képzetes rész is
egy valés szam.

o A két valds koordindta miatt a komplex szdmokat a sik (R?) pontjaival
azonositjuk.

o Az x,y betiiket fenntartjuk a valos és képzetes résznek, ezért komplex sza-
mok jelolésére inkabb mas betiiket fogunk hasznalni, féleg a z-t, de gyakran
el6fordul w, ¢ (zéta), w (omega), s is.

e (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)iés (a+bi)—(c+di) = (a—c)+ (b—d)i
(ugyanaz. mint R?-ben)

o (a+bi)(c+ di) = (ac—bd) + (ad + be)i
e Z =1 —yia z komplex konjugdltja, |z| = \/2? + y? a z abszolil értéke vagy
hossza; |z)* = 2Z.

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad.

crdi (crdie—di) 1@ T ErE

o Ezekkel a miiveletekkel a komplex szamok algebrai testet alkotnak.

o 2z # 0 kompex szam trigonometrikus (poldrkoordindtds) alakja z = r(cos p +
isinp), ahol r = |z|, ¢ = argz a z argumentuma.

e Az argumentum csak modulo 27 egyértelmii; gy is mondhatjuk, hogy a
(R, +)/27Z faktorcsoportnak eleme.



o A trigonometrikus alakkal szép a szorzas, az osztas, az egész kitevés hat-
vanyozas és a gyokvonas. Ha z; = ri(cosp; + ising;) és zo = ro(cos gy +
isin ¢), akkor

0 212 = 7"27’2((305(@1 + p9) + isin(py + 302)), tehat az abszolut értékek
Osszeszorzddnak és az argumentumok Osszeadddnak: |z125| = |21 - |22
és arg(z129) = arg z; + arg zo (mod 27);

z T L.
2= T*l(COS(% — 2) +isin(p; — 902)),
2

- @ és arg ﬁ =argzy; —argzy (mOd 27T)7
| 2] 2

22
21

%)
o (r(cosy +ising)" = r"(cosny + isinny)
o Az r(cos p + isin ¢ szdmnak n darab n-edik gyoke van:

+ k-2 .. + k-2
W<COSM+281DM>
n n

Hasonlé6sagi transzformaciék

A
z+b

|

e z— z+ b: eltolas a b vektorral
o 2z +— Z: tlikrozés a valos tengelyre
e z— —z: kbzéppontos tiikkrozés a 0-ra

e 2+ a-z (valamilyen rogzitett a # 0 komplex szimmal): forgatva nyijtas a
0 koriil; a nagyitds ardnya |a|, a forgatds irdanyitott szoge arg a.

o ilyenek kombinacidiként a kovetkezo fiiggvényeket kapjuk meg:

oz a-z+b (az Osszes irdnyitastarté hasonlésagi transzformacio)



oz a-Z+b (az 6sszes irdanyitdsvaltd hasonlésigi transzformacio)

Irjuk fel képlettel a képzetes tengelyre valé titkrozést.

1. megoldas: A képzetes tengelyt a valos tengelyre forgatjuk, titkkroziink, vissza-
forgatunk:

forgatas titkrozés visszaforgatas
o’ . J(=iz)
o 7
o7
z > =iz > =iz > i-(—i-2)=—Z

2. megoldas: A tengelyes tiikrozés egy iranyitasvalté hasonlésag is, ezért a
képletet f(z) = az + b alakban keressiik. Két pont képe meghatarozza a, b-t.
Pl. f(0) =0, f(1) = —1. Megoldva a = —1, b = 0, tehat f(z) = —z.



Hatarérték és folytonossag

A tavolsag, pontok kornyezetei, nyilt és zart halmazok, kompaktsag, ponthalma-
zok Osszefiiggésége, szamsorozatok és szamsorok konvergencéja, fliggvények (véges
pontban vett véges) hatarértéke, fliggvények folytonossiga és egyenletes folytonos-
saga, fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok pontonkénti és egyenletes konvergenci-
dja, és ezek alapvet6 tulajdonsdgai pontosan ugyanazok, mint az R? euklideszi
sikon. Ezekhez a fogalmakhoz ugyanis nincs szitkség a komplex szamok szorzasa-
ra, csak vektorok osszeadasira és abszolut értékére. A tobbvaltozos analizisben
tanult definicidk, tételek és bizonyitasok valtoztatas nélkiil atirhatok komplex val-
tozés, komplex értéki fiiggvényekre.

o 2p kozéppontt nyilt gomb: B(zp,7) = {2 € C: |z — 2| <1}
o 2 kozépponti zdrt gomb: B(zp,7) = {z€ C: |z — 2| < r}
o egységkor: D = B(0,1) ={zeC: |z| <1}

o zdrt egységkor: D = B(0,1) = {z e C: |2| < 1}

o egységkorvonal: {z € C: |z| = 1}

o a D c C halmaz nyilt, ha minden zy € D hez van olyan 6 > 0, melyre
B(z9,0) = D

e a D c C halmaz zdrt, ha komplementere nyilt.
e a D c C nyilt halmaz dsszefiiggd, ha

o D barmely két pontja 6sszekotheté D-ben torottvonallal;

o D nem bonthat6 fel két nemiires, diszjunnkt nyilt halmaz uni-
Ojara, vagyis tetszoleges G, Gs diszjunkt nyilt halmazokra, ha
D = G1 U Gy, akkor G; = J vagy Gy = (.

e tlartomdny: nemiires, Osszefiiggd, nyilt része C-nek

o (egyvaltozos) komplex figguény: C egy részhalmazardl képez C-be




Egyenletes konvergencia

Sziikségiink lesz a fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok egyenletes konvergenciaja-
ra. Ez a definicié pontosan ugyanaz, mint valés fliiggvények esetében.

Erdemes kimondani a fiiggvénysorok egyenletes konvergencigjira vonatkozé
Weierstrass-kritériumot, ezt tobbszor fogjuk hasznalni komplex fiiggvénysorokra:

Tétel (Weierstrass-kritérium, Weierstrass M-teszt)

Tegyiik fel, hogy

o A tetszéleges halmaz, és fo(z), fi1(2),... A — C fliggvények egy soro-
zata;

o My, My, ... nemnegativ valos szamokbdl all6 sorozat, amelyre barmely

o0
n e N és z € A esetén |fn(z)| < M, vagyis a Y, fn(z) fiiggvénysornak
n=0

o0
az Y, M, sor egyenletes majoransa;
n=0

o0
e > M, konvergens (véges).
n=0

o0

Ekkor a >} f.(z) fiiggvénysor abszolit és egyenletesen konvergens az A
n=0

halmazon.




Riemann-gomb; végtelen hatarértékek

A valos szamegyenessel és a projektiv sikkal ellentétben nem definidlunk a kiilon-
b6z6 iranyokhoz kiilonboz6 végtelen tavoli pontokat; nem lesz kiilon 400, —oo,
100. Ehelyett egyetlen, kozos végtelen tavoli ponttal egészitjiik ki a komplex sikot,
a pont neve természetesen oo lesz.

A oco-nel kiegészitett komplex sikot azonosithatjuk a gombfeliilettel egy jol
ismert térbeli vetités, a szereografikus projekcio segitségével. Az aldbbi abran a
f5ldgombot az Eszaki-sarkbol vetitjikk a Déli-sarkon 4t fektetett érintSsikra. Ha
a gomb atmérojét egységnyinek véalasztjuk, akkor az egyenlité pontjait éppen az
egységnyi abszolit értékli komplex szamoknak feleltetjiikk meg.

Ugyanezt a megfeleltetést kapjuk, ha a gdomb sugara egységnyi, és az egyenlito
sikjara vetitiink (a kétféle vetités kozott egy egyszerti kézéppontos nagyitis a
kapcsolat):

Az Eszaki-sarkot nem feleltettiik meg egyetlen komplex szdmnak sem; az
Eszaki-sark felel meg a végtelennek. Minél nagyobb abszolit értékd komplex
szamot vetitiink vissza gombre, a vetito egyenes anndl kisebb szoget zar be a
sikkal; a hataresetekben, amikor tgy képzeljiik el, hogy a vetitett komplex szam
valamilyen irdnyban "kimegy a végtelenbe', a vetité egyenes érinti a gombot az
Eszaki-sarkban.

Az ilyen moédon, a komplex szamokkal és a oo-nel megszamozott gombfeliilet
a Riemann-gomb.



A végtelen kornyezetei

Ha az Eszaki-sark egy kornyezetét (gombsiiveget) vetitjiik a sikra, egy kor kiilsejét
kapjuk. Ezért a oo gombi kornyezetei az {z : |z| > r} alakd halmazok.

A oo-nek nincs eléjele vagy irdnya, z — o0 és |z| — o0 ugyanazt jelenti. Ezért
semmi akadélya, hogy az 1/0 alakt hatarértékeket is értelmezziik.

« & =o0. (Valésban két kiilonbozé féloldali hatarérték lenne.)

« lim f(z) = a akkor és csak akkor, ha lil’I(l) f&)=a

» lim f(2) = oo akkor és csak akkor, ha lim 47 = 0 stb.

z—a



2. Komplex differencialhatésag

Komplex differencidlhatosag, geometriai jelentés. Differencidlasi szabélyok. Az
inverzfiiggvény differencidlési szabalya.

Cauchy—-Riemann-egyenletek.

Holomorf fiiggvény és egészfiiggvény fogalma.

« /s

Definicio

Tegytik fel, hogy f(z) komplex fiiggvény, a € int D(f).

Az f(z) fiuggvény differencidlhaté az a € C pontban, ha lim fz) = fla)
)
létezik és véges; a jele f'(a).

A szokéasos ekvivalens atirdsok, amikor az a pont kozelében az f(z) fiiggvényt
egy linedris fiiggvénnyel kozelitjiik:

i [ = @) - F(@) (=)

z—a |z — al

f(z) = fla) + f'(a) - (z—a) +&(2) - (z —a) vagy
f(z) = f(a) + f'(a) - (z—a) +(2) - |z — al,

ahol lim ¢ = 0, illetve £(z) folytonos a-ban és £(a) = 0.

z—a

Erdemes elgonodolkodni az 4tfogalmazdsok geometriai jelentésén. Ha az f’ (a)
derivélt érték nem 0, akkor az z — f'(a) - z transzformdci6 egy forgatva nyujtés.
Az f(a)+ f'(a)(z — a) linedris fiiggvény egy irdnyitdstarté hasonlésagi transz-
formaci6. Ez az a pont egy kis kornyezetét az f(a) pont egy kornyezébe képezi;
az a kozépponti koroket f(a) kozepli kérokbe, az a-n atmend gorbéket f(a)-n
atmeno gorbékbe képezi, és megtartja a gorbék szogét is.




[(2) = fa) = f(a) - (= —a) + () - |2 —

g

~
forgatva nyujtds hibatag (zaj)

Az f(a) + f'(a) - (z — a) linedris fiiggvény persze csak kozeliti az f(z)-t, de
mivel £(z) az a pontban 0-hoz tart, a kozelités egyre pontosabb lesz, a hibatag
még |z — al-val osztva is 0-hoz tart. Ezért, tovabbra is feltéve, hogy f'(a) # 0,

« az a pontban szogtart6 (a szogek irdnyitasat is megtartja);

 az a kozepi kicsi korok képe kozelitéleg ardnyosan kicsi korok. (Arra nincs
garancia, hogy a kor képe folytonos gorbe, csak ha azt is feltételezziik, hogy
a figgvényiink az a pont egy koérnyezetében folytonos.)

Ha f'(a) = 0, akkor a linedris kozelitésiink egy konstans fiiggvény, és egyelére
semmit sem tudunk mondani arrél, hogy mi torténik a szogekkel, vagy milyenek
a kicsi korok képei azon kiviil, hogy kicsik.
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Differencialasi szabalyok

Az egyvéltozos valos fliggvények differencialasi szabalyai és ezek bizonyitasai val-
toztatas nélkiil atirhatok komplex fliggvényekre.

Ha f differencialhat6 az a pontban, akkor f folytonos a-ban.

Tétel (differencialasi szabalyok)

e (¢))=0,(2) =1, (") =nz""1.

o Ha f differencidlhaté a-ban, akkor c - f is differencidlhaté a-ban, és

(c-f)(a) = c- fi(a).

o Ha f és g differencialhatod a-ban, akkor f + g is differencialhato a-ban,
és

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a).

o Ha f és g differencidlhaté a-ban, akkor f - ¢ is differencialhato a-ban,
és

(f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a).

« Ha f és g differencidlhat6 a-ban, és g(a) # 0, akkor S is differencial-
g
hat6 a-ban, és

(f)'(a) f'(a) - g(a) = f(a) - ¢'(a)

Y

« Ha g(z) differencidlhaté a-ban, és f(w) differencidlhaté a g(a) pont-
ban, akkor f o g is differencialhato a-ban, és

(fog)(a) = f(g(a)) - ¢'(a).

A bizonyitas betiirél betiire ugyanaz, mint valésban.

A lokalis inverz fiiggvény differencidlasanal is mikodik a tobbvaltozos anali-
zisbol tanult szabaly atirdsa.
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Tétel (lokalis inverzfiiggvény differenciilasi szabalya)

Legyen a és b két komplex szam, és tegyiik fel, hogy

o Az f(z) fiiggvény értelmes az a pont egy kornyezetében, differencial-
hat6 a-ban, f(a) = b, és f'(a) # 0;

o A g(w) fiiggvény értelmes a b pont egy kornyezetében, folytonos b-ben,

9(b) = a,
o A b pont egy kornyezetében f(g(w)) = w.
1
Ekkor ¢ differencidlhat6 b-ben, és ¢'(b) = Pl

Bizonyitas. A differencialhatésag definiciéja szerint

1 1)~ 1)

zma z—q

= f'(a) # 0,

ezért a z egy kis kornyezetében f(z) # f(a).
A z = g(w) helyettesitéssel, ha w — b, akkor z = g(w) — ¢(b) = a, f(z) =
flg(w)) =w — b= fla), é

W w TR @ F@) -

A differencidlési szabdly persze nem mond semmit arr6l, hogy milyen f(z)
esetén létezik ilyen lokalis inverz fiiggvény. Ha az f(z) differencidlhatosdgat csak
egyetlen pontban tételezziik fel, akkor a lokalis inverz nem feltétleniil 1étezik.

Lehetséges a tobbvaltozos valds analizisbdl kedves inverzfiiggvénytételt atiil-
tetni komplex valtozos, komplex értékii fliggvényekre; ebben az esetben azt kell
kikotniink, hogy az f(z) differencidlhaté az a pont egy kérnyezetében, az f'(z)
derivaltfiggvény folytonos az a pontban, és f’(a) # 0.

Késobb latni fogjuk, hogy a derivaltfiiggvény folytonossdgat nem sziikséges
kikotni, és a lokalis inverz létezését is igazolni fogjuk, a tobbvaltozos valdosnal
sokkal elegansabb eszkozokkel.
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Cauchy—Riemann egyenletek

Vizsgaljuk meg, mi a komplex differencialhatosag definiciéja, ha a fiiggvényt két-
valtozds, R?-be képezd fiiggvénynek tekintjiik. Legyen tehat f(z) komplex fiigg-
vény, ami értelmes a zyp = a + bi pont egy kornyezetében. Az f valés és képzetes
részét egy-egy kétvaltozos valos értéki fiiggvénynek is tekinthetjiik; a z valtozot
x + yi alapban fogjuk kifejezni a valds és a képzetes résszel:

Re f(z + yi) = u(z,y), Imf(z+yi)=v(z,y).

Ha az zy ponton at fektetett vizszintes egyenesen tartunk zp-hoz, akkor rogzit-
jik y = b-t, és az x koordinataval tartunk a-hoz. Feltéve, hogy u és v is parcidlisan
differencialhato,

(w(z,b) + v(z,b)i) — (u(a,b) + v(a,b)i)

b flx +0bi) — fla+0bi)
P = I e ) (s b)) A v—a
7b - 7b 7b - 7b. a 5 .
= lim <u<w x)_z(a )+U(x x)_z(a )z) Z*az(a,b)Jr*a;(a,b)'z,

vagyis f'(zo) valds és képzetes része —u(a, b), illetve —U(a, b).
Ha fiiggdleges iranybdl tartunk zp-hoz, akkor x = a-t rogzitjiik, és y-nal tar-
tunk b-hez, akkor azt kapjuk, hogy

fla+yi) — f(a+ bi) (u(a,y) + v(a,y)i) — (u(a,b) + v(a,b)i)

S ) =l e o) o (y — b
o (ulay) —u(a,d) 1 w(a,y) —v(e,b)\  du . v _
—?IJILI})< - Z_+ - = ay(a,b) Z+ay(a,b),

ov
ebbél meg azt olvashatjuk le, hogy f'(zo) valds és képzetes része :—(a, b), illetve
oy

0
—ﬂ(a, b). A kétféle eredmény 6sszehasonlitasabol kapjuk a komplex differenci-

oy

alhatésag feltételét. amit pontosabb szamolassal be is bizonyitunk:

13



Tétel (Cauchy-Riemann differencidlegyenletek)

Legyen f(z + yi) = u(z,y) + v(x,y)i (Az u,v figgvények valds valtozdsak
és valds értékiek).

Az f akkor és csak akkor differencialhat6 az a + bi pontban, ha u és v valés
értelemben differencidlhaté az (a, b) pontban,

ou ov , ou ov
a_x(a7 b) - a_y<a’ b) €S a_y(a’a b) - _%(a’a b)

avagy, az <u) leképezés Jacobi-méatrixa az (a,b) pontban
v
<c —d> (COS @ —sin gp)
== R . .
d c sing  cosp

Bizonyitas. Elég a = b = 0O-ra bizonyitani.  (r = /22 +y? ¢,d € R).
Ezek ekvivalensek:

alakt.

e f'(0) =c+di = R(cosp + isiny)

o f(z+yi)— = (c+ di)(x + yi) + o(r)

-(uxy+u@yn (u(0,0)) +v(0,0)i) = (cx — dy) + (dz + cy)i + o(r)
o u(z,y) —u(0,0) =cx—dy+o(r) és wv(z,y)—v(0,0)=dz+cy+o(r)

o u és v diffhaté (0,0) pontban, ¢ = gZ(O 0) = ZZ(0,0) és d =
ou ov

Hol differencidlhat6 az f(z) = z fuggvény?

1. megoldas:

f)—fla) . Z—a _

lim = lim =7
zoa z—q ez —q
vagy,
2z = a+r(cosp +isin p)-vel f(z) = J(a) = rlcosp —ising) = c0S 2¢ +1sin 2¢

z—a r(cos ¢ + isin @)
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a hossza egységnyi, az irdnya 2¢, barmi lehet. Nincs hatarérték; z sehol sem
differencialhaté. L]
2. megoldas: Ellendrizziik a Cauchy-Riemann egyenleteket. Mivel x + yi =
T =y,

w(z,y) =z és v(x,y) = —v.
Azt lathatjuk, hogy

u 4 v 1

or oy
ezek sehol sem egyeznek meg. Tehat, az els6 Cauchy-Riemann egyenlet sehol sem
teljestil, a Z fiiggvény sehol sem differencialhatoé. O

Vegyiik észre, hogy Z szog- és kortartd, de nem irdnyitastarto, hanem iranyi-
tasvalto.

Megjegyzés

Két tikrozés egytitt éppen visszaforditja az iranyitast:
Ha az f(z) figgvény differencidlhaté az a pontban, akkor a

g(w) = f(w)

fuggvény differencialhaté az @ pontban és ¢'(a) = f/(a).

Bizonyitas.
i 9 9@ _ oy S @ <f<Z>—a) i 79 . o
w—a w — a z—a zZ—Q zZ—a zZ—aQ z—a zZ—aqa
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Holomorf fiiggvények

A komplex differencialhatésdg nem til hasznos egyetlen pont esetén, de teljesen
mas lesz a helyzet, ha a fiiggvénytink egy nyilt halmazon differencialhaté.

Definicié (holomorf tulajdonsag)

o f(2) az a pontban holomorf, vagy reguldris, ha az a pont egy kornye-
zetében differencialhato.

» f(2) a D tartomanyon holomorf, vagy requldris, ha D minden pontja-
ban differencialhaté.

o f(2) egészfiiggvény, ha az egész sikon holomorf.

e A holomorf D — C figgvények rendszerét (vektorterét, gytiriijét)
O(D)-vel fogjuk jeldlni.

Tegyiik fel, hogy f holomorf a D tartomanyon.

(a) f'=0, akkor f konstans.

(b) Ha Re f vagy Im f konstans, akkor f konstans.

J

Bizonyitas. Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(x,y)i, ekkor a Cauchy—Riemann
egyenletek szerint

f(x+yi) = up(x,y) — uy(z,y)i = vy(z,y) + va(z,y)i.

(a) Ha f' =0, akkor u, = u, = v, = v, = 0, ezért u és v minden vizszintes és
minden fuggéleges szakaszon konstans. A D tartomany Osszzefiiggd nyilt hamaz,
ezért barmely két pontja Osszekotheto olyan torottvonallal, amely csak vizszin-
tes és fligglleges szakaszokkal; ezért u, v és f is ugyanazt az értéket veszi fel a
torottvonal két végpontjaban.

(b) Ha Re f = u konstans, akkor u, = u, = 0, és a Cauchy-Riemann egyen-
letek miatt v, = v, = 0; a bizonyitast ugyantgy fejezhetjitkk be, mint az (a)
részben.

Ugyanez torténik, ha Im f = v konstans. O

Ennek a tételnek specidlis esete, hogy a konstans fiiggvények kivételével nincs
olyan holomorf fiiggvény, amely csak valds, vagy csak tisztan képzetes értékeket
venne fel.



Legyen u(x,y) = €® cosy. Irjuk fel az ésszes olyan v(z, y) fiiggvényt, amelyre
x4+ yi — u(z,y) + v(z,y)i

egészfiggvény.

Megoldas: A Cauchy-Riemann egyenletekbdl

Uy = —U, = €”siny, Uy = Uy = €” cosy.

Legyen C' = v(0,0).
v(@,y) =v(0,0) + (v(z,0) = v(0,0)) + (v(z,y) —v(,0)) =
T Y T Y
= C’+J vx(f,O)d§+J vy(z,¢)d¢ = C’+J 0d§+J e®cos(d( = C + e"siny.
0

0 0 0

Még nem vagyunk készen; ellenorizni kell, hogy ezekre a fiiggvényekre tényleg
teljestilnek a Cauchy-Riemann egyenletek:

Uy = Uy = € COsY, —Uy =V, = e’ siny. O
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Grafikak komplex fiiggvényekkel

Ezek a miialkotasok a Leideni egyetemen talalhatok.

i e}

tak ra a

Van Gogh Mez6 c. képével és a tulorképeivel kicsempézték a s
Riemann-zeta fliggvényt.
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/vis/goghriemann

ikot, és alkalmaz

." _’" J . . . ) =
Ugyanaz, mint az el6zd, csak Rembrant éjjeli orjarat c. képével és a j-fiiggvénnyel.
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/im/nwdb-cropped-j.png

Ahol a fiiggvény derivaltja nem nulla, ott a kis részletek képe nagyjabol hasonld
az eredetihez, a hasonlosag jol felismerheto.
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https://www.kunst-fuer-alle.de/english/fine-art/artist/image/vincent-van-gogh/26/1/539041/field/index.htm
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/vis/goghriemann
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Night_Watch
https://mathworld.wolfram.com/j-Function.html
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/im/nwdb-cropped-j.png

Holomorf fiiggvények abrazolasa térképekkel

A sikba vetitett foldgdmbot holomorf fiiggvények dbrazolasara is hasznalhatjuk. A
szokésos, Eszaki-sarkbol valo vetitésnek hatranya, hogy megforditja az irdnyitést,
ezért vetitsiink inkabb a Déli-sarkbol. Ennek a vetitésnek elonye, hogy nem csak
sz0g- és kortarto, hanem iranyitastarto is.

sztereografikus vetiilet a Déli-sarkbél

Egy f(z) fuggvény "képét" ugy készithetjik el, hogy minden egyes, a képen
szerepl6 z ponthoz leolvassuk az f(z) pont szinét a sikba vetitett f6ldgombon.
Példaul a w(z) = (2 + 1) fiiggvény, az tigynevezett Zsukovszkij-fiiggvény képe

a kovetkezo:
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A 0-ban a figgvény (hatér)értéke oo, ezért lathatjuk a 0 korul az Antarktiszt.
A +7 pontokban a figgvény értéke 0 (Eszaki—sark).

A +1 pontokban w(+1) = +1 és w'(+1) = 0. Ezekben a pontokban a fiiggvény
nem is szogtartd: a sztereografikus vetiileten a +1 pontokban négy derékszogii
tartomany talalkozik, a fliggvény képén pedig nyolc, 45°-o0s.
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3. Hatvanysorok

Hatvénysor konvergenciaja. Differencidlhatosdg. Cauchy-Hadamard tétel. Taylor-
egyiitthatd, egyértelmiiség. Analitikus fiiggvények.

Eddig nem sok példat lattunk holomorf figvényre. A differencidlasi szaba-
lyokbol annyit lathatunk, hogy a polinomok és racionalis tort fiiggvények holom-
orfak, de hidnyoznak a valdés analizisbol ismert épitokovek: nem egész kitevos
hatvanyozas, exponencialis és logaritmusfiiggvények, trigonometrikus fiiggvények
és inverzeik. Ezeknek egy részét egy-egy komplex hatvanysor segitségével foggjuk
definidlni, de ehhez el6bb levezetjiik a komplex hatvanysorok alapveté tulajdon-
sagait.

Definicié (c koriili hatvanysor)

o0
an(z—c)" =ag+ai(z—c) +az(z—c)’>+... (c,a, €C; 0°=1)

n=0

A kézéppontban sziikségiink van a 0° hatvdnyra; ezt 1-nek definidljuk.

\ J

A komplex hatvanysorok esetében mindig a legegyszertibb, pontonkénti kon-
vergenciat fogjuk hasznalni, de meg fogjuk kiilonboztetni azokat az eseteket, ami-
kor a sor abszoliut konvergens, vagy valamilyen halmazon egyenletesen is konver-
gens.

Példak

0 Zn
. > — az egész sikon konvergens
n=1T

o0
e > n"(z—2)" csak a z = 2 pontban konvergens
n=1

0
o > 2" az egységkor belsejében konvergens, a korvonalon és kiviil di-
0

n=
vergens
®© (z41)"
Y s
n=1 n
divergens

)

n=1

a —1 kozéppontu zart egységkorlemezen konvergens, kiviil

Zn 7’ V4 .. . 7’
— a zart egységkorlemezen konvergens, kivéve a z = 1 pontot
n
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Az utolsé példa nem trividlis. A z = 1 esetben a sor a jol ismert harmonikus
sor, amelynek Osszege 0. A z = —1 esetben az 1 — % + % — % + — ... konvergens
Leibniz sort kapjuk. Az egységkorvonal tobbi pontjaban az Abel-atrendezés nevii
technikaval bizonyithatjuk, hogy a sor konvergens.

A fenti példdkban a konvergenciahalmaz vagy valamilyen korlemez, vagy egyet-
len pont, vagy a teljes sik. Ezeket is tekinthetjiik elfajulé korlemeznek, amelynek
sugara 0, illetve oo, Ezzel a kiegészitéssel altalaban is igaz, hogy a konvergencia-
halmaz egy korlemez.

a0
e A 2 a,(z — ¢)" hatvanysor konvergenciahalmaza egy ¢ kézéppontu

n=0
korlemez, a sugarat hivjuk a sor konvergenciasugaranak. A konver-

genciasugar lehet 0 és oo is.

o A korlemez belsejében a sor abszolut konvergens, kiilsejében divergens;
a hataron sokféle eset el6fordulhat.

o Barmilyen, kisebb sugart koérlemezen a sor egyenletesen konvergens.

Megjegyzés. Az abszolut konvergens sorokat szeretjiik, mert mindenféle ma-
chindciot szabadon elkovethetiink, az egyenletes konvergencia pedig jol jon majd,
amikor integralni akarunk.

Bizonyitas. Legyen

a0
K = {ze C: Z an(z —c)" konvergens} és R =sup (\z—c] 1z € K}.

n=0

A definici6 szerint K < B(c, R), ezért a B(c, R) korén kiviil a hatvanysor diver-
gens.

Vegiink most egy r < R szdmot; azt akarjuk igazolni, hogy a B(c,r) kérle-
mezen a sor egyenletesen abszolut konvergens; ehhez a Weierstrass-kritétiumot
fogjuk hasznalni.

Mivel r < R, van olyan zg € K szdm amelyre |z — zg| > r. Ebben a pontban
a hatvanysor konvergens, ezért a tagjai 0-hoz tartanak. Ebbol csak arra lesz
sziikségiink, hogy az a,z{ sorozat koratos; van egy olyan M > 0 szam, amelyre
barmely n esetén |a, 2| < M.

Ezek utan barmely z € B(c,r) szamra és n indexre

n n n r ! r '
o =] <l = fntzo 1 () < v (1)
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n
_ r
A hatvanysort a B(c,r) halmazon egyenletesen majoralja a >, M - | |)
20 — C
sor. Ez a sor egy mértani sor, a hanyadosa 1-nél kisebb, tehat konvergens. A
Weierstrass-kritérium szerint tehat a hatvanysor az B(c, r) halmazon egyenletesen
konvergens.
Az R-nél kisebb sugaru kérlemezek unidjaként az egész B(c, R) nyilt korlemez

eléall, tehat a kor belseében a hatvanysor pontonként konvergens.

A konvergenciasuarat kifejezhetjiik az egytitthatok abszolut értékeivel.

Tétel (Cauchy-Hadamard tétel)

Q0
A Z a,(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara

n=0

R 1
lim sup ¥/]an,|

Ha a limsup értéke 0, akkor a konvergenciasugar végtelen, tehat a sor az
egész sikon konvergens.

Ha a limsup értéke végtelen, akkor a konvergenciasugar 0, tehat a sor csak
a kozéppontban konvergens.

\ J

Bizonyitas. Elég ¢ = O-ra.

(a) Ha z az R sugart korlemez kiilsejében van, vagyis
|z| > R, akkor limsup {/|a,| > ﬁ Emiatt végtelen sok
olyan n index van, amelyre {/|a,| > ﬁ Az ilyen n-ekre
/\an| - |z] > 1, tehat |a,2"| > 1. Akkor viszont a sor
tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.

(b) Vélasszunk most egy tetszéleges 0 < r < R sugarat, és vizsgaljuk a sort
az r sugaru zart korlemezen. Legyen % <m < %

Mivel limsup {/|a,| = £ < m, elég nagy n esetén {/|a,| < m. Akkor pedig
barmely z < r-re |a,z"| < m™r™ = (mr)", a hatvanysor egyenletesen majorélhaté
a > (mr)" konvergens mértani sorral. Tehdt, a Weierstrass-kritérium szerint az r
sugaru zart korlemezen a sor egyenletesen abszolit konvergens.

Ez barmely r < R esetén elmondhaté, tehat a sor a R sugari kor belsejében
abszolut konvergens.
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Tagonkénti differencialas

Lemma

Tegytik fel, hogy az f(z) =

D18

a,(z —¢)™ hatvanysor konvergenciasugara R.
0

n

o0
(a) A tagonkénti derivdltakbol all6 > na,(z — ¢)"~! konvergenciasugara

. n=1
is R.

(b) A konvergenciakor belsejében f differencidlhaté.

(c) A konvergenciakér belsejében f/(z) = Y na,(z —c)"!, vagyis szabad

ANGE

1
tagonként derivalni.

0
Zanz—c Znanz—c
n=0

Bizonyitas. (a): Z na,(z—c)""! konvergenciasugara ugyanaz, mint Z na,(z —
n=1

o) konvergen(:lasugara ami

= R.

1 1 1
lim sup W lim sup ( Un 4"/]an|> lim sup < |an|
——
—1

(b,c): Ismét ¢ = 0; z tetsz6leges pont a koron belill, és |z| <7 < R.
Tudjuk, hogy az Y n|a,|r" ! sor konvergens.
Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r.



Az n-edik tag az a, - nz"!

hatarértéket felcserélni.

szamhoz tart. Jo6 lenne a szummat és a tagonkénti

Qo0

£

Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan N, hogy Z nla,|r"! < 7
n=N+1

Ezekhez van olyan 0 < § < r — |z|, hogy w € B(z,0) és 1 < n < N esetén

‘an (w44 2" = na" T < S dgy

w—z

.f(w) - f(Z) i n—1 = n—1 n—1 n—1
LA S A Nanp 2 =Zan(w +...+z —nz ) <
n=1 n=1

Q0
_ _ _ _ € 5
Gn(wn1+...+z” 1)—nanz" 1‘4— E |an]-2nr"1<N-ﬁ+2.1:g,

N
<,

n=1 n=N+1

Alternativ befejezés: (Ez véltozat mértékelméleti eszkozoket is haszndl.)

A
(*) sort dominalja az Y. n|a,|r" ! konvergens sor, mert |a, (w" ™! +...+ z”_l)‘ <

|ay| - nrm =t

A dominalt konvergencia tétel miatt az Osszeg és a w — z hatarérték felcserélhetd:

o 1) = £2)

o0

= lim Z an (w”f1 + w2+ z”fl) =
w—z w—z w—z 1
e

Q0

[oe]
= Z 1})1312 (an ("' +w" P+ z”’l)) = Z an - nz""1L.

n=1 n=1

» f(2) a konvergenciakor belsejében holomorf.

» f(2) a konvergenciakor belsejében akarhanyszor differencialhato.

F*(e)

o ak = —

k!

0 0
« A hatvanysor egyértelmii: Ha >} a,(z —¢)" = > b,(z — ¢)™ a ¢ pont
0 n=0

n=
egy kornyezetében, akkor a, = b, minden n-re.

Példa. Az eqységkor belsejében

1

=1+z2+22+22+... = .
f(2) z+ 2+ 2 T
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Nézetre emelve:

-t (59) (B) -5 2 #- 3o

m=0 k=0 m+n=k k=0

Négyzetre emelés helyett tagonként derivilva:

f(z) = 1 _12>2 = (Z:;)Zn> = ;(2’")/ = ;nz -

26
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4. Elemi fiiggvények

Exponencialis, logaritmus és trigonometrikus fliggvények. A logaritmus és a hat-
vanyfliiggvény értelmezésének problémai, tobbértéki fliggvény holomorf dga.

Elemi fiiggvények definiciéi

A val6sbol ismert hatvanysorokat kiterjesztjitk komplexre:

Definicid

o 2" 22 23 2t 25 S8
n=
2 % 2 4 6 .8
NV A 222
COSZ_,;)( Vo~ "o a ate T
2 2%k-+1 3 5 T L9
, z 2 22 2 oz
San:Z(—l)m:z—§+g_ﬁ+§_+..'

k=0

Ezek a sorok az egész sikon konvergensek.

Bizonyitas. (a,b) trivi a hatvanysorbdl.
(c): Rogzitjik a s = z + w szdmot. Legyen f(z) = e

z s—z
- e .

f konstans, f(z) = f(0) = e®.

Tehat €* - eV = % - 577 = 5 = e*TY,
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Alternativ bizonyitis a (c) részre:

:iiz| — k)

&1 S 1 (& (n _ S n! o
Z::TTZ-FU} Zn<kz_lo(k>zkw" k>_2nl<2k'(n_k)|2kw k)

n=0

S i rem-(BE)

n=0k=0

-

e =cosz+1isinz, e * =cosz—isinz

e" Y = e (cosy+isiny); e* # 0; le*] = eR°?  arge* =Imz
(mod 27)
e” periodikus 277 szerint
e® sehol sem 0.
e + e eV + eV eY —ev
cosz = ———; cos(x + yi) = ———cosx +i————sinx
2 2 2
) eiz o e—iz ) ) e¥ 4+ 7Y . ,€y —e Y
sinz = ——— sin(z + yi) = — sinzt+i———cosz
i

cos z és sin z periodikus 27 szerint
(cosz) = —sinz, (sinz) = cosz

A valés tengelyen kiviil cosz és sinz sehol sem 0. A cosz és sin z
gyokei a valésbél ismert (k + %)7‘(, iletve km pontok.

A cos z és sin z fliggvények nem korlatosak.

A megszokott trigonometrikus azonossagok érvényesek

Bizonyitas.
. o (iz2)2 (i) (i)t (i2)° (i2)® (i2)T (i2)® (i2)°
T T T R T R R T (R
A 23+Z5 A +isi
= _ — _—— — — 7 _— = = — — COS 2 7811 2.
STRTRNT TR

Példéaul

COSZ-Ccosw — sin z - sinw =

6Z’L + efzz ewz + e*’w’t eZ’L _ efzz ewz _ efw’L

2 2 21 21
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(ezi + e—zi)(éu)i + e—wi) + (ezi _ e—zi)(ewi _ e—wi)

4

e(z+w)i + e—(z+w)i

= = + w).
5 cos(z + w)

A t6bbi azonossagot ugyanigy lehetne ellenérizni.

Kovetkezmény

A komplex exponencidlis fiiggvényt alkalmazva

« minden viszszintes egyenes képe 0-bdl kiindul6 félegyenes;
« minden fiiggdleges egyenes képe 0 kozéppontu kor,

» vizszintes egyenesekkel hatarolt sav képe 0 csicsu szogtartomdny.

T

exp z
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Kovetkezmény (elemi fiiggvények hatarértékei, ha Imz — +o0)

fliggvény y— 40 | y— —©
eiz: efy+m' 0 o0
e =V = — Q0 0
e’LZ
eiz 4 e—iz
cosz= ———— o0 0
2
) eiz o 6—iz
sinzg= —— 00 0
21
. .62722 -1 1 o 6—21'2 '
gr= —f—— = —fj————— 7 —1
ez + 1 1 4 e—2iz
) e 41 14e % .
ctg == Z€2iz_1 T e —t t

Komplex logaritmus

Roézsaszinili alom: Van-e komplex logaritmus?

Olyan log z fiiggvényt szeretnénk, amelyre z # 0 esetén

y = 6logz7
vagyis
| | _ | logz‘ _ _Relogz z _ log 2z = Im]l
Zl = |e =€ es argz = arge = Imlog z,
vagyis

Re(logz) = log |z| és Im(logz) = argz
——

valés log

.. 00 ... és még differencialhat6 is legyen (de legalabb folytonos).

Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egész C\{0} sikon,
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ezért nincs az egész sikon értelmes logaritmusfiiggvény.

o Prébalkozhatunk tobbértéki fiiggvénnyel, minden nemnulla szamnak végte-
len sok logaritmusa lesz

o Vagy minden szamhoz csak egyetlen értéket valasztunk, de akkor cserébe
nem minden szamnak lesz logaritmusa.

Milyen D tartomanyokon létezik logaritmusfiiggvény?

o Szemléletesen, ha a tartomény (vagy a tartomdnyban egy zart gorbe) "meg-
kertili" a 0-t, mint a balolali &bran, akkor nem létezik arg z-nek és log z-nek
folytonos aga D-n.

o Ha a tartomany "nem keriili meg" a 0-t, mint péladul a jobboldali dbran,
akkor létezik D-n folytonos argumentum- és logaritmusfiiggvény.

arg = 27

0
\\_L// arg =m arg =0

Hamarosan megvizsgéaljuk precizebben.

Definicio

A logaritmus "f6értéke": Nem értelmezziik a nempozitiv valos helyeken.

logz = log |z|+i-argz, —T<argz<T
——
valés log
z
arg z
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Ha a D tartomanyon létezik a log z-nek folytonos aga, akkor ez holomorf is,

1
és (log 2)! = -
és (log z) ;

Bizonyitas. Legyen b € D tetszéleges és a = logb. Az inverz fliggvény diffe-
rencialasi szabalya miikodik: e® = b, logb = a, e diffthat6 és a derivaltja nem 0,
tovabba log z folytonos b-ben. Tehat,

(log 2)’

=b (ew)"wfa v b

A logaritmus azonossagai

A valés szamkorben érvényes log(ab) = loga + logb azonossidg nem marad érvé-
nyes, hiszen magat a logaritmust is csak modulo 27i értelemben ismerjiik, tehat
komplexben legfeljebb csak annyit mondhatunk, hogy

log(ab) = loga + logb (mod 2mi).

Amikor a logaritmus egy holomorf agat vessziik egy specidlis halmazon, akkor a
végtelen sok lehetséges érték koziil ragadunk ki egyet. Barmilyen logaritmus agat
(vagy dgakat) valasztunk is, lesznek olyan esetek, amikor loga, logb és log(ab)
koziil valamelyik nem értelmezett, de még ha értelmesek is, akkor is lehetnek
olyan a, b parok, amikor log(ab) és log a+log b nem ugyanaz, hanem a kiilénbségiik
2mi-nek valamilyen tobbszorose.
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o Ha a logaritmus foértékét vessziik, akkor

— a nempozitiv helyeken nincs értelme a logaritmusnak, igy példaul
? %) .
log(—1) = logi® = 2logi

baloldala nem is értelmes;

— példdul az a = b = €*™/? esetben az argumentum "tdlesordul":
471 211
loga + logb = %Z mig log(ab) = —%Z.

o Ha a logaritmus féértékéhez 1007mi-t hozzdadunk, az is egy logaritmus
ag, és példaul
log1? = log 1 + log 1 — 1007i.

Hatvanyozas
Megprobalkozhatunk az
a’ =exp (b- (loga + k - 27i))
képlettel. Ez az olyan tartoményokon értelmes, ahol van logaritmus.

o Az egész kitevés hatvanyokkal nincs gond; ha b € Z, akkor loga minden
értéke ugyanazt a hatvany értéket adja.

« Racionalis, de nem egész kitevo esetén véges sok lehetséges érték lehet, pél-
daul minden komplex szamnak két négyzetgyoke van; irraciondlis kitevo
esetén végtelen sok érték létezik.

o Fix alap esetén loga kiillonbo6z6 értékei kiillonbozo a® = exp (z -loga) figg-
vényeket adnak. SOt, mar az 1% alaku fiiggvényekbdl is végtelen sok van...

o Megallapodas: ha a fix pozitiv valds, akkor a valds értékli logaritmust
vessziik, ezzel a valds exponencialis fliggvényeket terjesztjik ki.

« Ha egy tartomanyon létezik log f(z)-nek holomorf aga, akkor a logaritmus
mindegyik 4gabol kapunk egy-egy lehetséges f(2)9*) = exp (9(z) - log f(2))
figgvényt, ezek koziil valaszthatunk.
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A hatvanyozas azonossagai

Rogzitett alap esetén érvényben maradnak az a**" = a® - a¥ és a*" = a*/a"

azonossagok, és ezek kovetkezményeként egész n szamok esetén az (a*)" = a"* is,
mert mindig ugyanannak az alapnak ugyanazt a logaritmusat vessziik:

zt+w w-loga __ a® - a¥

a _ e(erw)-loga

z-log a+w)-loga z-loga

=€ =€ - e

és

z-loga z
_ ez'loga—w)-loga _ € _ i
ewloga v’

Z—w

a _ e(z—w)'loga

Pozitiv valés alapok esetén az (ab)* = a*-b* azonossag is érvényes marad, mert
a megallapodasunk szerint mindharom alapnak a valés logaritmusat hasznaljuk,
és ott érvényes a log(ab) = loga + log b azonossag:

(Clb)z _ 6z~log(ab) _ ez~(loga+10gb) _ €z~10ga+z-logb) _ ez-loga . ez-logb) = a® b
Vegyes komplex alapok esetén évatosan kell eljarnunk, a valosbol ismert kép-

letek csak akkor maradnak érvényesek, ha mindenhol a megfelel6 logaritmusokat
valasztjuk.
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Elemi fiiggvények képei

Exponencialis fiiggvény és Mercator-térkép

exp 2z

Az exponencialis fliggvény 27i szerint periodikus. Ha Rez — 400, akkor
e — o, Rez — —a0 esetén pedig e* — 0, ezért latjuk a jobboldalon a Déli-, a
baloldalon pedig az Eszaki-sarkot.
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Az exponencialis fiiggvény képébdl —90°-os elforgatassal elforgatva kapjuk az
e~ fiiggvény képét, ami egy fiiggbleges irdnyban végtelen, 27 széles savokbdl 4ll6,
periodikus térkép, az ugynevezett Mercator-térkép. A térképet végtelen hengerre
csavarhatjuk; a henger felsé idedlis pontja felel meg az Eszaki-, az als6 idedlis pont
a Déli-sarknak.

Mercator-térkép végtelen

e~ % Mercator-térkép

hengerre csavarva

Az e fiiggvény derivaltja, —ie~* sehol sem 0, ezért a Mercator-térkép min-
denhol szogtarto.
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Szinusz és koszinusz

COS z

sin z

A cosz = sin(z + ) azonossidg miatt a cosz és sinz képe egymds eltoltja.
| Im z| — o0 esetén cos z — o0 és sin z — o0, ezért latjuk a kép alsé és felsd részén
a Déli-sarkot.

Erdemes megkeresni a derivaltak nullhelyeit, ahol a fiiggvények nem szogtar-
tok.
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Tangens és kotangens

tg 2

ctg z

A ctgz = tg(} — 2) azonossig miatt a ctgz és tg 2z képe egymas kézéppontos
tiikkorképe. Ha Im z — oo esetekben a fiiggvények hatarértéke +i, az ¢ az Indiai-,
a —i a Csendes-6ceanban van.

A tangens- és a kotangensfiiggvény derivaltja sehol sem 0, cserébe vannak olyan
pontok, ahol a fiiggvények (hatér)értéke co.
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5. Komplex vonalintegralok

Rektifikdlhaté folytonos gorbén vett folytonos fiiggvény vonalintegralja. Atirds
Riemann-Stieltjes integralokkal. Atirds Riemann-integralld, ha a gorbe folytonosan
differencidlhaté. Atparaméterezés, additivitds, linearitds. Trividlis felsé becslés.
Helyettesitéses integralas. Newton-Leibniz formula.

Folytonos gorbék
Lényegében ugyanigy, mint R2-ben
o Gorbe: 7 : [a,b] — C, t— x(t) + y(t)i, Y=+ yi

» Folytonos, diffhatd, folytonosan difthaté stb., ha ~(¢), illetve x(t) és
y(t) folytonos, diffhaté, folytonosan diffhaté stb.

o A gorbe hossza a beirt torottvonalak hosszanak szuprémuma: £(7) =
sup{Z?zl () = ytim)| ca=th <t1 < ... <ty = b}. A gorbe
rektifikdlhato, ha a hossza véges

o Atparaméterezés: h : [c,d] — [a,b] szig. mon. noévS bijekeid; az 1]
gorbe yo h

o A gorbe megforditasa: h: [c,d] — [a,b] szig. mon. csokkend bijekcid;
az 1j gorbe yo h

o Zart gorbe: y(a) = (b)
o Egyszerii gorbe: v injektiv.

o Jordan gorbe: Olyan zart gorbe, melyre v [a, b)-re megszoritva injek-
tiv.

» Folytonos gorbe atparaméterezései is folytonosak.

A gorbe hossza nem fiigg a paraméterezéstol.
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Komplex vonalintegral

Definicié (komplex vonalintegral)

Legyen v : [a, b] — C folytonos gorbe,és f(z) olyan komplex fiiggvény, amely
értelmes v pontjain.

Az f(z) figgvény komplex vonalintegrilja a v gorbén az I € C szdm, ha
minden £ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy az [a,b] paraméterintervallum
barmely, J-nal finomabb a = ¢y < t; < ... < t, = b felosztasara és 7; €
[ti—1,t;] (j = 1,2,...,n) paraméterértékekre

<E.

Zn:f(v(fj)) (v(t5) —(t-) — 1

Jele: Sw f(2)dz, Svf

(a) Ha v rektifikalhaté folytonos gorbe, és f folytonos, akkor a 87 f(z)dz
vonalintegral létezik.

(b) Ha v : [a,b] — C szakaszonként folytonosan differencidlhato, és f
folytonos, akkor § f(2)dz = SZ Fiy@)) - ~(t)de.

Bizonyitas. Legyen v =z + yi és f = u + vi. (a) Az integrdkozelit osszeg

iKU(V(Tj)) - v(”Y(Tj)Z) 'g(x(tj) —x(t;-1) + (y(ty) — y(tj—l))o B

F(v(75)) (i) —v(tj-1)

# Y3 0(0m) () = olty-1)) = 3 0(a() - (ult) — wlts0)
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Ez a négy ésszeg az Sb (t))dx(t), az Sb ), az Sb dx(t), illetve
az S R1emann Stieltjes integral egy-egy kozehto Osszege.

AZ U o 7 Stb integrandusok folytonosak, a x(t),y(t) integratorok korlatos
valtozasuak, tehat mind a négy RS integral létezik.

Ha a felosztas elég finom, akkor mind a négy kozetito osszeg /4-nél kézelebb
lesz a megfelel6 RS integralhoz. Tehat a vonalintegrél is létezik, és

b b b b
Jf@MZ=fuh@ﬁﬂﬂHJUWMMwﬂﬂfvhﬁwmw—Jvh@ﬂ%ﬂ

a a a

(b) Ha x(t) és y(t) is szakaszonként folytonosan diﬂereneiélhat(’) akkor mind a
negy RS integral Atirhaté Riemann-integralld, pl. S (t))dx(t) = SZ w(y(t))z(t)de,

Lf@mz:

b b b
- [Cutonitoae i | ut@niea i |

a a

b

vwwmww—fvwmwma=

a

_ f b (utr0) + 000 - (i) + 0)i )t = f H ) Ao

a

. Trétel

Ha v, a v egy atparaméterezése, akkor

B

(Ha az egyik létezik, akkor a mésik is.)

Bizonyitas. Legyen v, = yoh, h: [c,d] — [a,b] szig. mon. névé, egyenletesen
folytonos. Tegyiik fel, hogy Sw f 1étezik.
Vegyiink egy tetszoleges e-t; ehhez létezik a definicionak megfelel6 §. Ehhez a
d-hoz 1étezik n > 0, hogy u,v € [¢,d], |u — v| < n esetén |h(u) — h(v)| < 0.
Hac=wu <u <...<u, = degy n-nal finonabb felosztasa [c, d]-nek, és
v; € [uj_1,u;], akkor a = tg = h(ug) < t; = h(uy) < ... < t, = h(u,) egy 6-nal
finomabb felosztasa [a, b]-nek, 7; = h(v;) € [tj_1,t;], és

Zn: ’Yl U] ’Yl(uj) Y(uj-1)) = 1| = Zn: () — ’y(tj,l)) —I|<e.
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5.1 Tétel

o Ha v a vy és 7, egymds utan fiizése, akkor

el

(Ha az egyik oldal 1étezik, akkor a masik is.)

e Ha v, a y-nak megforditdsa, akkor Sm f=- Sw f.

. §, 1z = () ~1(0)

« Ha§ f(2)dz és§ g(2)dz létezik és ¢, d konstansok, akkor

L(c )+ d-g(2)ds = c- Lf(z)dz fd Lg(z)dz.

\ J

Bizonyitas. Ugyanaz, mint valés vonalintegralokndl.

A vonalintegral egy alternativ definicigja

Legyen v : [a,b] — C rektifikdlhato, folytonos
e A dv egy korlatos valtozasu Lebesgue—Stieltjes mérték, a totalis va-

e A vonalintegral a f o~ fiiggvény Lebesgue-Stieltjes integralja a dvy
mérték szerint.
e Minden Borel-mérhetd fiiggvénynek értelmes a vonalintegralja

e A vonalintegrél linearis

e A vonalintegral additiv

Lemma (trivialis becslés)

Ha a gorbe pontjaiban |f(z)| < M, akkor

L F(2)dz

Bizonyitas. A becslés minden integralkozelité Osszegre igaz:

n
<
j=1

< M - L(y).

3£ - ()~ 2t-0)| < 3 6ED| e 5] <
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i ) ()| = M 2 Aty )| < M- U().

]:

Legyen v rektifikalhato folytonos gorbe; fi, fo, ..., a v pontjaiban folytonos
fiiggvények.

o Ha f,, — g egyenletesen, akkor Sv fn — 57 qg.

e Ha ) f, = g egyenletesen, akkor )] Sw [ = Sw q.

. J

Bizonyitas. Az egyenletes konvergencia miatt g is folytonos.
J f n J g ‘ =
v v

Miért szabad vonalintegralokat felcserélni?

< (mgx | fr — 9|> L(y) — 0.

(fn - g)

El6fordul, hogy valamilyen kétvaltozds f(z,w) figgvényt mindkét valtozéja a sze-
rint vonalintegralunk egy-egy goérbén, és szitkségiink van a két integral felcserélé-

sére:
J ( f(z, w)dw) dz < J < f(z, w)dz) dw
Z€M WEY2 WEY2 ZEV1

Mindig folytonos fliggvényeket integralunk rektifikalhaté gorbéken. Ha mind-
két gorbe folytonosan differencialhaté, (specidlisan ha mindketté egyenes szakasz),
7 ¢ [a,0] = C és 1 @ [c,d] — C, akkor az Analizis3-bdl tanultak mitkddnek: a
lebontési tétel miatt

Le% < s f(z, w)dw) dz = Lbza (Ldzc F(n(), ’)/2(u))"}/2(u)du) A (t)dt
B J(t welab] x [ed] F((1(8), 72(w) 41 (8) Fo () dtdu.

A lebontasi tétel bizonyitasat is meg lehetne ismételni Riemann- helyett vo-
nalintegralokkal.

A Fubini-tétellel, mint atomtolteti agytval is le lehet 16ni a kérdést. A rekti-
fikalhat6 gorbe egyben (véges) komplex mértéktér is, a totalis varidci6 az ivhossz,
a vonalintegral a komplex mérték szerinti integral.

A Fubini-tételhez két dolgot kell ellendrizniink: az integrandus, a f(z, w) fiigg-
vény mérhet§ és korlatos (mert folytonos), tovabba |f|-nek a totdlis varidciok
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szerinti integralja véges:

LEM (Lew }f(z’w)||dw|>|d2| < () - £(75) - max | f(z,w)| < 0.

Newton—Leibniz formula

Tétel (helyettesitéses integralas)

D . F(D) )
t B z=901) L » w=F(z) — =
a b /_.}/ Foxy

Legyen D c C tartomény, v : [a,b] — D rektifikdlhat6 folytonos gorbe, F :
D — C folytonosan differencialhato, tovabba h az F' o v pontjain folytonos
fiiggvény. Ekkor

o Az F o~ gorbe is rektifikalhato, és

. Lwh(w)dw _ J WF(2)) - F'(2)dz.

v

Tétel (Newton—Leibniz formula komplex vonalintegralokra)

Legyen D < C tartomdny, v : [a,b] — D rektifikdlhat6 folytonos gorbe,
F : D — C folytonosan differencidlhat6. Ekkor

f F(z)dz = F(y(8)) — F(1(a)).

A Newton—Leibniz formula a helyettesitéses integralas specidlis esete h = 1-

gyel.
Bizonyitas. Eloszor ha v szakaszonként folytonosan differencialhato:

b

JFovh(w)dw - J bh(F(y(t)))(F(q/(t)))/dt - J h(F(y(t)))(F’(v(t)).y(t))dt

a a

L WE(2)) - F/(2)dz = f ’ (h(F(y(t))) -F’(v(t))) (),

a

ugyanaz.
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Minden torottvonalnak 1étezik szakaszonként folytonosan differencialhato pa-
raméterezése, tehat a helyettesitéses integralas képlete igaz tordttvonalakra is.

A ~-nak van egy olyan r sugara zart megvastagitasa, amely teljes egészében
D-be esik. Ez a megvastagitas kompakt, ezen F” és h egyenletesen folytonos és
korlatos, |F'| < M és |h| < H.

. ‘ ) \/K\F o
—_— w;
— o
tj—1t; r Wj-1
D

Most megmutatjuk, hogy F' o v rektifikalhaté.

Vegytik F o~y egy tetszbleges (wg, wy, . .., w,) beirt poligonjat; a csicsok éské-
pei y-nak egy (zo, 21, ..., 2,) beirt poligonjat adjik; véges sok tovabbi osztépont
beszurasaval elérjiik, hogy ~v-t r-nél kisebb atméroji ivekre osszéak.

Az (F o ~)-ba irt poligon oldalszakaszaira mar felirhatjuk a tételt a h = 1
fiiggvénnyel:

Mwy —wi] =)
=1 '
= Zn: J 1-F'(2)dz
j=1|Y[zi-1,%]

j=1
Tehét F o~y tényleg rektifikalhat6. A § Foy h(w)dw vonalintegral is biztosan 1étezik.

f 1dw
[wj—1,w;]

< ZM |z; — zj_1] < M - L(7).
=1

A képlet bizonyitasa: Vegyiink egy ¢ > 0-t. Valasszuk a tg,...,t, 0szto-
pontokat olyan siirtin, hogy mindkét integralhoz e-nal kozelebb legyen a megfelel
integralkozelito Osszeg, és a v egy-egy ivének konvex burkan belil F’ megvaltozasa
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e-nal kisebb legyen.

Lw h(w)dw — f h(F(2))F'(2)dz

v

+

| htwpdw = 3. hwyw; = s

+ iMF(ZJ))F,(ZJ)(Zj - Zj—1) — J h(F(2))F'(z)dz|+
* Zn: (h(w])(w] wj—1) — h(F(2)) F'(2)) (2 — zj-1)| <

n
<2€+HZ <
j=1

L ) (Fe) - P

<2+ H ) e |z — 2| <2+ HU(y)) -«
j=1
Ez tetszolegesen kicsi e-ra igaz, tehat a két integral egyenld.

Integraljuk a z — z fiiggvényt az y = 22 parabola 0 és 1 + i kozotti fvén.

1. megoldas: Legyen v(t) =t + it* (0 <t < 1), akkor ¥(¢) = 1 + 2it,
1 1 1
1 1
f zdz = f (t +it*)(1 + 2it)dt = f (t+ 3it* — 2t%)dt = | =t +it® — | =1,
¥ 0 0 2 2 0
2. megoldas: Mivel z = (32?)’, a Newton—Leibniz formula szerint

o 1 2:1

L 2dz = A(1) — 59(0 =

1
5 (1+@')2—§02:¢.

Ivhossz szerinti integral

Az ivhossz szerinti integral ugyanaz, mint kétvaltozos valésban, ezért nem defini-
altuk kilon.
Ha 7 : [a,b] — C elég sima gorbe, akkor a szokdsos 4tirds Riemann-integralla

[ s = [ = s ol
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Ivhossz szerinti integral az egységkorvonalon

Az egységkorvonal szokdsos paraméterezése z = y(t) = e''; amikor a vonalintegralt
és az ivhossz szerinti integralt atirjuk Riemann-integralld,

L_l f(z)dz = Lf(z)dz = f:; Feh) - iettdt,

illetve

L_l f(2)|dz| = Lf(z)|dz| = f:; FeM)dt;

ebbdl is leolvashatjuk a jeléléseket, hogy dt = |dz| és dz = iedt = iz|dz].
Geometriailag, amikor a kérvonalon a z pontbdl a z + dz pontba lépiink, a dz
irdnya iz, a hossza |dz|, vagyis
dz
dz = iz|dz|, |dz| = —.
1z
Ezeket a képleteket akkor hasznalhatjuk, amikor vonalintegralt akarunk ivhossz
szerinti integralla atirni vagy forditva.
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6. Cauchy-alaptétel

A primitiv fliggvény létezésének kapcsolata a vonalintegrél eltiinésével. Goursat-
lemma és altalanositasa. Cauchy-alaptétel konvex, és csillagszeri tartomanyra.
Holomorf fiiggvénynek minden konvex/csillagszeri tartomanyon van primitiv fiigg-
vénye. Homotop gorbéken a vonalintegral megegyezik. Példa arra, hogy nem egy-
szert tartomanyon a Cauchy-alaptétel nem igaz.

Folytonos fiiggvény primitiv fiiggvénye

6.1 Tétel (A primitiv fiiggvény létezése)

Legyen D < C tartomany, f : D — C folytonos. Ezek ekvivalensek:

(a) f-nek létezik primitiv fiiggvénye: valamilyen F' € O(D) fuggvénnyel
f=F.

(bl) Koézos végpontt, D-ben fekvé rektifikalhato folytonos gorbéken f vo-
nalintegralja egyenlé.

(b2) f komplex vonalintegralja 0 minden D-beli zért, rektifikdlhaté folyto-
nos gorbén.

(c1) Koézos végponti, D-ben fekvé torottvonalakon f vonalintegralja egyen-
16.

(c2) f vonalintegralja 0 minden D-beli zért torottvonalon.

Bizonyitas. (a)==(b): kovetkezik a Newton—Leibniz
formulabol.

(b)==(c): trivi (minden TV egyben rektifikdlhaté foly-

tonos gorbe is).

(c)=(a): megismételjitk a valds fiiggvényeknél latott
bizonyitast. Kijeloliink egy zo € D kezd6pontot, és F-et

igy defindljuk: F(z) = Sv f(w)dw, barmelyik zo-t z-vel 20
0sszekot6 vy torottvonalon. A (c) tulajdonsdg miatt a
vonalintegral értéke fiiggetlen a torottvonaltol.

Azt kell még ellendrizni, hogy tényleg F'(z) = f(2).
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Vegyiink egy tetszoleges z € D pontot. Azt fogjuk iga-
zolni, hogy F'(z) = f(2).
Legyen ¢ > 0 szintén tetszoleges.

Az f folytonos z-ben, tehat van olyan 0§ > 0,
hogy B(z,§) € D, tovdbba minden (€ B(z,0)-ra
1f(Q) = f(z)] <e. 0

0 < |w—z| < esetén

Fwwwww:[]ﬂmxzﬁ]f@«+£ RUCENIEIEE
_ uxw—@+f (F(O) — F(2))dc.
[z,w]
Py - o) - s =) = | [ (0 - r)ag
[z,w]

< (swp [£(Q) = F)]) - lw— 2l <=+ w21,

Celz,u]
F - F
w—z
F - F
Tehéat lim M = f(z); az F fiiggvény differencidlhaté a z pontban, és
F'(z) = f(2).

Ez minden z € D pontban igaz, tehat I’ primitiv fiiggvénye f-nek.

Holomorf fiiggvény primitiv fiiggvénye

Lemma (Goursat-lemma)

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
Ha A irdnyitott haromszogvonal, a belsejével egytitt D-be esik, akkor

§o f(z)dz = 0.

Bizonyitas. Definidlunk egy Ag, Ay, ... haromszogsorozatot. A A, mentén a
vonalintegral I,, = § f(z)dz.

Az els6 haromszog maga a A: elem Ay = A, és azt akarjuk igazolni, hogy
Iy = 0.

Ha A, mar megvan, akkor a kozépvonalakkal négyfelé osztjuk, és A, 1 az a
negyed haromszog lesz, amelyen a vonalintegral abszolit értéke a legnagyobb.
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I
A négy integral Osszege I, tehat |I,,1] = |4n’;

1 A
Indukciéval |I,,[ > ’42|, a A, keriilete £(A,) = K(QH)

Legyen ¢ az a pont, amelyre a harmszogsorozat 0sszehizodik.

=N

A f differencidlhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f'(c) = b szdmokkal a ¢
kozelében f(z) ~ a + b(z — ).

Rogzitsiink egy tetszoleges € > 0-t.
Mivel f differencidlhaté e-ben, van olyan § > 0, hogy a B(c, ) kérben

[f(2) = fle) = f()(z = )| = |f(z) —a—b(z —c)| < e[z — .

Vegyiink egy olyan nagy n-et, amelyre mar A, < B(c, d).

A,

< || = f(z)dz

<
<
L Ay

A

<

f (a+b(z—c)) dz —i—f (f(z) —a—b(z—c))dz
Ay SY——— Anp

van primitiv fliggvénye

< 0+ max
ZEA,

f(z) —alz—c) + b‘ A, < (- 0(A)) (A, =¢- (£g€)>2
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Io| < - (A2

Ez minden e-ra igaz, tehat I, = 0.

Tétel

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
D

« Ha D csillagszert (pl. konvex), akkor f integralja 0 minden D-ben fek-
vO zart torottvonalon. Ha D csillagszerti, akkor f-nek létezik primitiv
fiiggvénye.

o f-nek minden pont kortl létezik lokélis primitiv fiiggvénye.

o Koz0s végponti homotop rektifikalhaté gorbéken f vonalintegralja
ugyanaz.

o Homotdép zart rektifikalhaté gérbéken f vonalintegralja ugyanaz.

o Nullhomotép rektifikdlhato zart gorbéken f vonalintegralja 0.

Tétel (Cauchy-tétel; Cauchy-féle integraltétel; Cauchy-alaptétel; a

komplex analizis f6tétele)

Ha D egyszeresen 0sszefiiggd tartomény, és f holomorf D-n, akkor minden,
D-ben fekvé rektifikdlhat6 folytonos zart v gérbén Sv f(z)dz = 0.

Ha D egyszeresen Osszefiiggd tartomany, és f holomorf D-n, akkor f-nek
létezik primitiv fiiggvénye.

1
Az — fiiggvény holomorf a C\{0} tartoményon, de a tartomany nem egysze-
z

resen Osszefliiggd.
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Szamitsuk ki a fliggvény vonalintegraljat az egységkorvonalon.

S
l2|l=1 <

(Jelolés: Slzfclz r azt jelenti, hogy a pozitiv irdnyitdsi korén integralunk.)

A kér egy paraméterezése z(t) = e (0 <t < 27); 2 = ie' avagy dz = ie'dt;

1 27 1 ] 27
f —dz = J — iettdt = J idt = 2mi.
|z|=1 t=0 €' t=0

(Ha 1étezne holomorf logaritmus a C\{0} tartomanyon, akkor az integral 0 lenne.)

z

Az irdanyitott kérvonallal homotép gorbéken az integral ugyanez.
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7. Cauchy-integralformulak

Cauchy-formula kérvonalon, konvex és csillagszerii tartomanyon. A derivaltakra
vonatkozé Cauchy-formula. Ha egy fliggvény egy nyilt halmazon egyszer differen-
cialhato, akkor akarhanyszor differencidlhaté. Gorbe pontra vonatkozo indexe. Az
index tulajdonsdgai. Az altaldnos Cauchy-formula gorbeindexszel (csak kimonda-
ni). A logaritmus létezése egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon.

A Cauchy-formula

Barmely c € C és r > 0 esetén

J dz o
= 4T1.
|z—c|=r z—=C

Bizonyitds. A korvonal egy paraméterezése z(t) = ¢+ re' (0 < t < 2m).

d 21 1 . 2m 1 ) 2w
J c_ f —— - 2(t)dt = f — riedt = f 1dt = 2.
|z—c|=r # — C 0 Z(t) —C o ret 0

Tétel (Cauchy-formula korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nél valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor bar-
mely, z € B(c, R) pontban

z=L de
&= 5m |

278 Jjy—e|=p W — 2

J

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |w — z| < r
esetén |f(z)—f(w)| <e. A |lw—c| = R koérvonal homot6p a |w—z| = r korvonallal,
gy

1 fw) 1 flw)
% |lw—c|=R w — Zdw - 277” |lw—z|=r w — Zdw a
B 1 1 1 flw)—f(z),
a f<z) ' Tm |lw—z|=r w — Zdw " 277” Jw—z|=r w—==z dw=
N 1 flw) = f(z)
= f(z) -1+ Tm jw_Z|:T ﬁdw,
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21

= f(w)dw—f<z>'=

270 Jjpee)=p W — 2

1 f(z) = f(w)
jwz—r

F@) gy — f(z)‘ = 0.

. . p 1
Ez minden ¢ > O-ra igaz, tehat |- S|wfc|:R )

Tétel (a dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, korlapra))

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb korlapon. Ekkor B(c, R)
belsejében a korlapon akarhanyszor differencialhato, és

Y n_‘ f(w)
() = o= j Rt

() _£<L f(w) >_
F(e) = dz™ \ 27 jw_csz—zdw B

L (an M)dw—ij - flw) dw.

278 )i —p \OZP W — 2 21 )y (W — z)7tl
lw—c|=R w—c|=R

Formalisan

J

Bizonyitas. Indukcié n szerint; n = O-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az
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allitas igaz n-re, akkor

(—z (—=z
L 1 n! f(w) n! f(w) B
a %l_rg C -z <27TZ jw—c=R (w - C)n—&-l dw= % |lw—c|=R (w - Z)n+1dw> B
o f(w) (W= = @ =gt
a %1_1’2 % jw—c|=R (U) - C)n-‘rl(w - Z)n+1 ' C -z dw =

i 2 7(w)
|

(=2 2mi w—c|=R ('LU - <)n+1<w - z)n-{-l

-((w—z)” +(w—2)"" w—-+...+ (w— )”)dw.

A korvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga
a korvonaltol d, akkor ¢ € B(z,%) esetén |w — (| >
%, és az integrandus ( — z esetén egyenletesen tart a :
(Mi(:;)%z-ﬂ - (n+1)(w — 2z)" fuggvényhez.

(Az egyenletes hatarérték felcserélhetd az Gsszeaddssal

és a szorzassal, és reciprokkal is, ha a nevezo limeszfligg-

vénye nem torlddik a 0-hoz.) Az egyenletes konvergencia

miatt a limesz és az integral felcserélheto:

Fm(z) = 27;:1'_ |=§_,Hi <(w — C)R{SI(UU)) — oy ((w —2)"+ .+ (w— )”)) dw =

W fw) mﬂyffw
= — l —————(n+1)(w—2)")dw = dw.

27i = <(w — z)2n+2 (n+ 1w =2) ) v 270 (w — z)n+2 v

|lw—c|=R |lw—c|=R

Egy masik lehetdség a korlatos konvergencia tétel alkalmazéasa. A koérvonalon
dz véges Lebesgue—Stieltjes mérték, |( —z| < g esetén az integrandus egyenletesen
korlatos, igy az integral és a pontonkénti limesz felcserélheto.

Utolsé lehetéségként (pl. vizsgan) hivatkozhatunk Nagy Bivaly baratsagara

is.

Kovetkezmény

Legyen D tartomany, f : D — C folytonos.
o Ha f holomorf, akkor akarhanyszor differencialhato.

o f akkor és csak akkor holomorf, ha lokdlisan létezik primitiv fiiggvénye.
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Ko6vetkezmény (Morera tétele)

Legyen D tartomany, f : D — C folytonos. Ha f-nek minden D-ben fekvo
haromszoglemez keriilete mentén 0 a vonalintegralja, akkor f holomof.

Definicié (gorbe indexe)

Legyen v rektifikalhat6, folytonos zart gorbe, és ¢ egy olyan pont, amelyen
~v nem megy at. A v gorbe c-re vonatkozo indexe, avagy ¢ koriili koriiljarasi
szama

1 dz

n(v,c) =ind,(c) = il
ol

\ J

1
Mostantol a 9 kvazi az integraljel része; a legtobb esetben az integréljelt
)

elkiséri...

« /e

v ‘ﬂ\

dz — d
d(arg(z — ¢)) ) P
z—c z—c

o d — _
f : =10gLCC= <log|zk—c|—log|zk_1—c|>+i~arg%
a - k-1 —

J = =Z(10g|zk—c|—1og|zk_1—c|)+@ > A(arg(z — ) = 2ri-n(3,¢).
Y

- cC =1 k=1

[\

~
0



Gorbeindex és egyszeres Osszefiiggoség

D
.C

Legyen D < C tartomany. Ezek ekvivalensek:
(1) D egyszeresen Osszeftiggd;

(2) Bérmely ¢ ¢ D-re és D-beli rektifikalhatd, zart folytonos v gorbére
n(y,c) = 0.

.

Az (1) = (2) trividlis. A (2) = (1) irdnyt most nem bizonyitjuk.

Ha a D < C korlatos tartomanyt a vi,...,v rektifikdlhato gorbék hata-
roljak, a kiils6 hatargorbe pozitiv, a belsé hatargérbe negativ iranyitasu,
akkor

(1) ce D esetén Y n(yj,c) =1

(2) c¢ D esetén Y n(v;,c) = 0.




Tétel (Altalanos Cauchy-tétel)
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(>

Legyen D tartoméany, f : D — C holomorf, valamint 1, . . . , v rektifikalhato
zart gorbék D-ben tgy, hogy barmely ¢ € C\D pontra Y n(v;, c¢) = 0. Ekkor

k
Z f(z)dz = 0.

Tétel (Altalanos Cauchy-formula)

Legyen D tartoméany, f : D — C holomorf, valamint 4, . . . , v rektifikalhato
zart gérbék D-ben gy, hogy barmely ¢ € C\D pontra Y, n(y;,c) = 0. Ekkor
barmely z € D esetén, amelyen nem mennek at ezek a gorbék,

Z i), e = (inmz)) 5.

A logaritmus létezése

Tétel

o Ha D egyszeresen 0sszefiiggo tartomany és 0 ¢ D, akkor létezik log 2-
nek holomorf 4ga D-n.

e Ha D tartomany, 0 ¢ D, és barmely D-beli zart gorbe 0-ra vonatkozo
indexe 0, akkor létezik log z-nek holomorf aga D-n.

Bizonyitas. Az otlet: Vegyiik 1/z egy primitiv fiiggvényét.

Barmely D-beli zart gorbének a O-ra vonatkozé indexe 0, tehat 1/z vonalin-
tegralja 0. Ezért 1/z-nek létezik primitiv fliggvénye D-n.

Vélasszunk egy zy € D kezdépontot, és egy olyan L(z) figgvényt, amelyre



1
L'(z) = = és eM*0) = 2 (az L-hez hozzdadhatunk egy konstanst).
z

Legyen h(z) = z - e L(); ekkor tehat h(z) = 1,

/
h'(z) = (z : e_L(z)> =e M) 5. e [/(2) =0,
——
1/z

ezért h konstans 1, tehat eX(?) = z; az L(z) fiiggvény a log z-nek holomorf aga.

Ha D egyszeresen Osszefiiggd tartomény, f(z) holomorf D-n, és sehol sem
0, akkor létezik log f(z)-nek holomorf 4ga D-n.

!/

Bizonyitas. Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja i Vegyiik ennek egy

f
primitiv fliggvényét.
/
Legyen {(z) = ?g? ; ez holomorf D-n. A D egyszeresen sszefiiggd, tehat £(z)-
z

nek létezik primitiv fiiggvénye. Vegyiink egy zo € D kezddpontot, és valasszunk
egy olyan L(z) fiiggvényt, amelyre L' = £ és e*0) = f(z). Legyen h(z) =
f(2)e~® ekkor tehat h(z) = 1,

/
W(z) = (f(2)e) = F(2)e7H0 = f(2)e™) L(z) =0,
——
I'1f
ezért h konstans 1, tehat e“() = f(2); az L(2) fiiggvény a log f(z)-nek holomorf
aga.

Példa (Young-tétel)

Ha f(z,w) kétvaltozdés komplex fliggvény, folytonos az (a,b) egy kornye-
zetében, és mindkét véaltozd szerint holomorf, akkor a DiDsyf(z,w) és
Dy D1 f(z,w) mésodrendi parcidlis derivaltak 1éteznek és egyenlék.

Bizonyitas. a és b koriil vesziink egy-egy pici, r sugarta korvonalat. Ezeken beliil
Cauchy-formula w-re:

1 f(zw)
Dyf(z,w) = 50 jw—b|—r 7@) — w)2dw.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis A haromszogoén 0 az integralja:

JA (L_M:T mdw) dz =

59



I G RS el I i)

Most Cauchy-formula z-re:

D1D2f(27w) = i (C — 2)2 d¢ =

[¢—a|=r |w—b|=r
A DyDy f(z,w)-re ugyanez a képlet.

A bizonyitas apré médositasaval azt is latjuk, hogy f(z,w), mint kétvaltozos
fiiggvény, akarhéanyszor differencialhaté.
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Pistikének mindenrol

¥ Pistikének mindenrol ¢

¥ Fel akarjuk irni egy fiiggvény harmadik derivaltjat? Integ-
ralni kell.

¥ Igazolni akarjuk, hogy egy fiiggvény holomorf? Integralni
kell.

¥ Meg akarjuk konstrualni a logaritmusfiiggvényt? Integral-
ni kell.

¥ Meg akarjuk szamolni, hogy egy gorbe hanyszor keriili meg
a nullat? Integralni kell.

¥ Be akarjuk bizonyitani a Young-tételt? Integralni kell.

¥ Hatvanysorba akarunk fejteni egy fiiggvényt? Integralni
kell. (jovo héten.)

¥ Meg akarjuk szamolni, hogy egy egyenletnek hany megol-
dasa van? Integralni kell.

¥ Be akarjuk bizonyitani az implicitfiggvény-tételt? Integ-
ralni kell.

Integralokat csereberélni jg! :-)

Mar lattuk, hogy tobbféle, holomorf fiiggvényekkel kapcsolatos operaciot atir-
hatunk valamilyen komplex vonalintegralla. A Cauchy-formuldk tanulsiga, hogy
még a derivaltast is at lehet irni integralla. Késobb latni fogjuk, hogy egyenletek
megoldéasat vagy a megoldasok szamat is felirhatjuk integral alakban.

Ezek az atirasok azért is hasznosak, mert altalaban integrélokat felcserélni
sokkal konnyebb, mint mas operacidkat. Az ilyen cserékre pedig a kozépiskola 6ta
lépten-nyomon sziikségiink van, kezdve példaul a kozepek kozotti egyenltlensé-
gektdl, vagy mint az alabbi irodalmi parbeszédben.
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Pireuszi kozjaték — miniszimpdézium az operacidk fel-

cserélhetoségérol

— Hé, Krokodil! Mit akartok attél a kolyoktsl? Ugy lattam, hogy
a mi asztalunkhoz szandékozott iilni — kérdezte almos hangon
Rozsdas. A Krokodil kissé kiengedte a fiatalember nyakat, mert
nem szeretett tarsalgas kozben gyilkolni.
— Régen keresiink mar egy spiclit, aki mindent bekép. Es azt
hiszem, ez az itt, akit éppen megfojtok.
— Nézd, Krokodil, elismerem, hogy mindenkinek tiszteletre mélto
magantiigye, hogy kit fojt meg, és kit nem. De ez a fiGd a mi
asztalunkhoz akart {ilni, mikor nyakoncsipted. Elészor mondja
meg, amit esetleg nekiink iizentek altala, és azutan, ha igazan
azt hiszed, hogy rendérkém, 6ld meg békességben.
— Tudod mit? El6bb megolom, aztan beszélj vele.
— Helytelen allaspont — vetette kdzbe a Bunkd. — Nem hiszem,
hogy a magunkéva tessziik.
— En sem — mondta a F8orvos, és elévett egy koriilbeliil negyven
centiméter hosszusagu kést.

(Rejté: Elveszett cirkdlo)

A konfliktus egy lehetséges feloldasa lehetett volna, ha a Kolyok kikérdezését
és megfojtasat sikeriil atirni komplex vonalintegralokkd, amelyeket aztdn tetszés
szerint fel lehet cserélni.
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8. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok és pa-
raméteres integralok

Holomorf fiiggvények lok. egyenletes limesze holomorf. Ugyanez sorokkal és pa-
raméteres integralokkal. Ha lokélisan egyenletesen korlatos fiiggvények sorozata
egy sird halmazon pontonként konvergens, akkor lok. egyenletesen konvergens.
Vitali-Montel tétel.

Holomorf fiiggvények egyenletes limesze

Tétel (Weierstrass)

Holomorf fiiggvények lokélisan egyenletes limesze holomorf, avagy:

Ha D c C tartomany, fi, fa,...: D — C holomorfak és f,,(z) — g(z) lokali-
san egyenletesen, akkor g holomorf és f!(z) — ¢'(z) lokdlisan egyenletesen.

Emlékeztetaiil, "lokalisan egyenletesen":
e Minden pontnak van olyan kérnyezete, ahol, vagy:

e Minden kompakt részhalmazon.

Kovetkezmény

Lokalisan egyenletesen konvergens sorozatokat és sorokat akarhanyszor sza-
bad tagonként derivalni.

Bizonyitas. (a) Morera: ahhoz, hogy g(z) = lim f,,(2) holomorf legyen, elég, ha
g folytonos, és barmely D-beli A zart haromszoglemez kertiletén 0 a vonalinteg-
ralja.

A A haromszoglemez kompakt, igy ezen a halmazon f, — ¢ egyenletesen.
Folytonos fiiggvények egyenletes limesze folytonos, ezért g is folytonos; igy bizto-
san létezik g vonalintegralja a haromszogvonalon.

f g(z)dz = f (Y}E{}O fn(z))dz = Jg{}of fu(2)dz = lim 0 = 0.
A A A

(b) Legyen B(c,R) = D, 0 <r < R, z€ B(c,7).
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Barmely € > 0-hoz van olyan ng, hogy n > ng esetén max |f,(w) — g(w)| < e.

Barmely z € B(c,r)-re S
/ / 1 fn(w) 1 g(w)
‘fn(Z) _g<2)‘ - 27mjw c|=R ( _Z)de_ 277” |lw—c|=R (w_z)gdw
1 fulw) —glw) |1 ) —g(w)]
21 f|w =k ((w—c) = (z— c))2 2m jw—q_R (Jjw—¢| = |z — c|)2 du]
1 € R
< %-7(}%_7”)2 -2rR = 7(}%—7“)2 ‘€.

Ez minden e-ra igaz, tehat f)(z) — ¢'(z) egyenletesen a B(c,r) korben.
Tehét, minden c-nek van olyan kérnyezete, ahol f; — ¢’ egyenletesen, vagyis
fI — ¢’ lokélisan egyenletesen.

Példa (Riemann-zeta fiiggvény)

= 1
=Z— (Res > 1)
e

n=1

(Hagyoményosan s = o + it)

1
Ha oy > 1, akkor a o > o félsikban Z — kozos konvergens majorans, tehat
a sor egyenletesen konvergens.

A Weierstrass-tétel szerint ((s) holomorf a o > 1 nyilt félsikban, és

)= Y

nS

n=1

(0 <1 esetén a sor divergens.)
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Paraméteres integralok

Legyen D tartomany, f : [a,b] x D — C folytonos, minden régzitett x €
[a,b]-re z — f(x,z) holomorf. Ekkor az

2) = f bza f(@, 2)dz

paraméteres integral is holomorf és

b
= J Dyf(x, z)dx

. J

Bizonyitas. Ugyanaz, csak szumma helyett integrallal.
(a) Barmely A < D haromszoglemez kortil

[ [ ([ stwoncfas= [ ([ stwofac- [ oareo

tehat F'(z) holomorf.

(b) Barmely z € D pont koriil egy kis, r sugari koérben

() = - w _dw z,w)d dw
r (Z) B 2mi |lw—z|=r F( )<’LU - Z) 27” |lw—z|=r <J f ) ( Z)

_ Lbza (217” f|w—z|=7" f(z,w) (wd_ 5 )d:c - J Dof(z, 2)de

Példa (Euler-féle Gamma-fiigggvény)

['(s) = J ¥ e da (Res > 0)

=0
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A figgvény holomorf, és

o0
I(s) = J 2*te " logzdr (Res > 0)
=0
Az eloz6 tételt kiterjeszthetjiitk improprius integralokra, vagy vehetjiik a
N
lim ¥ e dr

N—ow | _1

=5

lokalisan egyenletesen konvergens fliggvénysorozatot.

Pontonkénti konvergenciabdl egyenletes konver-

gencia

Ha D < C tartomany, fi, f2,...: D — C holomorfak és egyenletesen korla-
tosak (tehat van olyan K, hogy |f.(z)| < K minden n-re és minden z € D-
re), és egy siri S < D halmazon f,(z) pontonként konvergens, akkor az
fn(z) sorozat lokalisan egyenletesen konvergens.

Bizonyitas. Vegytink egy ¢ € D pontot és kortilotte egy kort: B(e, R +¢) < D.
Legyen r = £ és | f,(2)] < K minden n-re és z-re.

Elokésziilet. Barmely z € B(c,r)-re és barmely n € N-re

1 fu(w) 1 K AK
()< o= S dw| < s - 2TR= ——,
‘fn(z)l o Jw_c|=R (w _ Z>2 w o (R — ’[“)2 T R
ezért barmely z1, zo € B(c, r) pontokra
4K
(1) = fal2)| < = - 21 — 2],

R
(A kis koron belill fi, fo, ... egyenletesen Lipschitz.)

w
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Legyen € > 0 tetszoleges.

A B(c,r) n S halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: sq, ..., sk-t Ggy, hogy
ezek e sugart kornyezetei lefedjék B(c,r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra ‘fn(sj) -
fm(sj)| < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszob; vessziik a maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszéleges z € B(c,r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — s;| < . Ezért
}fn(z) _fm(z)| <
< ‘fn(z) - fn(sj)‘ + ‘fm(sj) - fm(Z)| + |fn(8j) - fm(3])| <
<4K| |+4K| | +e<2 4K€+5 8K+1 5
— |z =8|+ —1]z—s; C— =(— :
R ! R ! R R

Tehat: Minden € > 0-hoz van olyan ng, hogy minden n,m > ngy és barmely
z € B(c,r) esetén |f,(z) — fm(2)] < (85 +1 )e.

Az f,(z) fuggvénysorozat egyenletesen konvergens B(c,r)-en.

Tétel (Vitali-Montel)

Ha D < C tartomany, fi, fs,... : D — C holomorfak, és egyenletesen
korlatosak, akkor ezek koziil kivalaszthato lokalisan egyenletesen konvergens
részsorozat.

V.6. Bolzano-Weierstrass tétel: Minden korlatos szamsorozatnak van konver-
gens részsorozata.

V.6. Arzela—Ascoli tétel: Ha fi, fo,...: [a,b] — R egyenletesen korlatosak és
egyenlo mértékben egyenletesen folytonosak, azaz

Ve>0 30 >0 Vn Y,y e [a,b] ((\x—y\ < 5) = (]fn(:r) — fuly)] < 5)),

akkor kivalaszthatd egyenletesen konvergens részsorozat.
Bizonyitas. Legyen sq, so,... egy stirii sorozat D-ben.

A Bolzano-Weierstrass tétel miatt miatt van olyan Ny = (n11,n12,n13,...)
sorozat, amelyre az f,, ,(s1) sorozat konvergens.

Ennek van olyan Ny = (na,1,M22,n23,...) részsorozata, amelyre az f,,  (s2)
sorozat is konvergens.

Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatat; minden (-re az f,, , (s¢) so-
rozat konvergens.

Atlésan kivalasztjuk az nyj elemeket.
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Ny: N1 n1,2 n1,3 Nia

No: N2 Nn2.3 USW
Ns: n31 ng o N34

Ny: U7%] Ty 2 Na3 Ty 4

Az (ny1,n92,n33,...) sorozat mindegyik N;-nek részsorozata az elsé néhany
elem kivételével, ezért barmelyik l-re az f,, ,(s¢) sorozat konvergens.

Tehét, az f,, ,(2) sorozat egyenletesen korldtos és az S = {si,s,...} sirf
halmazon pontonként konvergens, tehat a Lemma miatt a teljes D tartomanyon
lokélisan egyenletesen konvergens.
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9. Hatvanysorba fejtés

Egyutthatéformula. Hatvanysorba fejtés. Kozépérték-tulajdonsidg. Parseval-formula
hatvanysorokra. log(1l + z) és (1 + z)* hatvanysora.

Lemma

Barmely k € Z, c e C és r > 0 esetén
1 5 1 hak=0
a — z—c)'|dz| =
(a) 2nr |Z_C|:,,( )"ldz] {0 ha k #0
1 1 hak=-—
b — z—c)fdz =
( ) 271 |z—c|=r( ) {0 ha k == —1
. s .y |dz| dz
Bizonyitas. A kettd ugyanaz, mert d(arg(z —c)) = = - ( 7 Helyette-
r i(z—c
sités: z —c=re", 0 <t <27
(a)
1 IR K 1 hak=0
(z—c)f|dz| = f (re™)* . rdt = T— rek”d &

271 J o ej=r 2rr Jo 2mr 0 hak#0
(b)

1 (7, : ktlorem : 1 hak+1=0
P (z—c)fdz = — | (re")rire"dt = rf elk+Ditqy — ane
278 J)seelr 2mi ), 2 Jo 0 hak+1#0

Sk
Vagy' k # —1 esetén van primitiv fiiggvény, a [k A k = —1 esetben
27T’l S|z cl=r = 1.
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Tétel (egyiitthatéformula)

Ha a B(c, R) korlapon

akkor

)
ag = 5— —
2mi |lw—c|=r (’U) - C)k+1

Bizonyitas.
o0
Z an(w —c)"
LJ f(w) = L n=0 dw
2mi |lw—c|=r (w - c)k+1 2mi lw—c|=r (’UJ - c)k+1
1 = = 1
= — an(w — c)”_k_1> dw = (an C— (w— c)"_k_ldw)
2mi |lw—c|=r <nz=;) 7;) 2mi |w—c|=r
_i {1 han—k—-1=-1] _
40 han—k—12-1f" %

f¥(e)

i = Lk (Taylor-egytitthato)
1 f(2) .
= ori — Egyiitthatéformul
T o o—cj=r (2 — C)FH1 “ (Egyiitthatoformula)
~ om e d Cauchy-formul
k! 26 Jypor (2 — )FHL o (Cauchy-formula)
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Tétel (hatvanysorba fejtés)

Ha f holomorf a B(c, R) korlapon, akkor ezen a korlapon a fiiggvény hat-
vanysorba fejtheto,

1) =Y anlz = o),

n=0

ahol

ap = LJ (wf&dw barmely 0 < r < R-re.
|lw—c|=r

2mi —c)ntl

Bizonyitas.
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Legyen z € B(¢,R), d = |z —¢| < r < R,

M = max |f(w)l
1 flw)
f(2) 271 S w—zdw_
_ 1 f(w)
_% |lw—c|=r (w_c)_(z_c)dw_
_ flw) 1 _
_Tm |wfc|:r(w_c) 1_Z_de_
w—cC
_ 1 flw) (Z_C)n dw = zoel_d
270 Jjy—e)=r (0 —c) \ Z\w—c N —c| 7
1 o f(w) (2 =)
Tm |lw—c|=r (7;) (w_c)n+1 )dw & )(Z_C o
S o) S (e

&1 fw) =" N
Z <2m' Jw—c|=7" (w — ¢)n+l d )

_Sw) w -z—cnzooa~z—c”
<2mf|wc< d>( ) Zn( "

n=0

n=0

f : D — C "analitikus", ha D barmely pontja koriil valamekkora korben

hatvanysorba fejtheto.

f D — C akkor és csak akkor analitikus, ha holomorf.

Bizonyitas. = A hatvanysor 0sszegfiiggvénye holomorf.
< Minden holomorf fliiggvény barmely ¢ pont koriil hatvanysorba fejtheto, a

maximalis ¢ kozepii korlapon.
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Tétel (kozépérték-tulajdonsag)

Ha f(z) holomorf a B(c, R) zéart korlapon (tehat holomorf egy kicsivel na-
gyobb korben), akkor

L £(2)1dz] = (o)

27r |z—c|=r

vagyis f(z) atlaga a korvonalon megegyezik a kozéppontban felvett értékkel.

ee]

Bizonyitas. Legyen f(z) c koriili hatvanysora f(z) = Z an(z — )"
n=0
e NI S ane— o) sl =
2rr lo—c|=r 2 e \ 2 n —
N n = 1 ha n = O
Z (QWT jzd—r(z o) |dz|) N ,;)an ' {0 ha n > 0} =ap = [(c).

Tétel (Parseval-formula hatvinysorokra)

Ha f(z) holomorf a B(0,7) zart korlapon (tehat holomorf egy kicsivel na-
gyobb korben), és a 0 koriili hatvanysora f(z) = Y, a,2", akkor

1 o _ i |22

27 Jo = '
Az r =1 esetben - N . 2
57 ), e)dt:;|an|.

. J

;TLZW f(re J f(re™) - f(reit)dt =

_ 217r JO " (n_o an(re”)”) ( 3 am(re”)m> dt

Bizonyitas.

0 0 W;:O
- nZ_(]mZ_O (anan@'r”*m - L e("m)”dt>
A — 1 han=
- nZ_OmZ_O ™™ {O ha n # m} Z jan|r®".
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Parseval-formula vs. Pitagorasz-tétel

Az egységkorvonalon

1 _
=gz ] Tl
egy skaldris szorzds, erre nézve
11
1,2722,...,;,§,...
ortonormaltak.
Példa. f(z) =log(1 + z) holomorf az egységkirben, f(0) = 0,
—1)F 1k — 1) ®)(0 —1)kt
fgey U0 00 ()
(1+ 2)F k! k
a Taylor sor elddllitja a fligguényt az eqységkorben:
© k—1
(=D &
log(l+ 2) = —z".
g(1+2) ; -

Tétel (binomialis sor)

Legyen a € C,
= (a
14 2)%= ¥ halz| <1
(2= 3 (5) e

(Azt a hatvanyfiiggvényt vesszik, amelyre 14 = 1.)

\ J

Bizonyitas. Az f(z) = (1+2)% = e*°8(1+2) fijggvény holomorf az egységkorben,

f®(z) ala—1)..(a—k+1)(1+2)*"% (Z) (142 * f’fk('()) _ (Z)

k! k!
A 0 koriili hatvanysor

(1+2)" = g <Z>zk (2] < 1).

Példa (IMO Shortlist 2006,/A2)

Definidljuk az ag, a1, as, ... valés szamsorozatot a kovetkezo rekurzidval:

n
Ay —

apg = —1, Z
= k+

Mutassuk meg, hogy a,, > 0 minden n > 1-re.

’1=0 for n>1.
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Megoldas komplex fiiggvénytani eszkozokkel:

S An—k
_Zk+1

k=1

n
< Z |apn_|; trivi indukciéval |a,,| < 2".
k=1

Gyors felsé becslés: |a,| =

o8]
Legyen G(z) = Z anz"; ez |z| < %—re biztosan konvergens. A rekurzié azt jelenti,
n=0

hogy
& ) o 2R —log(1l —2)
1= <Zanz )Z 1 =G(z)'f;
n=0 k=0
z
G(z) = og(l—2)’ G(0) = -1

Ennek a fiiggvénynek a hatvanysora érdekel minket.

Megprobalhatjuk kiszamolni a Taylor-egyttthatékat... ehhez k-szor derivalni kell
a 0-ban. (Hajra.)

Vagy, irjuk fel inkdbb egyiitthatéformulat.

Kor helyett ezen a "kulcslyukgorbén" integralunk:

IS
N

Un = -
21

1 G(z)d 1 dz 1 J dz
gt

|z]=1 2" T omi 2j=1 2" log(1 — z): 2mi ), 27 log(1 — 2)

L I da
2w i, 2" (log(x — 1) — i) 2mi Ji4, 2 (log(z — 1) + i)
1 1
I 2mi - da 1 1
=— +0(r-log— | +0| 5=——
270 Ji4r 27 (log(x — 1) — i) (log(z — 1) + i) (T 8 r) (R"—l logR>

R
dz 1 1
- +0(r-log=) +O(R- ——
Jl+rsc"(log2<x1)+w2 (T Ogr) ( RnlogR)

Har —0és R — oo:
Q0
d
an:J x > 0.

1 an (72 + log®(x — 1))
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10. A hatvanysorba fejtés kovetkezményei

Gyoktényezbk kiemelése, gyok multiplicitdasa. Unicitdstétel. Lokélis aszimptotikus
viselkedés. Maximum-elv.

Tétel (a gyoktényez6 kiemelhetd)

o0
Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kériili hatvanysora f(z) = Z ar(z —

k=0
c)k.
Ezek ekvivalensek:
(a) f(c) = f'(c)= f"(c)=...= f™V(c) = 0;
(b) g = a1 = ... = Qm—1 ZO;

(¢) f(2) =(2—=1¢)™-g(z) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel.

¥,
R

(b) = (¢c)ag(z) = Z ap(z — ¢)*~™ fiiggvénnyel.

k=m
Definicid

[oe]
Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ koriili hatvanysora f(z) = Z a(z —

Bizonyitas. (a) < (b), mert aj, =

k=0
o)k
Azt mondjuk, hogy az f(z)-nek a ¢ pont m-szeres gyoke, ha:
(a) f(c)=f'(c)=f"(c)=...= fmV(c) =0 és f'™(c) # 0, avagy

(b) ag=a;=...=an_1=06s a, #0, avagy

(¢) f(z) = (z—¢)™ g(z) egy c-ben holomorf g(z) fliggvénnyel, és g(c) # 0.
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Tétel (unicitastétel; [unicitas=egyértelmiiség))

Legyen D tartomany, f,g,h : D — C holomorf, 21, 29, ... € D olyan konver-
gens sorozat, hogy 2z, — (€ D és z, # (.

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fliggvény értékei barmelyik, D belsejében torlédé sorozat mentén
meghatarozzak a fiiggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fiigg-
vény létezik.

Bizonyitas. Elég az (a) allitdst igazolni, ebbdl a (b) allitds az f = g — h
valasztéssal kovetkezik.

Legyen Z = {we D : f(w) = 0} az f gyokeinek halmaza;
Z1 =27 n D, a gyokok D-beli torlodasi pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim z,, € 7, tehat Z; nemiires.

Az f folytonos, ezért a gyokok torlodasi pontjai is gyokok: ha wq, ws, . . . gyokok
és nlgrolo wy, € D, akkor

f(lim w,) = lim f(w,) = lim 0 = 0.

n—0o0 n—00 n—0o0

Ezért Z, c Z.

A Z; halmaz D-ben relativ zart, mert Z’ zart (torlédasi pontok torlédasi
pontja torlodési pont).

Meg fogjuk mutatni, hogy Z; nyilt is.

Allitas: Z, nyilt, vagyis Yc e Z, 3r > 0 B(e,r) € Z4.

Vegyiink egy tetszéleges ¢ € Z; pontot; a ¢ kortil a maximalis B(c, r) korben
legyen f(2) = Y g an(z — o).

Azt akarjuk igazolni, hogy ap = a; = ... = 0; ha ez igaz, akkor B(c,r)-ben f
konstans 0, a korben minden pont gyok, és minden pont gyokok torlodasi pontja,
és igy B(c,r) < Z;.

Indukci6. Legyen a,, az els6 olyan egyiitthatd, amirél még nem bizonyitottuk,
hogy 0, tehdt ag = a3 = ... = a1 = 0 méar megvan, és vizsgéljuk a,,-et. (Ha
m = 0, akkor a feltétel iires.)
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Mivel ¢ torlédasi pontja Z-nek, vannak olyan wi,ws,... € Z pontok, hogy
w,, # ¢ és w, — C.

Aglz)=>, ap(z—cf ™= % fiiggvény szintén holomorf a B(c, )
z—c)m
korben, folytonos c-ben, és g(w,) = % = 0. Tehat,
Wy, —c)™

= 9() = Jiny g(w,) = Jim 0 = 0.

Ezek utan Z; az Osszefiiggd nyilt D-nek nemiires, egyszerre nyilt és relativ
zart része, tehat a teljes D, de akkor D = Z; ¢ Z < D miatt Z = D, vagyis f
konstans 0.

Ko6vetkezmény (végtelen rendben eltiing fiiggvény)

Legyen f(z) holomorf a D tartoméanyon.
Ha valamely pontban f(c) = f'(c) = f"(c) = ... =0, akkor f konstans 0.

Bizonyitas. Ha f(c) = f'(c¢) = f"(c) = ... =0, akkor f ¢ korili hatvanysora a
konstans 0; a konvergenciakorben, majd a teljes tartoményon a fiiggvény konstans
0.

Kovetkezmény

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartoményon, akkor az f minden
gyokének véges a multiplicitasa.
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Kérdés

Legyen az egységkorben f(z) = sin

1-2
1

A fuggvény gyokei 1 — o= (k=1,2,...).
™

Miért nem mond ez ellent az unicitastételnek?

\ J

Valasz: Végtelen sok gyok van, de csak a hatarhoz torlédnak.

Azonossagok, még egyszer

Az unicitastétel segitségével bizonyitas nélkil atvihetjik a valésbdl ismert azo-
nossagokat komplexre.

Példaul a valés szamok korében sin(x+y) = sin x cos y + cos x sin y; ez automa-
tikusan érvényes marad a komplex szamok korében is; az egyetlen apré technikai
gond, hogy itt kétvaltozds komplex fiiggvényekrdl van szd. Ezen gy segithetiink,
hogy két 1épésben, egyesével cseréljiik a valos valtozokat komplexre.

El6szor rogzitsiik az x valés szamot, az y helyére irjuk a w komplex valtozot
és tekintstk az

sin(z 4+ w) L §in 2 cos w + cos  sin w (1)

egyenletet. Mindkét oldalon a w valtozd egy-egy egészfliiggvénye all, és az w valds
értékeire az egyenlet teljesiil. A valds w értékek persze torlédnak a sik belsejében,
tehat az unicitdstétel szerint a két fiiggvény ugyanaz; az (1) egyenlet minden
komplex w-re teljestl.

Most pedig rogzitsiik a w komplex szamot, és cseréljitk ki az eddigi valés x-et
egy z komplex valtozéra:

sin(z + w) = sin z cosw + cos z sin w. (2)

Most is a két oldal egy-egy egészfiiggvénye z-nek, és lattuk, hogy a két oldal
egyenlé a z barmely valds értéke esetén. Az unicitastételt Gjra alkalmazva azt
kaptuk, hogy a (2) minden komplex z-re igaz.
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Erdemes elgondolkodni azon, hogy ez a médszer mennyiben hasznalhaté a
logaritmus és az exponencialis fiiggvények esetében. A logaritmus esetében maga
a fliggvény létezése a gond, a log(zw) = log z + log w egyenletet nem tudjuk elég
sok z,w parra értelmezni.

Kovetkezmény (lokéalis aszimptotikus viselkedés)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, f'(c) = f"(c) = ... = f&(c) = 0 és
f®(c) # 0.
A hatvanysorba fejtés miatt a ¢ kozelében
f® (e
10— 10 =D (- g 4 02— ),

tehat a fliggvény kicsiben kortartd, de nem szogtartod: a ¢ csuesu szogeket
k-val megszorozza.

O
@ kb.Cir*

Tétel (maximum-elv)
Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartoméanyon, akkor:
(a) |f(z)|-nek nem létezik lokalis maximuma.

(bl) Ha z1,25,... € D, limz, = w, és |f(z,)| — sup|f|, akkor w a D
hataran van.

(b2) Ha D korlatos, és f folytonos a D lezartjan, akkor |f| a maximumat
csak a hataron veszi fel.

Bizonyitas. Ha ce D, és B(c,r) = D, akkor a kozépérték-tulajdonsdg szerint

fe) = = £(2) |zl

2mr |z—c|=r
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1
e RIS

Egyenl6ség csak akkor lehetne, ha f iranya és nagysdga is allando lenne a korvo-
nalon; de akkor az unicitastétel miatt f konstans lenne.
Tehat, akarmilyen kicsi r-re

[f(0)] < max |f(2)];

|z—c|=r

< 1 |f(2)] |dz| < max [f(z)|.

2mr |z—c|=r

f(c)| =

|z—c|=r

az | f|-nek nem lehet lokélis maximuma c-ben.

Ugyanez Parseval-formulaval:

o0

Legyen ¢ koril f(z) = Z a,(z — o).
n=0
Mivel f nem konstans, az aq, as, . . . egyiitthatok nem mind nullak.

0 21
FOP =laof <3 enf'r®" = o= | 7| ste-+re) s (max [5G)])

|z—c|=r

tehat
[f(e)] < max [f(2)].

|z—c|=r

Kérdés (Van-e minimum-elv?)
« Ha f(c) =0, akkor |f(z)|-nek ¢ lokalis minimumhelye.

« Ha f(c) # 0, és ¢ az |f(z)|-nek lokdlis minimumhelye, akkor ¢ az
|1/f(2)|-nek lokalis maximumhelye, tehat f konstans.

Ha f-nek nincs gyoke, akkor van minimum-elv is.

Tétel (Schwarz-lemma)

Ha f : D — D holomorf és f(0) = 0, akkor

(&) 17 O0) <1
(b) z # 0 esetén |f(2)| < |z];

(c) Ha az fentiekben egyetlen pontban is egyenléség van, akkor f(z) egy
0 kortli forgatas: f(z) = cz valamilyen |c| = 1-gyel.

.
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Bizonyitas. Az f-nek a 0 gyoke, tehat f(z) = g(z) - z valamilyen holomorf g
fiiggvénnyel.
A 0-ban f'(0) = g(0); azt kell igazolni, hogy |g| < 1.

Legyen z1, 23, . .. € D olyan pontok, hogy |g(z,)| — sup |g|. Ha g nem konstans,
akkor a maximum-elv miatt |z,|] — 1. Ha g konstans, akkor mi vélasztjuk a
pontokat igy.

L= |f(z)] = 9(2n)] - |2n] — sup|g| - 1 = sup |g]

Tehét az egész korlapon [g] < 1.

Ha (a)-ban vagy (b)-ben, barmelyik belsé pontban egyenléség van, akkor ott
lg| = 1. Az maximum-elv szerint ez csak gy lehet, ha g konstans, g(z) = ¢; ez a
konstans persze egységnyi, és akkor f(z) = cz egy forgatas.
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11. Egészfiiggvények

Egyutthatébecslés. Liouville-tétel. Nem konstans egészfliiggvény értékkészlete sii-
rii. Kis Picard-tétel (csak kimondani). A polinomok jellemzése nagysdgrendekkel.
Bizonyitas az algebra alaptételére.

Lemma (egyiitthatébecslés)

Legyen f(z) = D", an2" egészfiiggvény, és legyen barmely r > O-ra

M(r) = max|£(2)].

Ekkor barmely n indexre és r > 0 esetén

M(r)

|lan| <

.

Bizonyitas. Egyttthatéformula, majd trividlis becslés:

1 f(2) 1 f(2)
9 JM_T Zanz < max

< - .
lz|=r |27 zntl

1
C2mr < — -

|an| =

Vagy, a Parseval-formulabdl:

< I
Janr? < Y JagPr?* = %L |f(re)2dt < M(r)?.
k=0

M(r)

Tehét |a,| < o

Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfiiggvény korlatos, akkor konstans.

Bizonyitas. Legyen a 0 koriili hatvanysor f(z) = >, a,2", a korlat | f(z)| <
M. Az egytutthatébecslés szerint r > O-ra és n > 1-re
M
|an| < —.
/’nn
Az r — oo hataratmenetbél azt kapjuk, hogy barmely n > 1-re |a,| = 0, tehét
f konstans.

Kovetkezmény

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor az értékkészlete stirii C-ben.
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Bizonyitas. Indirekt. Tegyiik fel, hogy az értékkészlet nem stirii, vagyis van egy
B(e,r) kor, amelyben a fiiggvény nem vesz fel értéket: ‘ f(z)— c‘ > r minden z-re.

R(f) N

1
Legyen g(z) = W; ez egy egészfliggvény és
1 1
Z)|= < -
}g( )‘ ‘f(z)—c‘ r

1
A Liouville-tétel miatt g(z) konstans, de akkor f(z) = el + ¢ is konstans.
g(z

Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden
komplex értéket felvesz.

A tételt késébb bizonyitjuk.

Példa. Az lehetséges, hogy eqy egészfiigguény nem vesz fel minden komplex szd-
mot; példdul az e* értékkészlete C\{0}.

A Liouville-tétel tovabb erdsithetd:

()

Ha f(2) egészfiiggvény és lirg) /) = 0, akkor f(z) konstans.
z—> A

o0
Bizonyitas. Legyen a 0 koriili hatvanysor f(2) = > agz®. n = 1ésr > 1 esetén

Tétel (a polinomok jellemzése a nagysagrendjiikkel)

f(2)

Ha f(z) egészfiiggvény, és lim, ., ——— = 0, akkor f(z) egy legfeljebb n-
ZTL

edfoku polinom.
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0
Bizonyitas. Legyen a 0 kériili hatvanysor f(z) = > apz®. Az egyiitthatébecslés
k=0

szerint r > l-ra és k > n + 1-re

_ M(r) _ M()

S — 0 har— oo.

Tehét, |ax] = 0 minden k = n + 1,n + 2,.. .-re, vagyis f(z) legfeljebb n-edfoki
polinom.

Tétel (az algebra alaptétele)

Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyoke.

Bizonyitas. Atfogalmazva: Ha egy polinomnak nincs gyoke, akkor konstans.
Tegytik fel, hogy p(z) = a,z" + ... + ag polinom, a,, # 0 és nincs gyoke.

Vizsgaljuk az f(z) =

egészfiggvényt.

p(z)
Az f folytonos, és véges hatarértéke van oo-ben:
1 1 L han=0
lim f(z) = lim — = lim — e T
o oo p(Z) E2O on <an 4 Gnot ‘Lg) 0 ha n > 0.

ezért f korlatos. A Liouville-tétel miatt f konstans, tehat p is konstans, kész.

Ugyanez a bizonyitas, Liouville-tétel helyett maximum-elvvel:
Ha p(z) nem konstans, vagyis n > 0, akkor lirgop(z) = 0. A |p(z)|-nek van
zZ—>
abszolit minimuma. Ez egyben lokalis minimum is, vagyis ott a fliggvényérték 0.
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Riéi élmény: Konstans Benzsi Intézet

Konstansokrdl és nemkonstansokrol nem csak tételek szolnak...

350 Av. Pasteur

(Bentlakésos iskola latassériilteknek)
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12. Laurent-sorok

Laurent-sorok konvergencidja. Kapcsolat a Fourier-sorokkal. Egytuitthatéformula.
Egyértelmiiség. Laurent-sorba fejtés. Rac.tort fiiggvények Laurent-sorba fejtése.
A ctg z figgvény 0 koriili Laurent-sordnak elsé harom tagja. Parseval-formula.

Az f(z)-nek a c pontban izoldlt szingularitisa van, ha f holomorf a ¢ egy
B(e, r) pontozott kornyezetében, de nem értelmes c-ben.

Az ilyen pontok koriil is szeretnénk fiiggvényt a vizsgdlni, erre a hatvanysor
nem elég.

Példak

1 1 1
Ve 1+ 2+ +

€ z 222 623
COS 2 1 1 1 z

——
20 z5 223 242 720

J

A példak alapjan érdemes lehet a hatvanysorokat negativ kitevji tagokkal
kiegésziteni. Most az ilyenfajta sorokat vizsgaljuk meg kozelebbrol.
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Definicié (Laurent-sor)

e ¢ koriili Laurent-polinom:

N
Z an(z2—¢)* = a_p(z—c) M +a_paa(z—c) ™M1+, tan(z—c)¥
n=—M

e ¢ koriili Laurent-sor:

e}
Z an(z — )" =
n=—ow
= ...+ (Za__i)Z + Za:10+a0+a1(2—c)+a2(2—c)2+... -
0 @ 00
-n
=) —+ Z an(z —c)"
n=1 (Z o C)n n=0 !
. ~ / . ~- >
szinguldris rész holomorf rész

— A Laurent-sor konvergens, ha a holomorf és a szinguldris rész is
konvergens (hasonléan az SOO alakd improprius integralokhoz)
7<D *

— Haa_; =a_=...=0, akkor a sort hatvanysornak tekintjiik; a
c-beli érték az ag.
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Fourier-sor vs. Laurent-sor

A Fourier-sorok klasszikus alakja
o0
f(t) =ao + 2 (an cos(nt) + by, sin(nt));
n=1

az Euler-féle azonosagokkal atirhatjuk ebbe az alakba:
w .
Z Cnenwt,
n=—00

ahol ag = cg, és n > 0 esetén a,, = ¢, + c_, és b, = (¢, — c_y)1.
A z = e helyettesitéssel

e 0]
> e
n=—0uo

vagyis a Fourier-sor olyan Laurent-sor, amit nem a 0 kozéppont koézelében,
hanem az egységkorvonalon vizsgalunk.

A Laurent-sor konvergenciatartomanya

o N

Ry

o0 o0
PN TR I,

[¢]

A sor holomorf része, Y, a,(z — c)" egy hatvanysor, ez valamilyen, ¢ k6zép-
n=0

pontd, 0 < Ry < oo sugaru kor belsejében lokédlisan egyenletesen abszolut

konvergens, a kor kiilsejében divergens. (A hatarral most sem foglalkozunk.)

o A sor szingularis része, Z (z — egy hatvanysor, amelybe ——t helyettesi-
n=1
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tettiink; ez meg valamilyen, ¢ kozépponti, 0 < R; < oo sugard kor kiilsejében
lokélisan egyenletesen abszolut konvergens, beliil divergens.

o Lehetséges Ry > R, is, de a szdmunkra érdekes eset, ha R; < Ry; ilyenkor
a konvergenciahalmaz egy korgyiri.

— Ha a bels6 sugar 0, akkor csak a ¢ pont hianyzik.
— Ha a kiils6 sugar oo, akkor nincs is kiilsé kor.
o Az egyenletes konvergencia miatt a sor mindkét fele egy-egy holomorf fiigg-
vényhez konvergal, avagy, az elso fele egy hatvanysor, a masik fele pedig

egy hatvanysor és az i figgvény kompozicidja, tehat a masodik fele is
holomorf. Tehét, a Laurent-sor 6sszegfiiggvénye holomorf.

Példak

Laurent-sor Ry R, konvergenciatartomany
100) o 0 o
Z — Z g 0 o 0<|z| <o
! n!
n=1 n=0
2 1 S (z—1)" 1 1
— + — - 3 —<|lz—-1<3
7;1 2n(z — 1)" T;) S 2 2
0 2n a0
—+ > (-1 2 1 %)
NEEAPY

\

Tétel (egyiitthatéformula)

Tegyiik fel, hogy az Ry < |z — ¢| < Ry korgytiriin
[00] z
)= Y e
n=—oo
Ekkor barmely Ry <1 < Ry és k € Z esetén
1 f(z) ‘
= -_—— d .
U= om l—c|=r (2 — C)*T1 : Ry

\




Kovetkezmény

A Laurent-sor egyértelmi.

Bizonyitas.
a0
| fw) . Z an(w —c)"
w n=-—ao0
i AN Q= — d
21 jw—c|='r (w - C)k+1 v 2m |lw—c|=r (’LU - C)k+1 v
= 1 i an(w — )" ) dw
2mi lw—c|=r \p=—w "
= 1
= _Z <an omi | (w— c)"kldw>
n=—ow lw—c|=r
_ia. 1 han—-k—1=-1 .
o4 0 han—k—1#-1f "

Tétel (Laurent-sorba fejtés)

’V

/X

Ha f holomorf a Ry < |z — ¢| < Ry korgyfirtin, akkor a ¢ koril a fiiggvény
Laurent-sorba fejtheto ezen a halmazon:

f(z) = Z an(z — )", ha Ry < |z — ¢| < Ry,

és az egyiitthatok:

_ Lj (f&dw barmely Ry < r < Ry-re.
fw—cl=r (W

an = :
2mi —c)ntl

J

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszéleges z pontot a gytribol. A z kortl egy kicsi
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0 > 0 sugaru koron irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen r; és ry két sugar,
Ry <r <|z—c—=6és|z—¢cl+0 <ry < Ry. A kis kért dtnyomorgatjuk

az r, sugaru, negativ irdnyitasu ; kor és az ry sugara, pozitiv irdnyitasu v, kor

:
R W) e el

Masképpen: Felirjuk az dltalanos Cauchy-formulat a két 0j korbdl allé rend-
szerre: Barmilyen, a korgytri kiilsejében felvé pontra, a két kor indexének Osszege

0, tehat
271m' w(ju)zdw + 217” w(iu)zdw = (n(z,fyl) + n(z,’yg)) fz)=1-f(2).

A nagyobbik kéron ‘ﬁ‘ = % < 1. A maéasodik vonalintegral:

1 f(w) 1 f(w) -
QMLQ w — zdw 2mi =y (W =€) — (2 — c)dw B

L flo) 1 _
ch|r2 dw

2 (w— ) 1_5;00
7 - g (i (w:)) o=

_oc L ﬂw-z_cn:wa'z_cn
_nz_:o<27ri de_m (wfc)n-&-ld ) ( ) 7;] ne( )"

Ez lesz a Laurent-sor holomorf része.
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A kisebbik korén “’_C‘ = L < 1. Az els6 vonalintegral:

z—c |z—c|
RN (O f@) o 1 fw)
271 W2 2m lw—c|=r, W — 2 2 w—e|=ry 2 — W
1 1 1
- f(w) dw:,J flw) L
271 Jeciry (2 =) = (W =) 2 g, (2 =€) g
z—cC

_i f(w) . (W= ' w =
oM w—c=r (2 =€) (,;(Z—c) )d
T2 (217HJ| el f(w)<w_c)kdw> (z—o)F =
_ ! 1 ﬂw o P ~1 o
B Z <2m' Jw—c|=r1 (w_c>n+1d ) ( ) Z n( ).

n=—00 n=—00
Ez pedig a Laurent-sor szingularis része, kész.

Megjegyzés

Azonos kézéppontu, de kilonbo6z6 korgytirikon lehet kiillonb6z6 a Laurent-
SOr.

Ha |z| < 1, akkor

—14z2+22+23+...;
1—2z

Ha viszont |z| > 1, akkor

I L 11
1—2 =2z 1- i oz 22 8
1 . :
Az f(z) = T + 5 fiiggvény Laurent-sorai
2| <1 1<|z| <2 2 < |7
E2 1Y\, | & @ & -1|& -1-2m1
20 (1 + 2n+l)Z Z(] on+1 + lem 21 Zm
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Program: Raciondlis tort fiiggvények Laurent-sorba fejtése

224241

Példa: Fejtsiik L t-sorb =
élda: Fejtsitkk Laurent-sorba az f(2) R

1 < |z — 1| < 2 gyfiriin.

figgvényt az 1 koriil, az

1. Maradékosan osztunk, a maradékot parcialis tortekre bontjuk:

1 1
z+1

f(z) =

2. A magasabb foku tortek derivaltak:

-1\’ 1
..=z—1—(—> +
z z +

3. "Becsempéssziik" a kozéppontot, vagyis atirjuk

-
(z — 1)-gyel:

1

:(z‘l)‘<1+(i—1))l+(z—1)+2

4. Minden nevezobdl kiemeljiik a nagyobb tagot:

1 1 !
fr— —1— .
(Z ) <z—1 1+z—i1>+

5. Atirjuk mértani sor Osszegévé:

=(-D- ( go( 2—1)>

6. Rendezziik, csoportositjuk:

k+1k

Z Ty §+§(z—1)+2

11
2 1+ =2

S

n=0

)
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A 0 koril, a 0 < |z| < 7 korben, irjuk fel ctg z Laurent-sordnak elsé néhany
tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor
22 & 6
oS 2 =242 +0(2])
iz (12 + 55+ 0(1219)

120

1 22 2 1
= . (1= 4+ 6y ] .
2 ( 2+24+O(|Z|)> 1_(2 )

Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Ha f(z) holomorf a |z| = r kérvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb

korgytiriin), és itt a 0 korili Laurent-sora f(z) = i a,z", akkor
n=—oo
i o f(r‘eit) 2dt _ i |(ln|2’l“2n.
2m Jo W=
Az r =1 esetben s o . 2
o . f(e)] dt = Z |an|”.

n=—0u0

.

Bizonyitas.




> 3

@T,n-&-m

{

1 han=m
0 han#m
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1 2m ]
an@rner - J e(nfm)ztdt _
27 Jo

0

= Z |ap|?r?™.

n=—aoo



13. Izolalt szingularitasok

Izolalt szingularitdsok osztalyozésa. A megsziintethetd szinularitdsok, pélusok és
lényeges szingularitdsok jellemzése. Az el/* viselkedése a 0 kozelében. Casorati-
Weierstrass tétel. Nagy Picard tétel (csak kimondani). Viselkedés a oo-ben.

Definicid

Az f(z)-nek a c pontban "izolalt szingularitdsa' van, ha f holomorf a c egy
B(e, r) pontozott kornyezetében, de nem értelmes c-ben. Ezen beliil:

Az f(z)-nek a ¢ pontban "megsziintetheté szingularitasa" van, ha van
olyan, c-ben holomorf g(z) fiiggvény, amelyre (¢ kivételével) f(z) =

9(2)-
Ha f(z)-nek megsziintetheté szingularitdsa van, akkor azt is szokds
mondani, hogy f(z) "holomorf" ¢-ben.

Az f(z)-nek a ¢ pontban "m-edrendii pélusa’ van, ha f(z) =

ahol m pozitiv egész, g(z) holomorf c-ben és g(c) # 0.

Az f(z)-nek a ¢ pontban "lényeges szingularitdsa' van, ha ¢ nem meg-
sziintetheto szingularitas, és nem is poélus.

Példa.

sin z

e A fiigguénynek megsziintethetd szingularitisa van a 0-ban.

o A ctgz fligguénynek elsérendi; pélusa van a m tobbszérdseiben.

o Az el fiigguénynek lényeges szingularitisa van a 0-ban.
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Megsziintetheto szingularitasok

Tétel (megsziintethetd szingularitasok jellemzése)

Tegytik fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban, és a ¢ egy
pontozott kérnyezetében a Laurent-sorba fejtése

Ezek az allitasok ekvivalensek:

a f(2)-nek a ¢ pontban megsziintethet6 szingularitasa van.

b

(
( a_q1 = =...=0.
(
(d
(e) lim ((z—¢) - f(z)) = 0.

zZ—>C

) A
)
c¢) lim,_,. f(2) létezik és véges.
) A c egy pontozott kornyezetében f(z) korlatos.
)

Bizonyitas. (a)<(b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.
(a)=(c)=(d)=>(e) trividlis.
(e)=(b): Legyen k tetszéleges pozitiv egész; megmutatjuk, hogy a_; = 0.

Vesziink egy elég kicsi r sugarat, felirjuk az egytithatoformuldt, majd trividlis
becslés:

i 2) - (z — )"z
.L_d_Tf()( )i

< (i max |f(2)] - rk_1> L2 =

la_i| =
|z—c|=r

21

= ( max |(z—c¢)- f(z)|) kel

|z—cl=r

Most r — 0. A feltétel szerint lim, o, max|._¢—, [(z—c)- f(2)| = 0. A masodik
tényezd, r*~! konstans, ha k = 1, és 0-hoz tart, ha k > 2
A hatarérték mindenképpen 0, tehat a_, = 0.
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Polusok

Tétel (pblusok jellemzése)

Tegytik fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban, a ¢ egy

a0

pontozott kérnyezetében a Laurent-sorba fejtése f(z) = Z an(z —c)", és
n=—0o0

m pozitiv egész.

Ezek ekvivalensek:

a f(2)-nek a ¢ pontban m-edrend{i pélusa van.

(
(
(c
(d) lim ((z — )™ f(2)) 1étezik, véges és nem 0.

zZ—C

) A

b) a_pm #0,é8a 1 =0 p2=0_p3=...=0.
) Az 1/f(z) fiiggvénynek a ¢ pontban m-szeres gyoke van.
)

Kovetkezmény. f(z)-nek akkor és csak akkor van pélusa c-ben, ha lim f(z) = o0.

Bizonyitas. (a)=>(b): Egy c-ben holomorf, nemnulla g(z) fuggvénnyel f(z) =
(g(z))' Vegytik ¢(z) hatvanysorat ¢ koriil, és osszuk el (z — ¢)™-mel, megkapjuk
z—c)m

f(z) Laurent-sorat. Trivi, hogy a_p—1 =a—pmo=...=0és a_, = g(c) #0.
(b)=(a): legyen g(z) = >, an—m(z — c)", akkor f(z) = (Zg_(zz)m és g(c) =
a_py, # 0.
a)<(c): Ha zzﬂés c akkor ! =z—cm-iés
Ot ) = G () 0 sbor g (-
(a)=(d): f(z) = (Zg_(zc))m és g(c) # 0, tehat lim ((z — )" f(2)) = limg(2) =
g(c) # 0.

(d)=(a): A g(z) = (z—c)™f(z) fiiggvénynek véges, nemnulla hatérértéke van,
tehat g(z)-nek megszintethetd szingularitdsa van c-ben, g(c) értéke nem 0.
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Lényeges szingularitasok

Tétel (lényeges szingularitasok jellemzése)

Tegytik fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban, a ¢ egy

e'e}

pontozott kérnyezetében a Laurent-sorba fejtése f(z) = Z an(z —o)".
n=—0o
Ezek ekvivalensek:
(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban lényeges szingularitasa van.

(b) Az a_1,a_s,... egylitthatok kozott végtelen sok nemnulla van.

(¢) A lim f(z) hatérérték nem létezik (véges és végtelen sem).

zZ—C

Példa. az e'/* szingularitdsa a 0-ban

1 1 1 = 1/n!
1/z _ —
eF=1+-4+—+-—+--=
z 222 623 —
n=0
A A
er
0
1 0 g
z
eZ
—2kmi /
N
—(2k + 2)mi

Mindegyik holdacska képe a teljes komplex sik, kivéve a O pontot.
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Példa (az exp(1l/iz + mi/3) hatasa a 0 kdzelében)

Tétel (Casorati—Weierstrass tétel)

Ha f(2)-nek lényeges szingularitdsa van a ¢ pontban, akkor

« barmely o € Cu{oo}-hez van olyan (21, 29, . . .) sorozat, amelyre z,, # c,
zn — c és f(zn) — a.

e Barmely r > 0-ra, a B(c,r) pontozott kdrnyezet f szerinti képe,
f((B(c,r)) stirti C-ben.

Bizonyitas. A két allitas ekvivalens; a masodikat bizonyitjuk.
" Tegyiik fel, hogy f((B(c,r)) nem sfirl: valamilyen B(d, ) korben nincs
pontja.

F(B(e,r)

Legyen g(z) = ﬁ; ezzel g((B(c, r)) < B(0, é)

A B(e,r) pontozott kérnyezetben g(z) korlatos, tehét c-ben megsziintethetd
szingularitasa van.

1
Ha g(c) # 0, akkor f(z) = FE) + d holomorf c-ben, de ez ellemtmodas, mert
g(z
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feltettiik, hogy lényeges szingularitasa van.

Ha pedig g(c) = 0, akkor £1_>n}: f(c) =lim (— + d) = o0, tehdt f-nek polusa

zZ—C

van c-ben; ez is ellentmondés. "

Tétel (nagy Picard-tétel)

Ha f(z)-nek lényeges szingularitdsa van a ¢ pontban, akkor a ¢ barmely
pontozott kornyezetében, legfeljebb 1 kivétellel, minden komplex értéket
végtelen sokszor felvesz.

1sin 1 a 0 kozelében
4 z

Nem bizonyitjuk. Vagy mégis?

Definicié (viselkedés co-ben)

Az f(z) co-beli viselkedésén az f(1/z) 0-beli viselkedését értjiik:
» f(z) a oo-ben holomorf, ha f(1/z) a 0-ban holomorf.

o f(2)-nek a co-ben m-szeres gyoke van, ha f(1/z)-nek a 0-ban m-szeres
gyoke van.

e f(2)-nek a oo-ben m-edrendli pélusa van, ha f(1/z)-nek a 0-ban m-
edrendi pélusa van.

e f(2)-nek a oo-ben lényeges szingularitdsa van, ha f(1/z)-nek a 0 1é-
nyeges szingularitésa.
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Példa. o Az m-edfoki polinomoknak a co-ben m-edrendd polusuk van.

o Az e* fiigguénynek a co-ben lényeges szingularitdsa van.
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14. A reziduumtétel

Reziduum véges szingularitas koriil. Reziduumtétel. Modszerek a reziduum kisza-
mitasira. Reziduum oo-ben.

Definicié (fiiggvény reziduuma véges pontban)

Legyen f(z) holomorf a ¢ komplex szam egy pontozott kérnyezetében, és itt

a Laurent-sora ”

f(z) = Z an(z —c)".

n=—0o0

Az a_; egytitthatot az f(z) fliggvény ¢ pontbeli reziduumdnak nevezzik; jele

Res f(z) vagy Resf.

Lemma (ekvivalens definicid)

Ha f(z) holomorf a 0 < |z — ¢| < ry korben, akkor barmely 0 < r < r,

esetén ]

2mi

f(z)dz = Res f.

|z—c|=r

Bizonyitas. Ez éppen az egyiitthato-formula az a_q-re.

Tétel (Rezidumtétel, nullhomotép valtozat)

Legyen D < C tartomany, f(z) holomorf D-n, izoldlt szingularitasok kivé-
telével, tovabbd v egy D-ben nullhomotop, rektifikalhaté, zart gorbe, amely
nem megy at f szingularitdsain. Ekkor
= | e = Snr0)Res £
— z)dz = » n(v,c) - Resf.
2mi J, L c

ceD

PO CNIEY 2,

Szemléletesen, a v gorbét részekre vagdoshatjuk gy, hogy minden darabja
egy szingularitast keriiljon meg egyszer, pozitiv vagy negativ irdanyban, majd eze-
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ket a darabokat egy-egy kis korre mozgatjuk, végil megszamoljuk a koroket a
szingularitdsok koriil.

Persze a dolgok nem mindig olyan egyszeriiek, ahogy elképzeljiik...

Béaranyhimlé. Szerencsére ezek csak megsziintetheté szingularitdasok

A reziduumtétel bizonyitasa. Az f(z)-nek végtelen sok szingularitasa is lehet
(a tartomany hatéran torlédhatnak); el6szor ezzel kezdink valamit.

A D-t egy szitkebb Dy tartomanyra cseréljiik, amelyben mar csak véges sok
szingularitds van.

A ~ nullhomotép, tehdt van egy folytonos I'(¢,u) : [0,1]*> — D leképezés tgy,
hogy minden u € [0, 1] paraméter értékre t — T'(t,u) egy zéart gorbe, v(t) = T'(¢,0)
és t — I['(t, 1) konstans. Legyen K a I' képe, ami 6sszefiiggd és kompakt.

A K minden ¢ pontja koriil vegyiink egy B(c,7.) nyilt korlemezt gy, hogy a
B(e, r.) pontozott kornyezeten az f(z) holomorf legyen. Ezek a nyilt korok lefedik
K-t, tehat koziilik véges sok, By, Bs, ..., By is lefedi.

Legyen Dy = Byu---u By; ez egy Osszefliggd, nyilt halmaz, amely tartalmazza
K-t; tehat a v gorbe Dy-ben is nullhomotop.

Mivel mindegyik Bj-ben legfeljebb egy szingularitdsa lehet f(z)-nek, a Dy
tartomanyban mar csak véges sok szingularitas van.

Legyenek a Dy-beli szingularitasok cy, ..., ¢p,.

Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdasnak egy kis kornyezetében Laurent-sorba
fejthetjiik:
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= a;
z) = Z ajn(z—c)" + 2 —
n=0 Z - CJ

A mésodik sor a C\{c;} halmazon lokalisan egyenletesen konvergens, 6sszege ho-
lomorf.
Az a;_, egyiitthato a cj-beli reziduum: a;_; = iecs f(2).

Az f(z) szingularitdsait ugy sziintetjik meg, hogy f(z)-bél kivonjuk a Laurent-
sorok szingularis (negativ kitevés) részét: legyen

=160~ (S ) - (S eap) (S ee)

A szingularitasokon kiviil ez mind holomorf.

—n

oo
Barmely 1 < j < m-re a ¢; pontban az f(z) — Y, 2

s — fliggvénynek meg-
n=1

sziintetheto szingularitasa van, a tobbi kivont sor pedig holomorf c;-ben. Tehat,
g(2)-nek mindegyik c;-ben megsziintethetd szingularitasa van; g(z) az egész Dy
tartomanyon holomorf.

m [es}
Z Z _ %
imin=1 (z —¢)"
a Do\{c1,...,cn} tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.

Most méar végre integralhatunk:

2mff ~ 2mi ii( " 2mi (Ziizc])”>

A g(2) az egész Dy-on holomorf és v nullhomotép, ezért S g(z)dz = 0.

n > 2 esetén az (chj)n figgvényeknek van primitiv fiiggvénye, ezért ezeknek
az integralja is 0.

Tehat,

100 5 o 3 45) - B ()

Ha ¢ € Dy nem szingularitas, akkor ott f holomorf, igy Res f = 0.

Ha ¢ ¢ Dg, akkor i holomorf Dg-on és « nullhomotdp, ezért n(vy,c) =
1 dz
=\ = =0.

2w Jy z—c
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Ezek utan

27rsz Z (7, ¢5) Resf Z n(y,c Rcesf.

ceD

Tétel (rezidumtétel, nullhomolég valtozat)

Legyen D c C tartoméany, f(z) holomorf D-n, izoldlt szingularitdsok kivé-

telével, tovabba 4, ...,y rektifikdlhato, zart gorbék D-ben, amelyek nem
k

mennek at f(z) szingularitasain, és barmely ¢ ¢ D pontra Y, n(y;,c) = 0.
j=1

k
Ekkorz mf f(z dz- (Z n(v;,c ) Resf
ceD =

Bizonyitas (vazlat). Legyen D; ¢ D az a tartomany, ahol f holomorf. Az
eddigi gorbékhez tovabbiakat vesziink hozza: mindegyik ¢ szingularitas kortl raj-
zolunk — 25:1 n(v;,c) darab kis kért. Az igy kapott gorbe lanc indexe minden
D1-en kiviili pontra nézve 0, tehat az altalanos Cauchy-tétel szerint ezeken a gor-
béken a vonalintegralok osszege 0. Ezért,

Zk:;m f(Z)dZ—Z(Zkln(’yj, )) Res f = 0.

A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

o Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..

 Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor
(k)
L NN (O N L)

=c z—c¢ a=c (z —c)k+l k!

11 1 1
Példak.  + 2%-el* = 24zt oo st fehit Res (z2-el/2) -
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1 1 1 2 1 1/6
. = y -~ (1+2 4. =—+L—|—...,tehaft
z ) 6 23 A

z=0 23 21

A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

0

« Ha f(z) = Z an(z — )", akkor

n=—1
Res f(2) = a—y = lim f(2) - (z — ¢).
o Ha a ¢ pontban f(z) holomorf és g(z)-nek elsérendii p6lusa van, akkor

Res ((2) - 9(=)) = lim /(=) - g(2) - (= — ¢) = £(c) - Res g(2).

« Ha a ¢ pontban f(z)-nek egyszeres gyoke van, akkor

zZ—cC 1

1
Res —— = lim —— .
SR IR T
« Ha a ¢ pontban f(2) és g(z) holomorf, g(c) # 0, és h(z)-nek egyszeres gyoke
van, akkor
(2) f() L flo 1 f)

f2)  _f@) p L _fl 1
20000 90 G T gl W@ gle) - W)

Példak.

1 1
Res = — =
z=msinz  (sin z)”zz7r -1
1 1 1
Res = = —.
z=1 22 + 1 (22 + 1)/ 21
1 1 1
Res = = -
z=1 z4 — 1 (24 — 1) —44
622 €2z 1
Res - = - = —.
2=0 (234 2sinz)-cosz (2% + 2sinz) -cosz|,_, 2
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Definicié (Definicié (reziduum a végtelenben)

Ha f(z)-nek izolélt szingularitdsa van a co-ben, vagyis egy nagy koron kiviil
e}

holomorf, és itt a Laurent-sorba fejtése f(z) = Z a,z", akkor ZR:%g f(z) =
n=—oo
—Q_1.

Lemma (ekvivalens definiciék)

« Ha f(z) holomorf az R sugari koron és azon .
1
kiviil, akkor R = —— dz.
fviil, akkor Res f(2) g |z|=Rf(Z) z
1 1
Bizonyitas. (a) Egyiitthato-formula a_;-re.
(b) Helyettesitéses integrdlds: z = L (Megforditja a kor irdnyitasat!), dz =

dw
—du

1 1 1\ —dw 1 1
Res /0= o ) TP 5 )y (w) w =£’~£§<—W' (w))

Tétel (A reziduumok Gsszege)

Ha f(z) véges sok izolalt szingularitas kivételével az egész sikon holomorf,
akkor a reziduumainak 6sszege, beleértve a oo-beli reziduumot is, nulla:

ZRcesf=().

ceC

Bizonyitas. Ha a véges szingularitasok a |z| = R kor belsejében vannak, akkor

ZRcesfz ( Z Rgsf)+Rogsf
ceC le|[<R

1 1
= f(z)dz——. f(z)dzz 0.
21 |z|=R 21 |z|=R
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A reziduumtétel alkalmazasai

0 cos DO sin x 0 dg 0 (logx ST . , ‘ez
§o < gt du, §, oede, sotg 6s S0 o - kiszamitasa a reziduumtétel segitsé-

gével.

A 7 ctg(nz) fiiggvény alapvetd tulajdonsdgai. Végtelen sorok Gsszegzése a  ctg(mz),
() és a fiiggvények reziduumaival. ZZO:;L 1%2 és1— 3% + 5% — 7% +—

kiszamitasa.

s
cos(mz)

Improprius integralok kiszamitasa

o0 0,z 0 o] 2
J c2osx de =7 J ST G =7 J o dx =7 J 7(log a:)de =7
0 e + ]_ 0 A 0 :U\/i —|— 1 0 (I + ].)

% cosT_ i R cosT_ o i R%d Y R giw d
z = lim r = lim r == lim —  dzx
o 22+1 R Jo 22+ 1 R Jo 2?2 +1 2R—w0 )_pa?+1

R

_— dz

JRx2+1 @22+1 J/\22+1
e 1

= 271 - ljezsz2+ +O(R2-R) |

= 2mi - +O< ) -

( pi —R 0 R™

+1)f
i o >_g o(1)

A R — oo hatdratmenetbdl: J 8T — lim —dx = =
T 2 R-w _pr?+1 2

12

™

2¢e’
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)

w .
sin
dx =7
0 T

Megoldas:
R sin 1 (7 sinz 1 sin z < A <
f dr= - f dr= - J dz Mi
0 T 2).p x 2 z
= 1J } ;f_ dz= l idz - l e_izdz. R 0 ke
2J).,1 =z di ) | = i ) | =2 i
- —Mi
A fels6 félsikban e, az alsé félsikban e~* korlatos.
12 1 —1z
f dz — S P — S P
[:j 4i ] z i), | =
1 12 1 —1iz
z—Res——— edz——,  d-
2 =0 z 4 JT = i), | =
1 %1 1 —1iz
T ©ds— — ° d.
2 4 oz i) | =
N ) , eiiz 1
A négy fliggbleges szakaszon |e**| < 1 és |z| = R, tehat dz| < B M.
z
-‘rzz
A két vizszintes szakaszon |et?| < e és |z| = M, tehat 'J dz| <
-M
e
—— 4R.
M

Példiul az M = /R vdlasztassal

fRSiImdx T +0<1) +o<e—@@>.

0 T 2

Mindkét hibatag 0-hoz tart, tehat

w . .
sin x ) sin x 0
dz = lim dz = —.
0 2

x N N

Megoldas:
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1
z=emi/a 2% 4 1 A\ z2% + 1 kek bordo zold lila
1 1 7r7,/a
R = =
Z:B%S/“ 20 41 (Za + 1) a - (eﬂ'l/(l)(l

r=eTi/a

L R _e2mifaqy 1 1
S _O(=-R) =0 ~0
Jkek J ¢+ 1 Lcsld J; ¢+ 1 Jbordé <Ra ) (Ra_l ) J;ila (r)

_e .

wi/a ) R dx 1
. . 2w/
274 - = (1—e*™ a)ﬁ . 1+O(Ra_1)+0(7“)
© dx ) R dz , —emi/a T 21 7/a
= lim —=2T = — . — — = — .
0 ¥+ 1 ro0R-w | 2%+ 1 a-(1—e?m/a) q em/e—e-m/a  sin(m/a)

a — l-re, a = 2-re és a — oo-re konnyen ellendrizhetjiik.

Példa ("kulcslyukgorbén" integralunk)

? (logz)* =
L (@ + 1)2dx =7

Megoldas:

Legyen f(z) raciondlis tortfliggvény, amelynek nincs p6lusa a nemnegativ valds
szamokon, d = deg f < —2, és p(x) n-edfoki polinom. Integraljuk az f(z)-p(log z)
fliggvényt ezen a kuleslyuk gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < argz < 27.)

f J f(z)p(logx) dz, J =
kék z6ld

J f(z)p(log x + 2mi) dx,

1
J;)ordé a O <R (1Og R) R) ’ J;ila O (<10g T) r) ‘ 1 fo\r—>_R}
Reziduumtétel: \m/

D, Res (f(Z) -p(logz -5 J f(z) - pllog z)d

r<|c|<R

271

f " p(log ) — (19gx + 271) dx—l—O(RdH(lOg R)”) +O<(log i)" : 7‘).
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p(log x) — p(log x + 2mi)
2mi

do = Y Res ()

0
r — 0, R — oo hatdratmenet: f f(2)
0

ceC
p(log a:))
Egy kis szamolassal, a
1 2
P(X) = —5 (X — i) = T(X — i)
polinomra
p(X) — p(X + 2mi) _ x?
27 '
0 (log 1’)2 B 0 p(log:p)fggrl;)gaﬂr%ri) B p(log Z)
r= dx= Res
o (x+1)2 0 (x +1)? =1 (z+1)2
/ 1 71_2
~ Res (pllog2)) | = p/(log(~1)) - == —p/(vi)= -

Végtelen sorok osszegének kiszamitasa

1 1 1 1 0
1+§+§+E+?+...=.

1 1 1 1

+ + + +...=?
14+1 2441 3441 4441

1 1 1 1 0
1—54‘?—%4'@—4-...:.

(a) A mctg(mz) fiiggvény izolalt szingularitdsai az egész szamok.

(b) A 7ctg(mz) fiiggvénynek az egész helyeken elsérendii pélusa van, és a
reziduuma 1.

(c) Ha f(z) holomorf a z = k pontban, akkor Res (f(z) -ﬂctg(wz)) =
(k).

(d) Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/4 sugart kornyezeteit, a meg-
maradt halmazon a 7 ctg(mz) fiiggvény korlatos.
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Bizonyitas. (a) mctg(mz) = M pélusai ott vannak, .
sin(7z) A
ahol sin(7z) = 0, vagyis az egész helyeken.
(b) Res W?OS(’/TZ) _ 7r'cos(7rz) _q
2=k sin(7z) (sin(7z2))"|,_,
(c) Az 7 ctg(mz)-nek a k helyen elsérendl pélusa van, tehét

Res (f(2) -meti(r2)) = 7(k) - Res (weta(nz)) = f(R).

(d) Imz — 400 esetén 7ctg(mz) — Fi, ezért pl. a [Rez| < 3,
|z| > 1/4 periéduson a fiiggvény korlatos.

|
N~
=)
ol=

\

~. <

Lemma

(a) Ha f(z) raciondlis tortfiggvény, deg f < —2, akkor Res ( f(z) -
ceC

T ctg(wz)) = 0.

e}
(b) Az 6sszeg véges sok kivétellel megegyezik a 2 f (k) osszeggel; a kivé-
k=00

telek az f(z) polusai.

Bizonyitas.
(b) A szingularitdsok a ctg(m) szingularitasai (te-
hat az egészek), tovabba f(z) pélusai. Ha egy

k egész helyen f holomorf, akkor ott Rgs f(z) -

rets(ns)) = )

(a) Legyen N pozitiv egész, és integraljunk a |z| = N+ 3
N + % kéron. Az N legyen olyan nagy, hogy f(2)
minden pdlusa a N /2 sugari koron belil legyen.

A kdrvonalon |f(z)| = O(N9e/) < O(N~2), mctg(nz) korlatos, igy

> Res ( f(2) -7rctg(7rz)> — 217” f(2) - metg(mz)dz= o(}\lf2 : N> = o(jlv).

1
le|<N l2|=N+3

Az N — o hatdrdtmenetbdl » Res <f(z) : 7rctg(7rz)) = 0.
ceC
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1 1 1 1

1+§+?+E+?+...=?
= metg(mz)
Megoldas. Polusok az egész helyeken vannak, ezért 2 Reks —>— =0.
2= z
k=—00
1 1
Ha k # 0, akkor EZ{:eks = wetg(rz) | = =
. 1 4, 1 I
A ctg z Laurent-sora a 0 kozelében ctgz = 27 — gz — @Z — ...
) t 2 4 t
Atirva mz-vel: &2(772) e S R ., tehat Res M =
z 3 45 z= 22
=
3
7 ctg(mz) S
0= ) Re—0%—=2), 5%
k=—o0 k=1
i 1 72
= k2 6

Milyen fiiggvényeket lehetne még haszndlni rctg(rz)

helyett?

. Zr) A szingularitdsok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész
sin(7z
szamok 1/4 sugaru kornyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fiiggvény is
korlatos.
Res — - (—1)*; valtakozo eléjelfi sorok ésszegét kaphatjuk meg.
2=k sin(7mz)

7T 1 4 4 _ k+1

. ugyanaz, csak ;-del elcstsztatva. Res = (—1)"

cos(mz) a—k+1 cos(mz)

« I(s) = §y #* e "dz  (Gamma-fiiggvény) ??? (Az integral lokalisan
egyenletesen konvergens a jobb félsikban; a I'(s + 1) = s - ['(s) fiiggvény-
egyenlettel kiterjeszthetjik az egész sikra). A fiiggvénynek elsérendii pélusai
vannak a nempozitiv egész helyeken. Gond, hogy a fiiggvény gyorsan no, és
nem konnyt kiszamolni sem...

Erdekesség: I'(s) - T'(1—s) =

sin(7s)
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F/
o U(s) = (5) = (logI'(s)) (digamma fiiggvény) 77?7 Ennek is elséren-

['(s)

dii polusai vannak a nempozitiv egész helyeken, —1 reziduummal, és nem is
no nagyon gyorsan; a logaritmus megszeliditi...

Y1 —5) = 4(s) = metg(ms)

1 m
ZRes ( . > = 0; a szingularitasok: i%, i%, i%, ... ésal.

Lo 1 g (D8
e (z3 COS(WZ)) (k+ 3)? (=1) 2k +1)3

A 0 kbzelében cos(m2) = 1 — T 2% + O(|2[*), tehdt

2 -1
Lo (- Teoge)

2 cos(mz) 2P

3

2
— % : (1 + %22 + O(\z|4)) =7z + %271 +O(|2])
1 T 3
es| = ——— | =—.
z=0 \ 23 cos(7mz) 2
_1)k 7T3

0 =) Res O > G i )T
B 2 2k +1)% S22 A (2k+1)3 0 32

23 cos(mz) L
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16. Az argumentumelv

Meromorf fliggvények. Logaritmikus derivalt. Argumentumelv rektifikdlhat6é gor-
békkel hatarolt tartomanyra. Az argumentumelv kiterjesztései

Definicié (meromorf fiiggvény)

Az f(z) figgvény meromorf a D tartoményon, ha izolalt szingularitdsok
kivételével holomorf, és mindegyik szingularitas polus.

Ebben a részben meromorf fiiggvények gyokeit és poélusait fogjuk szamolni
mindenféle gorbék belsejében.
A 6 eszkOziink a gyokok szamoldsahoz:

Definicié (logaritmikus derivalt)

Legyen f(z) meromorf egy D tartomanyon. Az f(z) logaritmikus derivdltja

f'(2)

az fuggvény.
f(2)
A logaritmikus derivalt ott értelmes (és persze holomorf), ahol az f(z) holomorf
és nem nulla. )
A lokalisan 1étezé log f(z) fiiggvénnyel ;((z; = (log f (z))/; innen jon a név.
z

/ /
Ay ? ((z)) helyett szokds igy is {rni: ff(z), kihangsilyozva, hogy a logaritmikus
z

derivalt egy operator.

Lemma (A logaritmikus derivalt tulajdonsagai)

Bizonyitas. (a)

(f9) _fot+fsd _f 4
fg fg fog
vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan
(J;? = (log fg)' = (log f +logg + C)" = (log f)" + (log )" = fc + i]-
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(b)
(f/9) _ (S'9a—1f9)g* _fg—fd [~

flg f/g fg f

g/
g )
vagy:

(é//i)/ = (log f/g)" = (log f —logg + C)' = (log f)' — (logg)’ =

~

[
@ |9

Tétel (A logaritmikus derivalt reziduumai)

Tegyiik fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kornyezetében.

!/

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor f? holomorf c-ben, igy

/
Res L =0.
o f
/
(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor 7-nek c-ben elsérendii
/
poélusa van, és Rces 7 =m.

!/
(c) Ha f-nek m-edrend{ pélusa van c-ben, akkor ~—-nek c-ben elsérendii

/
poélusa van, és Res — = —m.
C

f

.

J

Bizonyitas. (b) f(z) = h(z) - (z — ¢)™, a h(z) fuggvény holomorf c-ben, és
h(c) # 0.

floy K ((z—c)m)/ W m
?(2) _E(Z)JFW = h<z)+z—c’
R - R " R =0
Cesf(z)— cesﬁ(z)—i—zzecsz_c— + m.
(c) f(z)= (Zh_(zg)m, a h(z) figgvény holomorf c-ben, és h(c) # 0.
fro. K ((z—c)m)/ W m
?(2) = E(Z) T G_om E(Z) T
Res (=) = Res "(2) ~ Res ™ =0
Ces.?(z)— Cesﬁ(z)—zzecsz_c— —m.
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Tétel (argumentumelv)

.

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen 7 pozitiv irdanyitdsu,
rektifikalhaté egyzerti zart gorbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik
gy, hogy v nem megy at f(z) gyokein és pélusain.
Jeloljik Z-vel és P-vel f(z) gyokeinek és poélusainak szamét ~ belsejé-
ben multiplicitassal, vagyis minden gyokot és pélust annyiszor szamolunk,
ahanyszoros gyok, illetve ahanyadrendti polus. Ekkor

1 1

2-P =g | FE@d==n(ion0)

avagy: A gyokok szdma minusz a polusok szama a -y belsejében éppen annyi,
mint ahdnyszor z-vel a gorbe mentén korbesétdalva, f(z) értéke kiorbefordul.

A

J

/

Bizonyitas. (a) Az —(z) logaritmikus derivalt reziduuma az m-szeres gyokoknél

m, az m-edrendi pélusokndl —m, a tobbi pontban 0. A gyokok szama, Z a pozitiv
reziduumok Osszege, a pélusok szdma, P pedig a negativ reziduumok osszege (—1)-
szer.

/ 1 f/
Z-p= o 2 | L
'ybeéébenReS foo2mil), f (2)dz

(b) A w = f(z) helyettesitéssel integrdlva dw = f'(z)dz és

1 i’ 1 dw

— z)dz = — =n(fo~,0).
271 J ey f( ) 270 Jwe(foy) W ( )

120



Definici6

Legyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b. Azt mondjuk, hogy az a
pontban a b érték multiplicitasa m, ha

o flla)=...= f"V(a) =0és f(™(a) # 0, vagyis

o az f(z) — b figgvénynek az a szam m-szeres gyoke.

Legyen f(z) meromorf a D tartoményon, és a komplex szam. Legyen 7 po-
zitiv iranyitasu, rektifikalhato egyzert zart gorbe, amely a belsejével egyiitt
D-ben fekszik ugy, hogy v nem megy at f(z) pélusain, és a v pontjaiban
f # a.

Jeloljik Z,-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve
f(2) pélusainak szamét v belsejében multiplicitassal. Ekkor

1

Za—P:%
271

MZ:TL (e} a
LM_Gd (7o)

avagy: a fligguény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, minusz a polusok
szama, mint ahdnyszor z-vel vy mentén korbesétalva, f(z) értéke megkerili
az a-t.

Bizonyitas. Argumentumelv a g(z) = f(z) — a fiiggvényre, majd w = f(z)
helyettesités:

_ L[ @y L[ G
1 dw
2 we(foy) W — @ =nlfera).
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Példa

—(2+0,3)®
A v gorbe a +1 + i csticst négyzet hatara és f(z) = > +(g, 5— O? 8
A
P —(z+0,3)3
O. o } Z+ 07 5 - 07 87/
_1 . 0 1 ;\
7 /‘ >
° —i J\
o
a
00
°

A figgvénynek haromszoros gyoke van a (—0, 3)-ben, és elsérendii pélusa a
(—0,5 + 0, 8i)-ben, tehat Z — P =3 —1=2. Az f o~ gorbe kétszer keriili
meg a 0-t.

A baloldalon a harom sarga pont egyszeres képe az a pont, de csak ketto
esik a v belsejébe. Tehdt Z, — P =2 —1 = 1; az f oy gorbe egyszer kertili
meg az a pontot.

Tétel (altalanos argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf, g(z) holomorf a D tartomanyon, és legyen 7 pozitiv
iranyitasu, rektifikdlhato egyszert zart gorbe, amely a belsejével egytitt D-
ben fekszik gy, hogy 7 nem megy 4t f(z) gyokein és pdlusain.

Barmely ¢ pontra legyen m(c) a ¢ multiplicitdasa, ha ¢ gyoke f-nek; legyen
—m(c) a ¢ rendje, ha ¢ pdlusa f-nek; egyébként legyen m(c) = 0. Ekkor

Y m@) 90 = —= [ g2) L(mae

¢ belsd pont 2mi Y f

!/
Bizonyitas. Mivel —-nek csak elsérendii polusai vannak,

Res (g : J;) = g(c) - Rgsj; = g(c) - m(c);

> mle) - gle) = Res (9 %) = 5 [ o6 L ega

c
¢ bels6 pont ¢ belsé pont
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Példak
1
271
belsejében, multiplicitassal.

/
f fY(z)dz az f gyokeinek szdma (minusz a p6lusok szama) a gorbe
.

1 r !/
. Q_J z- L(z)dz az [ gyokeinek Osszege (minusz a pélusok Gsszege)
)
-
a gorbe belsejében, multiplicitassal.
1 (=) . , .
e — | —=—=——dzaz f(z) = a egyenlet megoldédsainak szdma (minusz
2mi J L f(z) —a
a polusok szama) a gérbe belsejében, multiplicitassal.

1, fl
27m'J7 f(z)—a

nusz a pélusok Gsszege) a gorbe belsejében, multiplicitassal.

dz az f(z) = a egyenlet megoldéasainak 6sszege (mi-

Ha f(z) holomorf, és valahonnan tudjuk, hogy pontosan egy, egyszeres
megoldés van, akkor ez az integral megadja magat a megoldast.
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17. A Rouché-tétel és alkalmazasai

Rouché-tétel. Az algebra alaptételének bizonyitasa a Rouché-tételbdl. Lokélis
értékeloszlas. A nyilt leképezés tétele. Lokalis inverz létezésének feltétele. Az
inverzfiiggvény folytonossaga és differencidlhatdsiga.

Tegyiik fel, szeretnénk bebizonyitani az algebra alaptételét az argumentum-
elvbol.

Legyen p(z) = 2" + a, 12" ' + ... + a1z + ao.

Ha |z| nagy, akkor p(2)
p(z) = 2" + "zaj";

a "zaj" sokkal kisebb, mint a fétag, z".

Egy nagy koron a 2" n-szer fordul kérbe. Szemlé-
letesen, egy kis zaj ezt nem tudja elrontani... Vagy
mégis?

Tétel (Rouché)

Legyen f(z), g(z) és h(z) = f(2)+g(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen
v pozitiv irdnyitasu, rektifikdlhatd egyzert zart gorbe, amely a belsejével
egyiitt D-ben fekszik gy, hogy v nem megy at f és g polusain. Jelolje Z
és P a megfelel6 fiiggvény gyokeinek, és pélusainak szamat v belsejében.

(la) Ha a v pontjaiban |f| > |g|, akkor Z;, — Py = Zy — P.
(1b) Ha a vy pontjaiban |f| > |f — h|, akkor Z, — P, = Z; — P;.

(2a) Ha a v pontjaiban sem f, sem h nem nulla, és f/h nem lehet negativ
valés sem, akkor Zj, — P, = Zy — Py.

(2b) Ha a vy pontjaiban |f — h| < |f| + |h|, akkor Z;, — P, = Z; — P.
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Bizonyitas.

(1a) és (1b) ugyanaz. h{z) f(2)
(2a) és (2b) is azt fejezi ki, hogy az f(z) és h(z) pontokat

0sszekotd zart szakasz nem tartalmazza a 0-t. 0
(2b) = (1b) trividlis, mert ha |f — h| < |f], akkor |f — k| < |f] + |h|.

Elég (2a)-t igazolni.
(2a) Allitds: ha a 7 pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ valés,
akkor Zh — Ph = Zf — Pf.

Legyen D; az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ
valés. Ahol f = 0 vagy h = 0 vagy f/h € (—0,0) az egy relativ zart halmaz,
tehat Dy nyilt; az egyik komponensében fekszik ~.

A D; halmazban (h/1)

h
hf -nek van primitiv fiiggvénye Di-en: a log — féértéke.
Ezért

LR L (NN
a=r =z =P =g [ g [ e | () -

1 h/f) 1 R\’
2mi ), h/f 2mi ), f
Tehét, Zh — Ph = Zf — Pf.
Alternativ bizonyitas: 0 <t < 1 esetén legyen

’ (L —=1t)f(z)+th(z)
R | i (z)
gp(t)—% =0 +ih Ez minden 0 < t < 1h(z

esetén értelmes, mert  pontjaiban (1 —¢)f + th # 0. 0

A o(t) = Za—pstn — Pa—t) e érték mindig egész szam; maésrészt o(t), mint
paraméteres integral, folytonos. Tehat ¢ () konstans, és Zy — Py = ¢(0) = ¢(1) =
Zp — P

Egy Gjabb bizonyitas az algebra alaptételére

Legyen p(2) = 2" + ap_12" L + ... + a1z + ao.
Legyen
R> 1+ |ag| + |a1]| + ... + |an-1],
és irjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az 2" fiiggvényekre a |z| < R korben.
A korvonalon

1

‘p(Z) - Zn} = ‘@n—ﬂn_ +...taz+ ao‘ <
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< |an_1|R"_1 + ...+ |a1|R+ |(I0| < (|an_1| + ...+ |CL1| + |CL0|)Rn_1 < R"= |Zn|,

igy a Rouché-tétel szerint a kor belsejében (multiplicitdassal szamolva), a p(z)
fiiggvénynek ugyanannyi gyoke van, mint a 2" fliiggvénynek, vagyis n darab.

Tétel (lokalis értékeloszlas)

Legyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b k-szoros értéke (azaz f'(a) =
.= fE (@) =0, f®(a) # 0). Ekkor 36 >0 V0 < § < & 3Je > 0,
hogy

o Az f(z) = b egyenletnek egyetlen megoldasa az B(a,d) halmazban a
z = a (és ez k-szoros érték), és

e Barmely w € B(b, ) szamra az f(z) = w egyenletnek pontosan k
kiillénb6z6 megoldasa van a B(a, d) halmazban, és ezek mind egyszeres
értékek.

f(z)
—l

7

Bizonyitas. Elég azt az esetet igazolni, ha a = b = 0.

Vélasszuk dp-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < &y korlapon f # 0 és f/ # 0;
ezt biztosan megtehetjiik az unicitdstétel miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) =0
egyetlen megoldéasa a z = 0, és minden mas érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenségiinktol egy neki tetszo 0 < § < 9y sugarat, akkor a mi
lépéstink:

52&11:%“(,2)].

(e > 0, mert a kérvonalon f # 0.)
Most tjra az ellenség 1ép: mond egy w € B(a, ) szamot.

A |z| = § kérvonalon |f| = € > |w|. A Rouché-tétel miatt a B(0,0) koérlapon
az f(z)—w figgvénynek ugyanannyi gyoke van, mint az f(z) fiiggvénynek, vagyis
pontosan k darab.
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Ha w = 0, akkor a f(z) = w egyenlet egyetlen, k-szoros megoldasa a 0.

Ha w # 0, akkor a 0 nem megoldés; a k darab megoldés a B(O, ) pontozott
korlapon van.
Ott viszont f” # 0, tehat a k megoldas mindegyike egyszeres érték.

Tétel (A nyilt leképezés tétele)

Ha f holomorf és nem konstans a D tartoményon, akkor D barmely nyilt
részének képe nyilt.

Bizonyitas. Az kell, hogy barmely b € f(D) pont belsé pontja a képhalmaznak.

Legyen b = f(a), a b multiplicitdsa az a-ban k. A lokdlis értékeloszlas tétele
miatt van olyan ¢ > 0, hogy B(b, ) minden pontjat legaldbb k-szor felveszi f.

Ezért biztosan B(b,e) < f(D); a b belsé pontja f(D)-nek.

Tétel (a lokalis inverz létezése)

Legyen f holomorf az a pontban. f(a) = b. Az f(z) figgvénynek akkor
és csak akkor létezik holomorf g(w) lokélis inverze a b pont koriil, amelyre
g(b) = a, ha f’(a) # 0.

Bizonyitas. Legyen k a b multiplicitdsa az a pontban, és legyen §g az a sugér,
amelyet a lokalis értékeloszlas tétele eloir.

Tekintsiink egy tetszoleges 0 < § < & sugarat és a B(a,d) korlapot. A lokélis
értékeloszlas tétele miatt van olyan e > 0, hogy barmely w € B(b,¢) értéket f
pontosan k-szor vesz fel.

= Ha f'(a) = 0, akkor k > 2. Tetszélegesen kicsi B(a,d) korlapon lesz k
kiilonb6z6 pont, ahol f értéke megegyezik, tehat f nem lehet injektiv az a pont
semmilyen kornyezetében sem.

< Ha f'(a) # 0, akkor k = 1.

A lokélis értékeloszlas tétele miatt van olyan € > 0, hogy barmely w € B(b, ¢)
értéket pontosan k = 1-szer vesz fel f a B(a,dy) korlapon.

B(a,d) f(B a, 5))
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Az f folytonossidga miatt van olyan 0 < § < dy, hogy f(B(a,é)) c B(b,¢).
Ezzel a valasztéssal barmely z € B(a,d) esetén a w = f(z) szamot a fliggvény
pontosan egy helyen veszi fel a B(a, dy) korlapon, és ez a hely maga a z. Tehat,
f injektiv a B(a,d) korlapon.

A nyilt leképezés tétele matt az f (B (a, (5)) halmaz nyilt, és az f(z) tgy felelteti
meg kélesondsen egymésnak a B(a,d) és a f(B(a,d)) halmazokat, hogy nyilt
halmazok képe nyilt, vagyis a lokdlis inverz g = f~! fiiggvény is folytonos.

Az inverz fiiggvény differencidlasi szabalya szerint ha ¢ lokalis inverze f-nek,

f' # 0 és g folytonos b-ben, akkor g differencialhato, és ¢'(f(z2)) = Fz)
z

Alternativ bizonyitas az inverz fiiggvény létezé-
sére és differencialhatésagara

Tegytik fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.

Az unicitastétel miatt elég kis » > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b
értéket a B(a,r) halmazon. Legyen d = minj._q -, |f(2) — b]. A Rouché-tétel
miatt barmely w € B(b, d) értéket az f pontosan egyszer vesz fel a B(a,r) korben,
és ez a hely az altalanositott argumentumelv szerint

1w 1 5. f'(z) 5
f ( ) J|vz—a=r f( a

~ omi z) —w

Ez a paraméteres integral viszont differencialhato:

IRV o (. f) N, 1 - f(2)
<f (w)) - % Oﬁiw <Z : f(Z)—IU) dz = % jz_a_r (f(z)_w)ZdZ.

|z—al|=r
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Példa (Egyvaltozés implicitfiiggvény-tétel)

Tegyiik fel, hogy f(z,w) kétvaltozds komplex figgvény, folytonos az (a,b)
egy kornyezetében, mindkét valtozé szerint holomorf, f(a,b) = 0 és
D5 f(a,b) # 0. Ekkor létezik az a pontnak olyan A kornyezete és a b pontnak
olyan B kornyezete, hogy

(a) Barmely z € A ponthoz van egy egyértelmli w = g¢(z) € B pont,
amelyre f(z,w) = 0;

(b) A g: A — B implicit fiiggvény holomorf;

. Dif(s,9(2))
(©) 96 = =5, 7z ()

. J

Bizonyitas. (a) Vélasszunk olyan kis r > 0 sugarat, hogy a |w — b| < r zart
korlemezen f(a,w) injektiv. Legyen m = miny, <, |f(a,w)|, B = B(b,7), és A
olyan kis kornyezete a-nak, hogy a z € A, |[w—>b| = r halmazon | f(z, w)—f(a,w)| <
m.

Vizsgéljunk egy rogzitett z € A pontot. A |w — b| = r kérvonalon |f(z,w) —
fla,w)] <m < f(a,w). A Rouché-tétel szerint a w — f(z,w) és a w — f(a,w)
fliggvénynek ugyanannyi gyoke van. Mivel f(a,w) injektiv, egyetlen, egyszeres
gyoke van, a b. Tehat, pontosan egy olyan w € B létezik, amelyre f(z,w) = 0.

(b) A g(2) implicit fiiggvényt az altalanositott argumentumelv segitségével
felirhatjuk integral alakban. A g(z) szam az f(z,w) = 0 egyenlet egyetlen megol-
désa, egyben a megoldasainak osszege a |w — b| < r korben, vagyis

g(z) = ! w - 7D2f(z’w)dw.

N % |lw—b|=r f(z,w)

Azt a Young-tételnél lattuk, hogy f(z,w) akdrhdnyszor differencialhato, ezért ez
a paraméteres integral is holomorf.
(c) Ugyanaz, mint valésban: az f(z,g(z)) = 0 azonossigot derivaljuk:

D1f(z,9(2)) + Daf(2,9(2)) - g'(2) = 0.
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18. Tortlinearis fiiggvények

Az 1/z és az 1/zZ figgvény. Tortlinedris fiiggvények. Reprezentdcié matrixszorzas-
sal. Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a torlinearis figgvényt. Komp-
lex kettOsviszony. Kettosviszonytartas, kortartas, szogtartas, szimmetriatartés.

A kovetkez6 néhany eléadason azt fogjuk vizsgalni, hogy milyen egyszeresen
Osszefliiggd tartomanyok kozott létezik konform megfeleltetés, vagyis oda-vissza
holomorf bijekcié.

Két fontos geometriai transzformécié: 1/z és 1/z

1 1 1

« sz

természetesen (és folytonosan) kiterjeszthetjitk a 0 pontra és a co-re, ezek egymas
inverzei,

Az — fuggvény egy tiikkrozott inverzid, az inverziot kombinaljuk a valds ten-

gelyre valo tiikrozéssel.
Erdemes meggondolni, hogy ezek milyen geometriai transzformacioit adjak

meg a Riemann-gombnek: az 1/z a (—1, 1) a&tmérére valo tikrozés; az — az egyenld
Z

sikjara vald tiikrozés.
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Definicié (tortlinearis fiiggvény, linearis tortfiiggvény, Mobius-
transzformacio)

az+b
f(z) = o d’ (ad # be)

alaki meromorf fiiggvényeket hivjuk tortlinedris fligguénynek vagy linedris
tortfiigguénynek vagy Maobius-transzformadcionak.

J

« Ha a Riemann-gombot (a komplex projektiv egyenest) homogén koordind-

z2+b .. a b /
y fliggvénynek megfelel a lc d] mat-

takkal koordinatazzuk, akkor az

rixszal vald balrél szorzas.

« Ha c # 0, akkor f(—%) = o0 (a nevezd 0) és f(0) = 2. Ha ¢ = 0, akkor
f(o0) = c0.

o A fiiggvénynek megfelel6 matrix nem nulla konstanssal val6 szorzastol
eltekintve egyértelmi.

o Ha f(z) és g(z) tortlinedris figgvények, egy-egy maétrix alakjuk F,
illetve G, akkor f o g matrix alakja F' - G.

e Ha f(z) tortlinedris fliggvény, egy méatrix alakja F' = lz Z], akkor

f71(2) métrix alakja F~! ~ l d _b].

—C a

o A tortlinearis figgvények csoportja a PGL(2,C) csoport.

o A tortlinedris fliggvények csoportjat generaljak az eltolasok, nem nulla

konstanssal szorzasok és az 1/z, vagyis minden tortlinedris fiiggvény
eloallithato ilyenek egy sorozatanak kompozicidjaként.

o Minden tortlinearis fliggvény bijekcié a Riemann-gémbrol 6nmagara.

.

.

Bizonyitas. (a) Ha ¢ = 0, akkor

az+b_gz+é
cz+d d d
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Ha ¢ # 0, akkor
az+b 1 bc—ad a
cz+d cz+d c ¢
(b) A generétorelemek, tehét az eltoldsok, nem nulla konstanssal szorzasok és

az 1/z is bijekciok a Riemann-gémbrél 6nmagéra.

Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a tortlinearis fiiggvényt:
barmely, paronként kiillonb6zo 21, 29, 23 pontokhoz és paronként

kiilénboz6 wy, we, ws értékekhez pontosan egy olyan f(z) tortlinearis fugg-
vény létezik, amelyre f(z1) = wy, f(22) = wo, és f(z3) = ws.

Bizonyitas. 1. Specialis eset: w; = 0, wy = 0, w3 = 1.
la. Ha 21, 29 és 23 is véges:  z; gyok és zy poélus, tehdt f(z) = K - S
Z — 29
valamilyen K # 0 komplex szammal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen valasztas
K=2"2
23 — %1
0-2+ K
1b. Ha z; = oo: f(z)zzi; K = 23 — 2.
Z — 29 1
le. Ha zg =000 f(2) =Kﬂ; = .
0-z+1 23 — 21
1d. Hazg =0 f(z) =K -~ Lés K =1.
Z — 29

2. Az altalanos eset: legyen g és h az a két tortlinearis fiiggvény, amelyekre
g(z1) =0, g(z2) =0 és g(z3) =1, illetve h(w;) =0, h(wy) = o0 és h(ws) = 1;
ezek utdn f = h™! o g megfeleld.

0, h(f(22))

Az egyértelmiiség: Vizsgaljuk a h o f fuggvényt: h(f(z)) = = 0

és h(f(z3)) = 1, tehét csak ho f = g lehet, vagyis f = h™ ' og.
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Definicié (komplex kettSsviszony)

Az a, b, c,d kiillonb6z6 komplex szamok kettésviszonya:

' _(c—a)d=b) c—a d—a c—a c—b
(@bed) = d—a) " c=b ' d—b d—a d—b

Ha valamelyik oo, akkor a megfelel6 tort értéke 1, avagy a hatarértéket
vessziik co-ben:

d—>b c—a
(w7b7c7d)zc_b7 (a7CD7C’d):d—a/,
d—>b c—a
(a,b,oo,d)zd_a, (a,b,c,oo)zc_b.

Barmely négy kiilonboz6 pont, a,b, ¢, d akkor és csak akkor van egy koron
vagy egy egyenesen, ha Im(a, b; ¢, d) = 0.

("koregyenes': kor vagy egyenes. Az "egyenes' olyan kor, ami dtmegy a
oo-1.)

Bizonyitas. Im(a,b;c,d) = 0 akkor és csak akkor, ha

c—a d—a
ar = ar
8y MEa Ty

avagy irdnyitott szogekkel acbx = adbx (mod 7).

(mod ),

Tétel (kettésviszonytartas)

A tortlinearis fiiggvények megtartjak a kettdsviszonyt: barmely f(z) tortli-
nearis fliggvényre és a Riemann gémb barmely a, b, ¢, d kiilonbo6z6 elemeire

(f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a,b;c,d).

Bizonyitas. Elég egy generatorrendszerre és véges pontokra ellendrizni.
A linearis figgvények megtartjak az aranyokat, igy a kettOsviszonyt is.
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Az 1/z is megtartja a kettOsviszonyt:

(1_1) (1_1> c—a d—b
1111y _\e o) \d b)) “gc "pd _[(c—a)d=b)
(a’b’c’d) = (a,b,c,d).

NGy e

Tétel (kortartas)

A tortlinearis fiiggvények a koregyeneseket koregyenesekbe képezik.

Bizonyitas. A generatorelemek: a linedris fiiggvények és az 1/z is ilyen tulaj-
donsag.

Tétel (szogtartas)

A tortlineéris fliggvények irdnyitottszog-tartok (kivéve a pélust)

b
Bizonyitas. Ha f(z) = azid’ akkor
cz

Megjegyzés (sz6g a végtelenben)

A végtelenben is lehet az irdnyitott szoget definialni, pl. ha a Riemann-
gémbon mérjik az érintok kozotti szoget. Vagy, ha a 1 és v, gorbék a oo-
ben metszik egymast, akkor ott az irdnyitott szogiik ugyanaz, mint 1/~;és
1/72 gorbék irdnyitott szoge a 0-ban.

Ezzel a kiegészitéssel a polusban és a végtelenben is szogtartok a tortlinearis
fiiggvények.

J

Tétel (szimmetriatartas)

A tortlinearis fiiggvények szimmetrikus pontparokat szimmetrikus pontpa-
rokba képeznek:

Ha a p és ¢ pontok szimmetrikusak a K kéregyenesre (egymas tikorképei,
illetve inverzei), és f(z) tortlinedris fiiggvény, akkor az f(p) és f(q) pontok
szimmetrikusak az f(K) koregyenesre.

Bizonyitas. Rajzolunk még két kort p-n és ¢-n keresztil, Ki-et és Ko-t.
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Ky és K, is szimmetrikus K-ra, tehat merdlegesen metszik K-t.

A szogtartas miatt f(K7) és f(Ky) is merélegesen metszi f(K)-t.

A f(K)) és f(K2) szimmetrikus f(K)-ra.

Az f(K,) és f(K3) metszéspontjai, vagyis f(p) és f(q) is is szimmetrikusak
f(K)-ra.

az +b

Irjuk fel azt a f(2) = +d tortlinedris fliggvényt, amely a jobb félsikot az
cz
egységkorbe képezi ugy, hogy f(0) =1 és f(1) =0.

Megoldas.

A fiiggvény a képzetes tengelyt az egységkorvonalra képezi. Az 1 tikorképe a
képzetes tengelyre a —1, ennek képe a 0 inverze, a oo:

f(=1) = 0.

f(0) =1, tehat b = d; valaszthatunk b = d = 1-et.  f(1) = 0, tehat a = —1.
f(=1) = oo, tehat ¢ = 1.

—z+1

f(z) = 241
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. b
Irjuk fel azt a f(z) = azid
cz

tortlinearis fiiggvényt, amely az els6 siknegye-

det az egységkor felsd felébe képezi gy, hogy f(1) = 0.

Megoldas.

= = ® o e

0 e — e =
-1 0 1 —1 0 1

A negyedsik hataranak derékszoge van a 0-ban és a oo-ben, csak ezeknek a
képe lehet a félkor két sarka, a +1.

Ha a negyedsikot levagjuk a lila gorbével, akkor az argumentumelv értelmé-
ben az igy kapott gérbe +1-szer kertil minden értéket, amit a fiiggvény felvesz.
Ezért lesznek a felvett értékek a félkorvonal belsejében. Tehat, a kortljarasnak
is meg kel maradnia, igy csak f(0) = 1 és f(o0) = —1 lehet. A fiiggvénynek a
valds félegyenest kell a [—1,1] dtmérére képeznie; a képzetes félegyenes képe a
félkorvonal.

Az 1 tiikkorképe a képzetes tengelyre —1; ennek képe a 0 inverze, a oo.

_1z—1

) =1, f)=0, fO) =-1, f-1)=o  f:)={

A 0,1,00 "koriv" képe a —1,0,1 "koriv". A képzetes félegyenes képe koriv, a
végpontjai +1. A kériv merdSleges a [—1, 1] szakaszra, tehdt félkoriv; a derékszogek
irdnyitasabdl is tudjuk, hogy a felso félkor.
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19. Az egységkor konform automorfizmu-
sai

Konform megfeleltetések. Az egységkor 0-t fixen hagyd automorfizmusai a forga-
tdsok. A ffaaz alaku tortlinedris fiiggvények. Az egységkorlemez konform auto-
morfizmusai. A korlemezek és félsikok konform ekvivalensek, és kozottiik minden
konform megfeleltetés tortlinedris fliggvény. Az 1Z+iaz alaku tortek kiemelése az

egségkorben holomorf fliggvényekbél. Véges és végtelen Blaschke-szorzatok.

Definici6

Legyen Dy és Dy két tartomany és f : D; — Ds.

Az f(z) konform, ha holomorf és lokélisan injektiv (vagyis a derivéaltja nem
0).

Az f(z) biholomorf, ha holomorf és bijektiv. (Ebbél kovetkezik, hogy az
inverze is holomort.)

\ J

Megjegyzés. Ha f : Dy — Dy bijektiv, akkor nincs kiilonbség. A magyar nyelvi
konyvek egyszerien csak konform(is) megfeleltetésnek nevezik a biholomorf f :
Dy — Dy bijekciokat.

(Eredetileg a "konform" szégtartdt jelent: differencidlhatd, lokdlisan injektiv és
szogtarto. )

Definici6

Két tartomany, Dy és Do konform ekvivalens, ha létezik kozottitk konform
megfeleltetés, vagyis biholomorf bijekcié.

Az D — D konform megfeleltetéseket D konform automorfizmusainak ne-
vezziik.

Tétel

~
;

Az egységkorlemeznek a 0-t fixen tarté konform automorfizmusai a forgata-
sok.

J

Bizonyitas. A forgatasok persze automorfizmusok; a megforditas (a "csak') a
kérdés.

Tegyiik fel, hogy f(z) konform automorfizmusa az egységkornek, és f(0) = 0.

A Schwarz-lemma szerint |f'(0)] < 1, és egyenléség csak akkor lehet, ha f(z)
forgatas.

Legyen g = f~!. Ez is konform automorfizmus és ¢g(0) = 0, tehat |¢'(0)] < 1.
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Az inverz fuggvény differencidlési szabéalya miatt f'(0) - ¢’(0) = 1.
Mindez csak gy lehetséges, ha |f'(0)] = |¢'(0)| = 1, és f és g is forgatas.

Lemma

Legyen |a| < 1 és
( ) zZ+a
z) = :
v 1+az
A p(z) fiiggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, ¢(—a) = 0
és p(0) = a.

Az inverze:
z—a

1 _
o 2) 1—az

. J

Bizonyitas. ¢(—a) = 0 és ¢(0) = a trividlis. Tovabbd ¢(—1/a) = o és
() =1/a.

1/a
U
—1/a _
O -
\/QOO
Az egységkorvonalon |z| = 1 és |1 + az| = |2z + az| = |Z + @| = |z + a, tehat

lo(2)] = 1; a korvonal képe 6nmaga.

A fuggvény a 0 belsé pontot az a belsé pontba képezi, tehat a korlemezt a
korlemezbe.

Az inverzt akdr ki is lehet szamolni, de 4 pont képét is ellenérizhetjiik: ¢~'(a) =
0, ¢ 1(0) = —a; a tiikorképekre p~1(1/a) = o0, p~(w0) = —1/a.

a
— alaku tortlinearis fiigg-
+ az

Az egységkor konform automorfizmusai az
vények,
ahol |a] <1 és |g| = 1.

Bizonyitas. Trivi irdny: az ilyenek tényleg konform automorfizmusok.

Tegyiik fel, hogy f(z) konform automorfizmusa D-nek, és f~1(0) = —a.
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D D D

zZ—a

Legyen p(z) = T

A g = f oy egy olyan automorfizmusa D-nek, amelyre g(0) = f(p(0)) =
f(=a) =0.
Tehét g egy forgatés, g(z) = ez valamilyen egységnyi e-nal.
_ 1 i, zta
[ = gle™ @) = e (2 e

Tétel

o Béarmely két korlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhet-
juk kérvonal kiilsejét is.)

o Barmely két korlemez vagy félsik kozotti konform megfeleltetés tortli-
nearis fuggvény.

Bizonyitas. (a) Elég azt igazolni, hogy barmely zart korlemez vagy félsik kon-

form ekvivalens az egységkorlappal. A félsikokat és korok kiilsejét alkalmas titkro-

zOtt inverzioval korlapba képezhetjiik, majd alkalmazunk egy eltolast és nagyitast.
Az igy kapott leképezés tortlinearis fuiggvény.

(b) Tegyiik fel, hogy f konform megfeleltetés a Dy és D, korlemezek vagy
félsikok kozott.

Legyen ¢ : Dy — D és ¢ : Dy — D egy-egy tortlinearis fliggvény, amely
megfeleltetés az egységkorrel.

¥
D D,

D, D

A g =1o fop ! azegységkornek konform automorfizmusa, tehat tortlinedris
fiiggvény.
Akkor viszont f = 1~' o g o ¢ is tortlinedris fiiggvény.
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Tétel

Egy konform leképezést két korlemez kozott egyértelmiien meghataroz
« Harom hatérpont képe (azonos koriiljarassal);
o Egy belso pont és egy hatarpont képe;

» Egy bels6 pont képe, és ott a derivalt irdnya. (A derivalt abszolit
értéke egyértelmii.)

. J

Bizonyitas. (a) A 3 pont meghatérozza a kort; a sorrend meghatarozza, hogy
a kép kiviil van, vagy beliil.

/—\Q
Dy D,

+
(b) Elég az egységkorlemezre bizonyitani; 127? alaku fiiggvényekkel kombi-
—az
nalva elérhetjiik, hogy a megadott pont és a képe is a 0 legyen; utana a megadott

hatarpont megmondja, hogy melyik forgatasrél van szé.

~—r —r —r
@ f (G
D, D D D,

(c) Ugyanaz, mint a (b), csak a forgatdst nem egy hatdrpont, hanem derivalt
irdnya mondja meg:

(Yo fop)(c)=1v'(0) f(0) &)

Mese. Az eqységkorlemezt szeretjiik azonositani a Poincaré-féle kérmodellel, a
felso félsikot pedig a félsikmodellel.
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A konform automorfizmusok a modellek irdnyitdstarto egybeviagosdga.

Tegytik fel, hogy f(z) holomorf az egységkorlemezen, egy gydke a.

az

1—
Legyen 9(2) = f(z) - -
megsziintethet6 szingularitdsa van), és supp |g| = supp | f].

Ez a figgvény szintén holomorf (az a-ban

Bizonyitas. A maximum-elv miatt

sup f| = lim max|f(z)| 6 suplg| = lim max |g(z)].
D D
max | (2)] = max|g(2) - = < (max|g(2)]).
Jel=r e A s B e
sup f] = lim max |f(2)| < Jim max[g(=)| = sup g|.

Ha |z| — 1—, akkor 12 -

a
— ‘ — 1 egyenletesen, ezért
z

Z—a Z—a
max = max |g(2) - )
nax /(2)] = max|g(<) - | > max|g(s)] - min|

sup|f| = Jim max | ()] > Jim max]g(=)| = suplgl.
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Ha n gyok van: aq, ..

szorzatot.

vel.

Kovetkezmény
zZ—a

Az egységkorben holomorf fliggvényekbdl kiemelhetok az

"gyoktényezok" gy, hogy a fliggvény szuprémuma nem valtozik meg.
., ay,, akkor kiemelhetjik a

n
[1i—
kzll—akz

Az ilyen tipusu szorzatokat véges Blaschke-szorzatoknak nevezziik.

Ugyanigy polusokat is megsziintethetiink az

alakl

—az

1—az
alakl tortek kiemelésé-

Zz—a

Polinomok és Blaschke-szorzatok

Sok, a sikon polinomokra vagy egészfiiggvényekre vonatkozé tétel atirhatd a kor-

modellre és Blaschke-szorzatokra.

Polinom
c- H(z — ag)
k=1

(a sik irdnyitastarté egybevagosdagainak
szorzata)

Pl. Gauss—Lucas tétel: Ha f legalabb
masodfokt polinom, akkor f gyotkeinek
konvex burka tartalmazza f’ gyokeit.

Pl. A polinomok jellemzése: ha f(z)
egészfiggvény, és zh_)rg) = o0, akkor f(z)
polinom.

véges Blaschke-szorzat

Z — Qg

n
= [l
kzll—akz

(a kormodell iranyitastarté egybevago-
sdgainak szorzata)

Ha f legalabb kéttényezos Blaschke-
szorzat, akkor f gyokeinek a kormodell-
ben vett konvex burka tartalmazza f'-
nek az egységkorbe es6é gyokeit.

Ha f : D — D holomorf, és
Hlir{10|f(z)| 1, akkor f(z) véges

Blaschke-szorzat.
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Végtelen Blaschke-szorzatok

Végtelen sok Blaschke-tényez0 esetén biztositani kell a konvergenciat. Ezt dgy
oldjuk meg, hogy a 0-beli értékeket pozitiv valés iranyba forditjuk (kivé z—0
tényezot):

Ettol legalabb a 0-ban konvergens, és tetszés szerint atrendezheté a szorzat.

Tétel (végtelen Blaschke-szorzat konvergenciaja)

o A Blaschke-szorzat lokalisan egyenletesen konvergens.

Q0
Z (1 — |ax|) = o0, akkor Blaschke-szorzat a konstans 0.

Qo0
« Ha Z (1 — |ak|) < o0, akkor Blaschke-szorzat nem a konstans 0, és a
k=1
gyokei ay, as, ..., tovabba m > 0 esetén a 0.
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20. Riemann-alaptétel

Riemann-alaptétel. Barmely két, a teljes siktdl kiillonbozé, egyszeresen Gsszefiiggd
tartomany konform ekvivalens. A teljes sik nem konform ekvivalens az egység-
korlemezzel. Hurwitz-tétel. Injektiv fiiggvények lokélisan egyenletes limesze. A
Riemann-alaptétel bizonyitasa.

Tétel (a konform leképezések alaptétele; Riemann-alaptétel)

Legyen D # C egyszeresen Osszefiiggd tartomany és zo € D. Ekkor létezik
egy egyértelmii f : D — D konform megfeleltetés, amelyre f(zy) = 0 és
f'(20) pozitiv valos.

-
(.

Kovetkezmény

Barmely két, a teljes siktol kiillonboz6, egyszeresen Osszefiiggd tartomany
konform ekvivalens.

Megjegyzés. A tételben a kivétel a teljes sik. A teljes sik nem konform ekvivalens
az eqységkorrel, mert ha f : C — D holomorf, akkor a Liouville-tétel miatt csak
konstans lehet.

Az egyértelmiiség bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— I konform megfeleltetések, amelyekre
f(z0) = g(20) = 0, valamint f’(z9) és ¢'(z9) is pozitiv valés. Azt kell igazolnunk,
hogy f =g.

Vizsgéljuk a ¢ = f o g ! leképezést.

D D
0 g f 0
o—> P ~— A o—>

e A ¢ konform automorfizmusa egységkornek,

« ¢(0)=0,¢s
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/ = () - -1\’ _ ,ZO L

Ez egyértelmiien meghatérozza a ¢ konform automorfizmust: p(w) = w, vagyis

f=g

pozitiv valés.

A megfeleltetés 1étezésnek bizonyitasa

A {6 otletet a Schwarz-lemmabdl meritjiik.

Legyen
Fo = {f : D — D holomorf, f(0) = ()},

A Schwarz-lemma szerint:

o Bérmely f € Fy esetén |f/(0)] < 1.

e Bérmely f € Fy akkor és csak akkor automorfizmusa az egységkornek, ha

1F'O)] =1,

Tehdt: f e Fp akkor és csak akkor konform automorfizmus, ha |f/(0)] maximalis.

A Riemann-alaptétel bizonyitasdhoz legyen

7 { £: D — D holomorf és injektiv, f(z) = 0, f'(z0) pozitiv valés}.

Olyan fy € F fiiggvényt fogunk véalasztani, amelyre f{(z) maximalis.

Segédtételek

Lemma (a logaritmus- és a hatvanyfiiggvények létezése)

Ha D egyszeresen Osszefiiggd, f : D — C holomorf és f # 0, akkor D-n
létezik log f-nek és minden a-ra f“-nak holomorf aga D-n.

Lemma (Weierstrass-tétel)

Ha D c C tartomany, f1, fa,...: D — C holomorfak és f,(z) — g(z) lokali-
san egyenletesen, akkor g holomorf és f!(z) — ¢'(z) lokalisan egyenletesen.
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Lemma (Vitali-Motel tétel)

Ha D < C tartomany, fi, fs,... : D — C holomorfak, és egyenletesen
korlatosak, akkor kivalaszthaté koziilik lokdlisan egyenletesen konvergens
részsorozat.

Lemma (Hurwitz-tétel)

Tth. g, f1, f2, ... holomorf a D tartomanyon, f,, — ¢ lokalisan egyenlete-
sen, a € D és b = g(a). Ekkor g vagy konstans, vagy az a barmilyen kis
kornyezetében, elég nagy n-re az f,(z) fiiggvény felveszi a b értéket:

Vo>0 dng Yn>ny Jwe B(a,0) nD fp(w)=0.

Bizonyitas. Feltehet, hogy a = b = 0.
Legyen dy olyan sugar, hogy B(0,d0) < D, és a 0 < |z| < &y kérlapon g # 0.
Ha ilyen sugar nincs, akkor g gyokei torlodnak a 0-ban, de akkor az unicitastétel
miatt g konstans.
Tekintsiink egy tetszdleges 0 < 0 < d¢-t, és legyen ¢ = g'li% }g(z)‘

Az egyenletes konvergencia miatt van olyan ng, hogy minden n > ng-ra, a
|z| = ¢ korvonalon

l9(2) — ful(2)] < e < |g(2)].

A Rouché-tétel miatt a |z| < § korben a f,(z) fliggvénynek ugyanannyi gyoke
van, mint a g(z) figgvénynek, vagyis legaldbb egy.

Kovetkezmény

Injektiv fliggvények lokédlisan egyenletes limesze vagy konstans, vagy injek-
tiv: ha g, fi1, fa,... holomorf a D tartomanyon, mindegyik f,, injektiv és
fn — g lokalisan egyenletesen, akkor g vagy konstans, vagy injektiv.

Bizonyitas. 4 Tegyiik fel, hogy g nem konstans, és nem is injektiv.
Legyen ay,ay € D két kilénbozé pont D-ben, amelyekre g(a;) = g(az) = b.
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Vélasszunk olyan o-t, amelyre a B(ay,0) és B(ag,d) diszjunktak, és részei D-
nek.

A Hurwitz-tétel miatt vannak olyan n; és ny kiiszobindexek, hogy n > n,
esetén b € fn(B(al,(S)) ésn > ny esetén b € fn(B(aQ,é)).

Ha n > max(nq,ns), akkor f,(z) mindkét korlapon felveszi a b értéket; de ez
ellentmond annak, hogy f, injektiv. 4

A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

1 Allitas. A F = {f : D — D holomorf és injektiv, f(z0) =0, f'(z0) pozitiv valo’s}

halmaz nem dres.

Bizonyitas.

D ) ) + 2mi
U
9(2) —c)-

D # C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z
log(z — a) a logaritmus valamelyik holomorf dgaval. Barmely szdmnak legfeljebb
egy logaritmusat veszi fel g, tehat g-nek nem lehet értéke a g(D) + 2mi halmazban.
Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy korlap a g(D) + 2mi halmazban; ekkor tehat

l9(2) = bl =7

Ezek utén legyen h(z) = ( ; ) erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja
g\z) —
nem nulla.
VR W ()] 1 o
Legyen ¢ = h(zo) és f(z) = (h(z) —c) - W) 3 Erre a fuggvényre | f(z)| <
20
|7 (20)]

(|h(z)|+c) % <1, f(z0) =0és f'(20) =

, ami pozitiv valés. Tehat, f € F.
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2. lépés
2 Allités. Legyen M = sup {f'(0): feF}. Ekkor 0 < M < oo,

Bizonyitas. Az F nemiires, van olyan [ eleme, amelyre f'(z)) > 0; ezért
M = f'(z) > 0.

Az z belsd pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z,7) < D.
2 ()
Barmely f € F esetén |f| < 1, igy

1 11 1
J Mdz‘ < 2——~27T7’= -,
|

211 z—zo|=r (Z - 20)2

f'(z0) = f'(20)| =

ezért M <

S | =

3. lépés

3 Allitas. Van olyan fo € F, amelyre f}(z) = M. Vagyis, M = max {f'0): fe
F}.

Bizonyitas. A szuprémumhoz tarthatunk alulrél, igy biztosan vannak olyan
fi, f2, ... € F fuggvények, amelyekre f/(z) / M.

Ezek a fliggvények az egységkorbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak.
A Vitali-Montel tétel szerint kivalaszthatd koziilik egy lokalisan egyenletesen
konvergens f,,, fn, - .. részsorozat. Ennek limesze legyen fj.

A Weierstrass-tétel miatt fy = klim fn, holomorf, és f) — fj lokdlisan egyen-
—00
letesen; specidlisan a 2o pontban fg(zo) = lim f;, (z0) = M.

Az fy az f,, injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze, tehat f, vagy
konstans, vagy pedig injektiv. De az fy nem lehet konstans, mert példaul fi(zy) =
M > 0. Tehat fjy injektiv.

Mivel |f,| < 1, az biztos, hogy | fo| = klim | fn,| < 1; de mivel fo nem konstans,
—00

a maximum-elv miatt (vagy a nyilt leképezés tétele miatt) az is igaz, hogy | fo| < 1.

Ezek utan fo : D — D holomorf és injektiv, és fi(zo) = M.
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4. (utolsd) lépés

4 Allitas. f, szirjektiv: fo(D) =D

Bizonyitas. N Tegyiik fel, hogy fy nem sziirjektiv; van egy olyan a € D érték,
amit nem vesz fel. Az a nem lehet a 0, mert fo(z9) = 0. Irjuk a-t re alakban,

ahol 0 < r <1 és ¢ egységnyi komplex szam.
Legyen g(z) a kovetkez6 leképezéseknek a kompozicidja:

' (1 =TEe @ O
NG 9
Jo

z —l— T 995 £z
¢1(2) = —€z; ez az a-t a (—r) pontba forgatja.

501

-F Py = 04 =

1+7rz 1-—
wa(2) = IZ::Z; a D automorfizmusa, a (—r) képe a 0, a 0 képe az r.
w3 a ea(p1(fo(D))) halmazon a /z-nek az a holomorf aga, amely r-et 4/r-be

képezi. A po(1(fo(D))) halmaz egyszeresen osszefiiggd, nyilt, nem tartalmazza
a 0-t, igy létezik rajta 1/z.

p4(z) = 12:\/\@? a D automorfizmusa, a 1/ képe a 0.
©5(z) = —ez; az elsé forgatés inverze.

Ezek kompozicidja, a g = @5 0 (o4 0 w3 0 g 0 1 0 fy fliggvény is holomorf és
injektiv D — I leképezés, g(z) = 0.
A 3 inverze a 22, kiterjeszthet6 az egész egységkorre. A

h=¢ilopstopstoprtops!

egy holomorf D — D fiiggvény, de nem injektiv.
A Schwarz-lemma miatt |h/(0)| < 1, tehat

fo(z0)

70 = M. (

19" (z0)] =

M
1

Alternativ befejezés:
A g = p50p40p30p50010 fy fliggvény derivaltjat kozvetleniil is kiszamolhatjuk.

« Jolz0) = M;




/(s LA Hr (=) 1 - I
(204() (1*\/,'72)2 (1*\/772)2 (104(\/>) 177ﬂa

Osszeszorozva: ¢'(z0) = fi(20) - £1(0) - £5(0) - @5 (r) - £ (V/r) - 95(0) = M - 12;;

szintén pozitiv valés, tehat g € F. A szamtani-mértani miatt 1 +r > 24/ , de
akkor ¢'(z) > M.
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21. A tiuikrozési elv

Caratheodory tétele (bizonyitds nélkiil). Tiikrozési elv. Tiikrozés korvonalakra.
Bizonyitas a kis Picard-tételre

Tétel (Caratheodory)

Ha D, és Dy Jordan-tartoményok (egy-egy egyszerii zart gorbe belseje),
és f : D1 — Dy konform megfeleltetés kozottiik, akkor f kiterjeszthetd
D{ — Dy homeomorfizmussa.

Példa. Konform megfeleltetés helyett diffeomorfizmussal nem igaz, pl.

i

f:D—-D, f(re") = re' i

Kovetkezmény

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszerii zart gorbe belseje),
akkor a D; — Dy konform megfeleltetéseket egyértelmiien meghatarozza

o Hérom hatérpont képe (azonos kortljarassal);

o Egy belso pont és egy hatarpont képe;

o Egy bels6 pont képe, és ott a derivalt iranya.

Kiterjesztések

o TObb egyszert, zart gorbével hatarolt tartomanyok

o To6bbszoros hatarpontok
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) © @

Tétel (titkkrozési elv)

Legyen D tartomany a felso félsikban, amelynek a hatara tartalmazza az I
intervallumot, és legyen D’ a D tiikorképe a valds tengelyre.

Tegytik fel, hogy f holomorf D-n, folytonos (Dul)-n, és I pontjaiban Im f =
0. Ekkor f holomorfan kiterjeszthetd (folytathat6é) a Dy = (D u I u D’

tartoményra gy, hogy a D’ pontjaiban f(z) = f(Z).

Y S )
I 4 S i >
2 o/

D/

J

Bizonyitas. Az [ pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett
fiiggvény folytonos Di-en. Azt is tudjuk, hogy holomorf D-n és D'-n.
Annak bizonyitasahoz, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellendrizni olyan

D1-beli haromszogekre, amelyeknek van pontja /-n.
Vagjuk el I-vel a haromszoget, és sziikitsiik a tar-

tomanyt ugy, hogy a maradék is tartalmazza a ha-
romszoglemezt, és f egyenletesen folytonos legyen.
A héromszog két fele, P, és P_ egy-egy zart poli-
gon az D u I, illetve a D u I halmazban; elég azt
igazolni, hogy mindkét poligonon 0 a vonalinteg-
ral.

Ha a P, poligont ci-vel eltoljuk a fels6 tartoméany
belsejébe, akkor a vonalintegral 0 lesz; az egyenle-
tes folytonossag miatt

f(z)dz= EEIEO f(z +ei)dz= lim f(z)dz= v
Py

P+ e—>+0 P+ +e1

és ugyanigy §, f(z)dz = 0.
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Akinek kalapacsa van...

Mire lehetne még titkkrozni?

o Az I lehet egy masik egyenes tetszoleges szakasza
o Az I lehet egy koriv. (A kozéppontba nem terjeszt ki)

o Az f fiiggvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy masik egyenes
pontjai

o Az f fuggvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy kor pontjai,
de a kozéppont képe oo lesz.

Bizonyitas a kis Picard-tételre

Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden
komplex értéket felvesz.

Bizonyitas. Elég azt igazolni, hogy nincs olyan f egészfliggvény, ami nem veszi
fel a 0,1 értékeket.

Vegytink fel az egységkor (a kormodell) hatdran harom pontot, és ezeket kossiik
Ossze, az egségkorre merdleges korivekkel. Legyen ¢ az a konform megfeleltetés,
amely a harom koriv kozotti "végtelen" haromszoget megfelelteti a felsd félsiknak
ugy, hogy a hiarom cstics képe a 0, az 1 és a o0.

A héromszoget mindegyik oldalivére tikrozzik, és a ¢ fliggvényt kiterjesztjiik
a tikorképekre. Ezt ismételjik tjra meg ujra; ilyen modon az egész egységkort
kicsempézziik a haromszog tiikkorképeivel, és a ¢ fliggvényt kiterjesztjik az egész
egységkoron holomorf fiiggvénnyé.
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Barmelyik két szomszédos haromszoget és a kozottik futd korivet ¢ megfelel-
tet egy olyan tartomanynak, amely a két félsikbdl és a (—o0,0), (0,1) és (1,0)
intervallumok valamelyikébdl all.

Jeloljink ki egy zo pontot, amelyre f(zq) a fels6 félsikban van, tehat ¢ sze-
rinti egyik 6sképe, a az eredeti hdromszogben van. Most barmely z pont esetén
definidlni fogunk egy F'(z) pontot az egységkérben gy, hogy ¢(F(z)) = f(2).

Legyen R = sup {7" : 1étezik olyan F': B(zp,r) — D holomorf, amire F(zy) = a és ¢(F

A z egy kornyezetében F = ¢! o f megfeleld, tehat R > 0.
Az unicitéstétel miatt az F'(z) értelmes a B(zg, R) korlapon.

1. eset: R véges.

Ha |w — 29| = R, akkor van olyan B(w,r) korlap, hogy f(B(w,r)) a lila, zold
és kék szakaszok koziil legfeljebb csak egyet metsz, az X sziniit. Vegylink egy
b e B(zp, R) n B(w,r) pontot; ennek képe F(w) az egyik haromszogben van; ha
hozzavessziik az X szinii oldalat és az mellette levo tiikorkép haromszoget, a kettot
egyltt ¢ megfelelteti a két félsiknak és az X szinli szakasznak. Ennek a lokalis
¢-nek az inverzével F folytathaté a B(w,r) korlapra: F(z) = o~ 1(f(2)).

O
By
—
<
"
=X
—

Az |w — z9| = R korvonal minden pontja koriil tudjuk folytatni a figgvényt
egy kis (mikiegérfiil alaki) korben. A kompaktsag miatt ezek kozil véges sok is
lefedi a korvonalat. A szomszédos korocskék metszete a nagy korbe is belemetsz,
igy a kétféle folytatas egy kozos folytatast ad. Ezért a fiulek egy kozos folytatast
adnak egy kicsivel nagyobb korre. De akkor az F' folytathato egy R-nél nagyobb
korre is.

2. eset: R = .
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Ekkor F' korlatos egészfliggvény, ezért konstans. De akkor f = ¢ o F' is kons-
tans. 4

Az el6bbi bizonyitast tgy is elmondhatjuk, hogy ha 6sszekotjilk zo-t és z-t egy
v gorbével, akkor ezt a gorbét a lokalis ! fiiggvények segitségével az egységkorbe
képezhetjiik.

C

2()

Ha egy masik, v, gorbével kotjilkk Ossze zp-t és z-t, akkor ugyanezt az F(z)
értéket kapjuk. Ugyanis v és 7, homotép C-ben, emiatt f o~y és fo~; is homotdp
a C\{0, 1} halmazban. Emiatt f o~ és f o~ ugyanabban a sorrendben metszi 4t
a lila, a zold és a kék szakaszokat, ez a lila—z0ld—kék sorozat meghatarozza, hogy
melyik csempében lesz a végpont.
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22. Harmonikus fiiggvények

Laplace-operator, harmonikus fliggvények. Laplace-egyenlet. Egy fliggvény ak-
kor és csak akkor harmonikus, ha lokélisan egy holomorf fliggvény valés része.

Maximum- és minimum-elv. Poisson-formula.

o® °
e e
[
\ ../Y ° ° *
® ° .o ° ®
Hullamegyenlet:
Pu L Pu Pu *u 2
8752 ¢ (631:12 8%22 * * a«rn2> ¢ !
Laplace-operétor:
o2 o :
M=o gt gt ta g (cdivgad=V?)

Definici6

o Legyen D < R™ Osszefiiggo, nyilt, és u: D — R. Az f fiiggvény har-
monikus, ha kétszer differencidlhato, és teljestl rd a Laplace-egyenlet:

0%u 0%u 0%u
Au=—=+—= +... = 0.
“ (9.’1712 * 65622 i afL'nQ

o Két valtozéban: D < R? osszefiiggd, nyilt. Az f : D — R fiiggvény
harmonikus, ha kétszer differencialhato, és
Pu  Pu
— & — =
or?  0y?

o Szeretjiik a R? sikot a komplex szdmsikkal azonositani, és erre j6 okunk

val.
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Barmely D < R” tartoméanyra a harmonikus D — R fliggvények vektorteret
alkotnak.

Most csak a kétvaltozés harmonikus fliggvényekkel fogunk jatszani.

Legyen D c C egyszeresen Osszefiiggd tartomany, u : D — R. Az u akkor
és csak akkor harmonikus, ha egy holomorf fiiggvény valds része, vagyis van
olyan f : D — C holomorf fiiggvény, amelyre u = Re f.

Kovetkezmény

Legyen D < C tartomany, u : D — R. Az u akkor és csak akkor harmonikus,
ha D minden pontjanak van olyan kornyezete, ahol u egy holomorf fiiggvény
valds része.

Bizonyitas. (a) allitds: Ha u egy holomorf fiiggvény valos része, akkor harmo-
nikus:

Legyen f(x + yi) = u(x,y) + iv(z,y); a Cauchy—Riemann egyenletekbél
PN (NN N2,
o2 ox\ox ) odx\dy ) ody\ox ) Oy oy ) 0y?

(b) allitds: Ha w harmonikus, akkor egy holomorf fliiggvény valds része:
Emlékeztet6il, ha f = u+iv és f' = U + iV, akkor

_8u_ ov _é’u ov

U

=—=—= V=—r=—.
ox oy’ oy Oz
El6szor f derivaltjat talaljuk ki. Legyen

Uziu, Vz—iu és g=U+1V.
ox oy

A ¢ holomorf, mert differencialhato, és teljesiilnek a Cauchy—Riemann egyenletek:

0 o (0 0 0 0
2 mm) 505 - ar
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0 o (0 0 0 0
ayU—ay(aﬂ) “ax(‘ay“) =%

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv fiiggvénye, amelyre legalabb egy
pontban f = w.

d - O < __ 7 S VR
%(Ref)zRef—U—axu, 8y(Ref)_ 63:(Imf)_ Imf' =-V =—u,

tehat Re f = w.
Példak. Ezek mind harmonikus figguények:
o Minden linedris fligguény;

o argz = Im(logz) = Re(—i-logz) (olyan halmazon, amely nem kerili meg a
0-t;

e log|z| = Relogz. Ez a figguény az egész C\{0} halmazon harmonikus, de
nincs az egész halmazon olyan holomorf f, aminek log |z| lenne a valds része.

e Ha f holomorf, akkor Re f, Im f, log |f|, arg [ is harmonikus.

Ha u harmonikus D-ben, akkor barmely B(c,r) korlemezre

w(c) = — f e+ ret)dt.

Bizonyitas. A valds rész operacio felcserélheté az integraldssal. Ha u = Re f,
akkor

u(c) = Re f(c) = Re (;ﬁ fﬂ flet reit)dt> _

0
1 27

2m
(Re f(c + reit))dt = 217r J u(c + reit)dt.
0

Megforditas?

A kozépérték-tulajdonsag onmagaban leirja a harmonikus fiiggvényeket. A kovet-
kez6 fejezetben bebizonyitjuk.
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Tétel (maximum- és minimumelv)

Ha u harmonikus D-ben és nem konstans, akkor
(a) w-nak nem létezik lokalis maximuma és minimuma.

(bl) Ha z1,29,... € D, limz, = w, és u(z,) — supu vagy u(z,) — infu,
akkor w a D hataran van.

(b2) Ha D korlatos, és u folytonos a D lezartjan, akkor u a maximumat és
a minimumat csak a hataron veszi fel.

Bizonyitas. Legyen lokalisan u = Re f; alkalmazzuk a holomorf maximum-elvet
az e/ és az e~/ fiiggvényekre:

) =et e e

Poisson-formula

Mi lehet a Cauchy-formula megfelel6je harmonikus fiiggvényekre?
Tegyiik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoron, a € D rogzitett.

+
Kozépérték-tulajdonsag az U(() = u<1<+ag) fuggvényre:
a
1

1 (ta w—a
5 = 5= u = — u(w)|d )
2 flCl—lU(O(ﬂC| 2 L_l <1+GC)¢1| 2 f|w|—1 ( )‘ 1 —aw

w

u(a) = U(0)

— — ! —aw) — — —-a —lal?
P 7@ _(w 7a dw — 1(1 — aw) Ew a)( a)dw _ 1 la| dw
1 —aw 1 —aw (1 —aw)? (1 —aw)?

|w_a|7

1 1 — |af? 1 1—la]?
u(a) = Gy jw|—1 u(w) - 11— awl|? flw| = 1 (2 lw — a2 flwl.

w |=

@ o

Tehét, felhasznédlva, hogy |1 — aw| = [ww — aw\ |w —

1—af”

|1 — aw|?

Legyen a = re®, w = e. A tort két fontos alakja:

1—|a|? _1—|a|2_Re((w+a)(W—a)): e(w+a)(w—a): S ta
1—aw]? |w—af2  (w-a)(w-a) 5 (w —a)(w —a) . w=a
1—|af* 1 —|al? B 1 —al? 1—r?

1 —aw]? (1 —aw)(l—aw) 11— (aw+aw)+|a> 1—2rcos(p —t)+r2
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Ezeket beirva:

2 . 1 et +a 2 , 1 1—r?
= ") =—Re — dt:J el = dt.
u(a) ft_ou(e ) (27r ¢ ett — a) =0 u(e”) (27r 1 —2rcos(p —t) + r2>

Tétel (Poisson-formula)

Ha v harmonikus a zart egységkoron, akkor minden z = re® € D-re

u(z) = u(re®) = Jt ’ u(e™) - P(r, — t)dt

=0

ahol ,
1 1+ re? 1— 72

T2 T e 27(1 — 2rcos + r?)’

a P(r,0) figgvény a Poisson-magfiigguény vagy Poisson-kernel.

Tétel (a Poisson-magfiiggvény tulajdonsagai)

P(r,t) folytonos, pozitiv, és Sf:o P(r,t)dt = 1.

Bizonyitas. Poisson-formula a konstans 1 fiiggvényre. O

A kor minden belsé pontjaban u értéke a hataron felvett értékek sulyozott
atlaga; a Poisson-mag értékei a sulyok.

A holomorf fiiggvény felirasa integral alakban

A Poisson-kernel els6 alakjabodl felirhatunk egy olyan holomorf fiiggvényt, amely-
nek u a valds része.

1 27 . €it+Z 1 2m ; eit—i—z
u(z) = %J Ou(et) . (Re i —z)dt = Re (27?[ Ou(et) i _zdt).
t= t=

L (™ . etttz

Az f(z) = gy J u(e') - ———dt paraméteres integral holomorf; ennek a holom-
T Jizo e —z

orf fiiggvénynek a valds része az u.

A valos rész helyett vehetjiik a képzetes részt is, igy felirhatjuk az u-hoz tartozo
egyik v figgvényt is (az u harmonikus konjugdltjat); lehet parcialis derivaltakat
venni stb.
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Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkoron, akkor Re f és Im f is harmonikus, ezért a kor

belsejében
2

f) = re - Plro -t

t=0
A Cauchy-formulat is atirhatjuk ilyen alakba. Mivel a korvonalon dw =
iw |dw|,

1 f(w) f w J"
=— dw = e |dw| = : dw|.
16 = gy [ T%aw = [ st ot lanl = [ )0
jwi=1
A C(z,w) = L magfiiggvény integralja is 1, de a fiiggvény nem
21 (w — z)

hogy nem pozitiv, de még csak nem is valds értékii. FEzen tgy segitiink, hogy
a Cauchy-formuldban szereplo wl_z—hez hozzadunk egy holomorf fliggvényt; a

Cauchy-alaptétel miatt ez nem véaltoztatja meg az integral értékét:

1) = g | 20 = o [t + ) wwldu -

21 ) w— 2z 271 —z 1 —zZw) ——
|w|=1 |w|=1 - dw

ww

= i Jf(w)l_w ’dw‘_

jw — 22

A Poisson- és a Cauchy-formula kozott a kiillonbség: egy holomorf fliggvény.
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23. Dirichlet-feladat

A Dirichlet-feladat. A Dirichlet-feladat megolddsa az egységkorlemezen. A har-
monikus fuggvények jellemzése a kozépértéktulajdonsaggal.

Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 0D — R fiiggvény.
Terjessziik ki u-t olyan D — R fiiggvénnyé, amely folytonos, és a tartomany
belsejében harmonikus.

A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelmii megoldasa van.

Eloszor visszavezetjiik arra az esetre, ha D az egységkor.

g ’U/,f R

E—

\—ﬁ'

Legyen g : D — D konform megfeleltetés; a Caratheodory-tétel szerint ez
folytonosan kiterjed a hatarra.

Az egységkorvonalon legyen U(z) = u(g(z)). Barmely u : D — R akkor és
csak akkor megoldasa a Dirichlet-feladatnak, ha az u o g fliggvény megoldasa a
Dirichlet-feladatnak az egységkoron az U fiiggvénnyel:

uw harmonikus D-n < u = Re f egy f € O(D) figgvénnyel < U =
Re(fog) egy f € O(D) figgvénnyel <« U =ReF egy F € O(D) figgvénnyel
< U harmonikus D-n

Tétel (a Dirichlet-feladat megoldasa az egységkorlapon)

Legyen u : {|z| = 1} — R folytonos. Az u egyetlen folytonos kiterjesztése a
zart korlapra, amely a kor belsejében harmonikus:

27
f u(e®) - P(r,t — p)dt har < 1;
t=0

U(re') =
u(e’) ha r = 1.

Bizonyitas. Ezeket kell ellendrizntink:

(1) U harmonikus a kor belsejében;
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(2) U folytonos a hatéaron;
(3) Ha U; is megoldasa a feladatnak, akkor U = U;.
1. Allitas: U(z) harmonikus a kér belsejében.

Ahogy mér lattuk, z = €' esetén

=0 27T t=0 6” —Z

1 27 ] it +
= Re ( f u(e™) - ‘ Zdt).
21 Ji—o et — z

27 it
Az F(z) = <f u(e™) - e.t i zdt) holomorf, és U = Re F..

=0 e —z

U@):L%u@%-Pmt—wmt ! zwmaw-(mfﬁ+z)ﬂ:

2. allitas: U(z) folytonos a hataron.
Elég az 1-beli folytonossagot igazolni.

A feltétel szerint a hataron U folytonos; azt kell iga-
zolni, hogy
lim U(z) = u(1).

z—1
|z]<1

Legyen € > 0 adott; ehhez keresiink § — .

Legyen K = max |u(e)|. Van egy olyan 0 < n < T,
hogy [t| < n esetén |u(e™) — u(1)] < /2.

A 0 most még titok, de biztos, hogy 6 < 7.  Ha
zeDn B(1,9).

1 2 ) 1_|Z‘2 1 2T 1—|Z‘2
U(z) —u(1)|= |- ity, VL gy = ). —— P g
e) =0l o |, e) = 52 |0
1 27 ” 1_|Z‘2
< L ey -] A
o | Jutey =)

Az integralt mashogy becsiiljiik a 0-hoz kozel és tavol.

U(2) —u(1)| < Lﬂ u(e") — u(1) il 1Y

2 =0 . e — 2|

Az 1-hez kozel, vagyis ha 0 < t < 5 vagy 2mr —n < t < 27w, akkor |u(e®) —

u(l)| < &,
e 1 Jﬂf” <1J2”6 DS C T
2r\ Jo = Joroy o Jo 2 et —z2 T 2
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Az 1-t6] tavol, vagyis ha n <t < 2w —n, akkor |u(e®) —u(1)] < 2K,

2| >1—-6 é 1—|z*= (1+|2]) (1 —|2]) < 26,

SRR

e 1> [e" —1=2sinI>2- 2. I> D s -1l <d<

‘e z‘ ‘e | |z — 1| 5 T A= 1
S B 20 64K

f < — 2K - sdt< ——.

" 2m J, (n/4) U

Tehat, |U(z) —u(1)| < § + 6‘;}2(5; ha 0 < 1’27;;7 akkor ez kisebb, mint ¢.
7 ’ . 2
A véalasztasunk: § = min (g, 1%;}).

3. allitas: Ha U; is megoldasa a feladatnak, akkor U = Uj.

Legyen Uy, = U—U,. Ez is folytonos, és a kor belsejében harmonikus; a hataron

U:Ul.

A maximum-elv miatt Us a hataron felveszi a minimumat és a maximumat is,
tehat mindketto 0.

Akkor viszont Us a konstans 0, vagyis U = Uj.

Tétel (a kozépérték-tulajdonsag megforditasa)

Legyen D < C tartomany, u : D — R folytonos. Tegyiik fel, hogy minden
¢ € D-hez van olyan ry > 0, hogy barmely 0 < r < ry esetén

u(e) = = F u(c + reit)dt.

27 Ji—o

Ekkor u harmonikus fliggvény.

J

Bizonyitas. Legyen K korlemez, amelyre K < D; azt fogjuk igazolni, hogy u
harmonikus /C belsejében. Ha ez minden KC-ra igaz, akkor u a teljes D-n harmo-
nikus.

Az u figgvény folytonos a K hatéran; legyen U a Dirichlet-feladat megoldasa
a IC korre, a hataron az u fliggvénnyel. Ekkor U is folytonos, a K belsejében igaz
ra a kozépérték-tulajdonsig, és a korlemez hatdran U = w.

Vizsgédljuk az U, = U — u fiiggvényt. Erre is folytonos, igaz ra a kozépérték-
tulajdonsag, és a K hataran U; = 0. Ebbdl fogjuk bebizonyitani, hogy U; az egész
korlapon 0, mert akkor u = U, és akkor u harmonikus.
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Allitas: Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan
ro > 0, hogy barmely 0 < r < ry esetén U;(c) = i Zo Ui(c + re't)dt, akkor
Uy =0.

Bizonyitas. Legyen M = max Uy; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk
igazolni: M = 0.

Legyen H = {z € K : Uy(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ
zart.

Megmutatjuk, hogy H nyilt is.

Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < ry esetén
1 2 ) 1 2
M =U(c) = o Ui(c+re®)dt < — Mdt—M

T Jico 2m

Ez csak gy lehet, ha az egész |z — ¢| = r korvonalon U1 =M.

De ez minden 0 < r < 1 esetén igaz, tehat a teljes B(c,rq) korlapon Uy = M,
tehat B(c,ry) < H.

Mindez barmelyik ¢ € H-ra elmondhato, tehat H nyilt.

H c K egyszerre nemtires, relativ zart és nyilt, tehat H = .
A K belsejében Uy = M, a hataron U; = 0; a folytonossag miatt ez csak tugy
lehet, ha M = 0.

Ugyanigy, min U; = 0, tehat U; konstans 0.

Kitekintés: Mese a j6 magfiiggvényekrol
Egy 27 szerint periodikus f(t) fiiggvényt Fourier-sorba szeretnénk fejteni:

fy= ) a 1313%0 Z e’

n=—0o

Ha van ilyen sor, és egyenletesen vagy Ls-ben konvergens, akkor

1 2m )
a, = %L f(s) - e "™ds.

Vajon ha ezekkel az egytitthatékkal irjuk fel a Fourier-sort, konvergalni fog
pontonként az f-hez?
Az N-edik részletésszeg

Z a,e n2mt _ Z (QWJ f . —n~27risdt) 6n~27rit

N1 N |
:f f(s <2W :Z e”’m(t‘s))dt ZL f(s)Dy(t — s)dt;
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sin (N + )t

N
DN(t) _ i Z en2mit
27 Sy 27 - sin %t

az N-edik Dirichlet-magfiiggvény.

Ha N — oo, akkor a Dirichlet-magfiiggvény nem viselkedik elég szépen, példaul
S(Q)” |Dyn| — o0, és f(t) folytonossagabdl még nem kovetkezik, hogy hogy a Fourier-
részletosszegek pontonként f-hez tartananak.

10

sin({1 1,/2)x)

8 ! ! ! singz, 2]
| sn({2F1/2)x)

& /-\ A4/ 2]
sin({3 #1,/2)x)

5|.||:J'_-'_’:I

— 4 !

] sin({d #+1,/2)x)

Q: sinfr (2]

Fejér Lipot otlete volt, hogy a részletosszegek atlagat vizsgalja:

So(t) + Sl(t) + ...+ SN_l(t)
N

O'N(t) =

£(5) R S L f () E(t — s)dt

1 (sin Nt\>
Fn(t) = —= | —1
w(t) 27rN<sin %t)

az N-edik Fejér-magfiigguény.

A Fejér-magfiiggvény nemnegativ, és ha N — oo, akkor az integrdlja a 0-ba
koncentralédik; ha f(t) folytonos, akkor a Fourier-részletosszegek atlaga ponton-
ként tart f-hez.
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-3 -2 -1 1 2 3

A Poisson- és a Fejér- magfiiggvények bizonyos értelemben "jo" magfliggvé-
nyek...

Bovebben: — filiggvénysorok, Fourier-analizis
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24. Riemann-zeta fiiggvény

Az Euler—Riemann féle ( fiiggvény

Definici6

Res > 1 esetén

Hagyomanyosan Res = o, Im s = t vagyis s = o + it.

o> leseténay,”

. n—ls sor abszolut konvergens, az 6sszegfiiggvény holomorf.

0
Bizonyitas. Ha og > 1, akkor a o > o félsitkban Z — kozos konvergens
n

; n=1
majorans.
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Kovetkezmény

Res > 1 esetén

Bizonyitas. A lényeg: ha 2% > N, akkor

1 1 1 1 1 1 1
| | (1+—i—2 +...+ > =14+ —+—+...+ — +néhany tovabbi — tag.
S S nS

N P P sz 9s 3s Ns
= 1
Vs Ve>0 AN, ), —<e
n=Np+1
Vs Ve dNg(s,e) VN=Ny VK=N
H<1+1+ +1) <1+1+ +1)‘< i L <
— T+... — — T... S — 15

<N ps sz 9s Ns o ne

K — w:

Vs Ve dNy(s,e) VYN=Ny(s,e)

1
N — o Vs Ve Hl—% ((s)| <e
p p
e—0: Vs H 1 ((s)| = 0.
p 175
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Kovetkezmény

Res > 1 esetén

ﬁ:];[(l_l):i“g); = ((s) %0

Ezek a sorok mind lokalisan egyenletesen konvergensek.

Definicié (von Mangoldt fiiggvény)

k

1 ha n =
Am) =4 80 07
0 egyébként

Ezzel a figgvénnyel

Tétel (Kiterjesztés az egész sikra)

A ((s) fiiggvény kiterjesztheté az egész sikra, kivéve az s = 1 pontot, ahol
elsérendi pélusa van 1 reziduummal. Egy lehetséges kiterjesztés:

c(s) = 2 _.5>f S (s # 1)

21 e % —1
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Tétel (A (-fiiggvény fiiggvényegyenlete)

A ( fiiggvénynek van egy meglepo szimmetridja: az

£(6) = w1 (5 J¢to

fiiggvényre igaz, hogy (1 — s) = &(s) és (1 —3) = &(s).

A (-fiiggvény gyokei

A T'(s/2)-nek egyszeres pélusa van a —2, —4, —6, ... pontokban; tehéat ott a ((s)-
nek egyszeres gyoke van; ezek a ( fliggvény "trivialis" gyokei.

A £(s) értékei a Res = % egyenesen tisztan valésak. Ebbdl sejtette Riemann,
hogy a nemtrividlis gyokok mind ezen az egyenesen vannak.

Lemma

(a) Barmely pozitiv egész N és 0 > 1 esetén

0 1 Nl—s 00 {:C}
Z ne s—l_SJN a:“ldx'

n=N-+1

(b) Specialisan, N = 1 esetén

((s) = ! +1_s£°0 e} dz

s—1 pstl
Bizonyitas.
SR “d([z] - N - N1" (” 1
D S:J ([f]s ) :l[x] : ] _J ([x]—N)d( S)
S N x x N Iy T
o0 Q0 o0 0
= —f (x—{x}—N)-(—sx_s_ldx) = sf x_sdx—sf x_s_l-{x}d:v—NsJ v de
N N N N
o0 1—s o0
S le—le—sJ ez} = N —sf {} dx
s—1 N s—1 N x5t

Tétel (kiterjesztés a jobb félsikra)

A ((s) fiiggvény holomorfan kiterjeszthet6é a jobb félsikra az s = 1 pont
kivételével, ahol elsorendli pélusa van 1 reziduummal.
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Bizonyitids. A Lemma szerint barmely N pozitiv egész és o > 1 esetén

N 0 N 1—s 0
RETE LN SR R I Y o P

N ZL‘S'H

Tetszoleges oy > 0 esetén, a 0 > o, félsikban az integralt egyenletesen majo-
0

ralja az - integrél, tehat egy holomorf fiiggvényt allit elo.

A jobboldalon allé képlet a jobb félsikon holomorf, kivéve az s = 1 pontot,
ahol a reziduum N° = 1.

(A Kkiterjesztés nem fiigg attol, hogy melyik N-et valasztjuk.)

A Z ni sor viselkedése

&1 Nt ”
C(S)=Zns+s_1—sj x{i}ldxz

n=1

N 0
1 1 4
_ Z — 4 . leo' . eztlogN — s {ZL’} dz (O’ > 0)
] ns s—1 N $S+1
o Az utolsé integral 0-hoz tart.

e Ha o > 1, akkor az N'=% = N'=9 . ¢l N gorozat egy spirdl mentén halad
befelé.

e Ha o =1, akkor az N'7% = ¢1°6 N gorozat egy kér keriiletén halad kérbe.

o Ha o <1, akkor az N'=% = N7 . ¢*le N gorozat egy spirdl mentén halad
kifelé.
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1

Az ni és g tagok kozotti szog:

t
argm —arg &= = —tlog(n + 1) + tlogn ~ -

Amig n « |t|, a tagok irdnya latszélag Gssze-vissza ugral. Amikor n és t nagysdg-
rendje hasonlo, a részletosszegek szép sima gorbe darabok mentén haladnak.

Lemma

A o > 1, |t| > 3 halmazon

((s)= 3 - +0Q).

n<t?

Bizonyitas. Legyen N = [t?]. A kiterjesztés szerint

1 Nl—s 0
((s) = — + — S {Sijldx.
Shnt s - 1 N T
1 Nl—s o] {.’13} Nl—a o0 dfl:
¢(s) — — S‘ + |s] dr < ~|—|s\f =
n§2 ns s—1 N |$s+1| |t| N onrl
Nl—a t2(1—0) t 1 1
- L U oty — O(1).

+ -
Viz —1 or/1—2L

$2

<
|| oN° |t] o\/t?2 —1
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C
Tetsz6leges C' > O-ra |t| > 3, 0 > max (1 gl 0) esetén
0g

(a) ¢(s)=Ooglt]);  (0) ¢'(s)=O(log[t]).

Bizonyitas. (a)

1 1 1 1
= — = e(l_U)IOgn =< eC JR—
ns ne n n
1 1
)| =1 —+0(1)| < e’ ~+0(1) = O(log [t]).
n<t? n<t?

(b) Elég [t| > e“*2 esetén bizonyitani.

Aa>1—ﬂ
log ||

a B(s,1/log|t|) korlemezt.

tartomanyon |((s)| < O(log|t|). Ez a tartomany tartalmazza

0 1
>
A derivaltra vonatkoz6 Cauchy-formulabdl
1 ¢(w) [C(w)] 2
Y = | d < O(log?|t]).
‘C (5>’ I fw_8|=1 o (w— 5)2 w) < o Iﬁa% lw — | (log™ [¢])
og |t g

3+ 4cosx + cos2z = 0.

Bizonyitas.

3+ 4cosx + cos2x =3 +4cosx + (ZCoszx— 1) =2(1 —cosz)? = 0.
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o > 1 esetén

C@) - |¢(o +it)|*- [¢lo + 2it)| > 1.

Bizonyitas.
3log|¢(o)| + 4log |¢(o + it)| + log |¢(o + it)|

= 3Relog§(a) +4Relog((a+it) + Relog ((o + it)

p +4R‘622k pk(UJrzt) +R€ZZW
1

P k=1

o0
— Z Z W (3 + 4 cos(ktlog p) + cos(2kt logp)) > 0.
p

t # 0 esetén

C(1 +it) # 0.

Bizonyitas. Lattuk, hogy o > 1 esetén

C@)* -0 +it)[*- |¢(o +2it)] > 1

avagy ; o
-“”+m‘¢qa+mM>1.

(0=1) |0 = 1) ¢lo)]| +| 2

" Indirekt tegyiik fel, hogy ¢(1 + it) = 0; akkor

lim C(o + it) _ lim C(o+it) — ¢(1 +it)
o—1 g-—1 o—1 oc—1

= ('(1+1it)

véges szam.
A ((s)-nek elsérendii pélusa van s = 1-ben 1 reziduummal, ezért lim ((o —

oc—1+0
Ud@)zL
Tehat a 0 — 1 + 0 hataratmenetbdl

4

(o —1) -MJ—D-C C;jf Clo+2it)] > 1
l l
0 1 i+t jca+2i) = 14
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Alkalmas A,a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |((o + it)| >
A

(log [])*

Bizonyitas. Vélasztani fogunk egy o1 = 0 + d szamot, 0 < d < 1.

|

[ [

[ [ [

[ [ [

[ [ [

[ [ [

' Vo+it oy +it
| - ———o

| | |

[ [ [

| | |

[ [ d [

[ [ L >
1 o o1

Lattuk, hogy

Co)[* - |clon + i) [¢lor + 2it)] > 1.

“d 1 1 2

Trivialis, hogy ((01) < 1 +£ 3;:;1 =1+ p— <1+ <

Tudjuk, hogy |¢(o0 +2it)| < Cylog [t] és |¢'(o +it)| < Ca(log |t|)2 (Cy,Cy >
0).

<

_ _ A - g3/
‘q0y+dﬂ>‘QJﬁ|wﬂC®1+2ﬁﬂ]M:>(2) (Cylog |t]) ”4=(g44447ﬁ_
(log [t])
o1 d3/4
(o +it)| = [¢(or +it)| — f ' (@ + it)|dz > C3—— 77 — Chd(log \t|)2.
o (log [¢])

Feltételezhetjiik, hogy Cs = Cjs; egyébként Cs-t szabadon novelhetjiik.
A d-t tgy valasztjuk, hogy a masodik tag fele legyen az elsének:

a3/ (C5/2C5)*

Cy———— = 2C5d(log t])%; &= 2220 <1
(log\t\)l/4 (log|t|)9
A
+it)| > Cyd(log [t])? = ———.
[C(o +it)| > Cad(logt]) (og1])"
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Kovetkezmény

o =1, |t| = 3 esetén

%(U +it)| < O(|logt[%).
Bizonyitas.
CI . _ 1 A . al . 2
E(a +it)| = —‘C(U D) (0 +it)| < O((10g|t|) ) O((log\t|) )
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25. Primszamtétel

Todt
m(x) = Z 1; liz =

= , logt
I (z) = Z logp = log (H p) (Csebisev-féle ¥-fiiggvény)
p<x p<sx

Y(x) = Z A(n) = loglkkt(1,2,...,[z]) (Csebisev-féle ¢-fiiggvény)
n<T
> A(n) ha x nem egész szam

_ J n<x
Yol®) n;x/\(n) + :A(z) ha z egbsz szém
M(z) = Z u(n)  (Mertens-féle M-fiiggvény)

n<w

Tétel (A primszamtétel néhany ekvivalens forméaja)

Ezek az allitasok ekvivalensek:
o m(x) ~ 10:3:; m(x) ~liz
« dz)~az; P(@)~z; dolz) ~z
M
L ME)
T
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Egyiitthat6formula valtozatok

A

\4

Ha X > 0, 0y > 1, akkor ...

Egyiitthat6formula, 0. valtozat

Az integralokat és szummaékat teljesen szabalytalanul, 6ssze-vissza cserebe-
rélve:
cotiT 1 haX =1
lim —f Xds = .
T—o0 2TZ oo—iT O ha X 7& ]_,
- 1 oo+iT CI i . 1 oo+iT 0 X s Q
o[ (eo)ra—pman [, (Ha0(5) )=
s 8 1 oo+iT X s =
9 DA ( dim — Z ) ds) = AX) S
= T—0 2T J,0_i7 \ T
1
— ds = % ha X =1
2mi Re s=o09 S
0 hal< X <1;
1 ¢ ) X
— —=>(s) |—ds = A(n) = ¢¥(X)
2me Res=09 ( C( S n;X (

J

El6énye: pontosan ¥(X)-et allitja eld. Hatranya: feltételesen konvergens im-
proprius integralt és szummat kell felcserélni.
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A
.
A

Lemma (egyiitthaté6formula, 2. valtozat)

1 XSCl logx ha X >1,
o ha 0 < X < 1
ZA log—

oo (€O
2me Res=09 C n<X

El6nye: abszolit konvergens. Hatranya: Nem pontosan 1(X)-et, hanem egy-
fajta atlagat adja meg.

270 JRe s=o 52

Lemma (egyiitthat6formula, 3. valtozat)

Ha X > 0, o9 > 0, akkor

ds = X

2mi s(s+1) 0 ha 0 < X < 1.

lf X? 1—i ha X > 1,
Res 0'0(

Bizonyitas. FEgyenes szakasz helyett koriven integralunk.

Ha 0 < X < 1, akkor a jobb koriven

1 X 1 XS
omi ——ds=5= | —ds=O0(/R).
27i fRes—go s(s + 1)ds 2mi f) s(s + 1)ds O(1/R)

A

N

-~

Ha X > 1, akkor a bal koriven

1 J X* d
- —_—ds =
271 Re s=0op S(S + 1)

X? X 1 X 1
- R Res ——+ — | ———ds=1— =+ O(1/R).
sfgs(s—l—l)+s=(isls(s+1)+27riJCs(s+1) ° x " (1/R)
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Ha X > 0, o9 > 1, akkor

377 o (€)%= 3, (1- 5200

<X
Bizonyitas.
1 ! X 1 A X
1 ~ ) ds = f y A ds =
270 JRe s—op ¢ s(s+1) 270 JRes—op \ 24 1 ) s(s+1)
n
ks X /n)® * l1-— haZX>1,
Z( f (/n)ds>=ZA(n)- X
=1 27” Res=o0g 8(8 + 1) n=1 0 ha 0 < % < 1
n
Aln ( >
Z X
Megjegyzés. Legyen 11 (X 2 A(n ( %) Ez a figgvény éppen a 1p(X)

n<X

fiigguény Cesaro-dtlaga:

o (g B oo S0 55

n<X

Tétel (Primszamtétel [Georg Friedrich Bernhard Riemann, Jac-

ques Salomon Hadamard, Charles-Jean de la Vallée Pous-
sin])

lim 46.9)

gm = 1.

Bizonyitas. Tovabbra is legyen
n 1 (*
-2 (1-%) - x ) v
= x)x),

el6szor azt a gyengébb allitast igazoljuk, hogy
X 1
lim Ll( ) =

x-o X 2
Azt mar lattuk, hogy ha X > 0, o9 > 1, akkor

e (0) - S (1 ) am - w,

n<X
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X-szel elosztva,

wl(X) B 1 g/ Xs—l
X i Res_go(‘c“))s(smds

Vegytink egy T > 3 szdmot, és ehhez egy d = d(T)-t gy, hogy a |t| < T
o0 = 1—d halmazon ¢ # 0. Ezen kiviil legyen U > T és X > 1 szintén tetszoleges.

A

+iU iT

T

0 |1 Joo
1-d

=T

—U ¢+

Rogzitett T, d, X esetén a kék, lila és barna szakaszokon X* korlatos, %(s) =

O((log [t|)*), az integrandus nagysdgrendje legfeljebb O((loglltl ). Emiatt az in-
tegralok léteznek, sot, ha U — oo, akkor barna gorbéken vett integralok 0-hoz
tartanak (mikozben konstansok), tehat a barna vonalakon az integral 0.

A reziduumtétel miatt

¢1(X) B 1 C/ Xs—l
X 27 ha <_ C(S)> s(s + 1)ds

Tt < - g(S)) ()3(1 11 2mi <Jbarna Jhla £old fbordo>

Az ((s)-nek elsérendii pélusa van az s = 1-ben, ezért Rf:ls Z(s) =—1, és
CI Xs—l 1
R = —.
& < ¢ s s(s+1) 2
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wlj((X 27T2<Jl;arna Jhla Lold Lordo( Cl )Séill)ds)'

A lila szakaszokon | §, | < CST (ogH)® 34 _ O((logTT)a

e :
A z6ld szakaszokon | X°7' < 1, | . .| < Or(d) (az ordé-konstans fiigg T-t51).
A bordé szakaszon |§ .| < O:r,d,( ~4) (az ord6-konstans fiigg T-t6l és d-t6l

IS) .
lila z0ld bordé

X 2‘ N
Rogzitjitk T, d-t és X — oo

$1(X) 1‘ < o(“gﬂ) + 0r(d).

(X)) 1

+ +

<0 ((IOgT T>“) 4+ Op(d) + Opa(X~9).

lim sup
X—-w

X 2

Most d — 0:
P (X) 1 (logT)*
1 - - <
msup| e =5 <O
Végil T — oo:
P (X) 1
lim su — - <0,
X—w}) X
vagyis
(X)) 1
P S
vi(X) 1

Most mar tudjuk, hogy )%1_r>noo ~
0 < A < B-re vizsgaljuk A -1, (A) és B -1 (B) kiilonbségét:

B-1(B) = A-¢n(A) = Y (B=n)A(n) = Y (A—n)A(n) =

n<B n<A

= Y (B=AAM)+ >, (B—n)A(n).

n<A A<n<B
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\ S

0 A B

A A(n) egyiitthatéja az els6 6sszegben B — A; a méasodik 6sszegben (B — A)-16l
indulva linedrisan lecseng 0-ig. A A(n) kézben nemnegativ. Ezért,

2, (B=MA(n) < B-¢n(B) = A-i(A) < ) (B~ A)A(n)

n<A n<B

(B = A)p(A) < B-1(B) = A-1h(A) < (B = A)p(B).

(B—A)¢(A) < B-4n(B) = A- 91 (A) < (B = A)(B).

Legyen 0 < § < 1, és irjuk fel az el6bbi becslést az ((1 — §)X,X) és az
(X, (1 + §)X) parral is:

Xpy(X) = (1= )X -1 ((1 = 6)X) <6X - (X)< (14 8)X -1 (1 +6)X) — Xepy (X)
Osszunk 6 X2-tel:

1 (X) (1-0) ¢((1=0)X) (X)) _ (1+0)° eu((1+6)X) 1 ¢(X)
6 X 5 1-HxX ~— X — 6 1+6)X & X
Most X — oo:
11 (1-62% 1 . X)) Y(X) (1+6)?2 1 1 1
52 5 2 BT SRR ST
LX) U(X) 0
1—7<h)1<n_>1£f X <11§1(1§gp X <1+§
Végiil § — +0:
1<1§¥§§.}f¢g)<h§?j; wg)él,
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vagyis

lim V(X = 1.

X—>o X

KES7. @

Ha igaz a Riemann-sejtés ...7

Jol ismert, hogy a (-fiiggvénynek végtelen sok gyoke van a Res = % egyenesen. A
Riemann-sejtés szerint a nemtrivialis gyokok mind ezen az egyenesen vannak, és
nincsenek t6bbszoros gyokok. Ha igaz a Riemann-sejtés, akkor a lila-zold-bordé
torottvonal helyett a Res = % + € egyenesen is integralhatunk, ahol az integral

nagysagrendje O(X%%).

\

1
|3 +e

N[ —=

A primszamtétel néhany hibatagos alakja, ha a Riemann-sejtés igaz:

P(X) = X + O(vVX log? X);
m(X) =1liX +O(VXlog X).

Es ha nem igaz a Riemann-sejtés ...7
Ahol ((s) = 0, ott %—nak elsérendii polusa van. Ha az integracios utat attoljuk

egy gyokon, az ottani reziduum ad egy X-hatvany nagysagrendii plusz hibatagot.
Az Osszes reziduum 6szegébdl kaphato az "explicit' formula:

Yo(X) = X — Z )/()p — log(27m) — ;log(l - X7?).
p

A szumma a 0 < o < 1 sdvba esO, a képzetes rész szerint rendezett gyokokon
fut végig.
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Felismerhetjiik, hogy

A Riemann-sejtéstol fiiggetleniil?

e de la Vallée Poussin, 1899:

O
log ||
o P(X) =X+O<Xe*avl°gx>

o ((s)#0,haoc>1-

o w(X)=lLX+ O(Xe—bvlogx)
e ... Hardy, Littlewood, Weyl, Vinogradov, ...

e Vinogradov, 1958:

C
(log [¢])*(log log [[)'/*

¢) w(X) =X + 0) <X€—a(logX)3/5(10g10gX)1/5>

o ((s)#0,haoc>1-

o wX)=1X+ O(Xe*b(logX)g’/“”(log logx>1/s)

Bovebben:

o E. Landau: Handbuch Der Lehre Von Der Verteilung Der Primzahlen
o K. Prachar: Primzahlverteilung

o [. M. Vinogradov — A. A. Karatsuba: The method of trigonometric sums in
number theory

o Analitikus szdmelmélet kurzus
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Tovabbi fejezetek, elokésziiletben

26. Gamma-fiiggvény

Szorzat- és integral alak

Fiiggvényegyenletek
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Stirling-formula

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Analitikus folytatas

Runge approximacios tétele
Mittag—LefHer feladat
Weierstrass-feladat
Folyadékaramlas sikban

Riemann-feliiletek
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33. A Picard-tételek

Végig hasznalni fogjuk az R = C\{0,1} Riemann-feliletet. Az egységkorlemezt
(amit azonositunk a Poincaré-féle kérmodellel) kicsempézziik haromoldala tarto-
manyokkal, ez a kicsempézett kormodell lesz az R Riemann-felillet univerzdlis
fedése, pontosabban az univerzalis fedés egy lehetséges bedgyazéasa a komplex sik-
ba. Azért, hogy az univerzalis fedést kihangstlyozzuk, a kicsempézett kormodellt
U-val fogjuk jelolni.

Vegytink fel az egységkor (a kormodell) hatdrdn harom pontot, és ezeket kosstik
Ossze, az egségkorvonalra merdleges korivekkel. Legyen ¢ az az egyetlen konform
megfeleltetés, amely a harom koriv kozotti végtelen haromszoget megfelelteti a
felso félsiknak tgy, hogy a harom cstcs képe a 0, az 1 és a . Az illusztracié
kedvéért a fels6 és az alsé félsikot, a 0, 1 és co-nek megfelelé pontokat, valamint
az ezeket elvalaszto (—o0,0), (0,1) és (1, 00) valds intervallumokat is kiszinezhetjik
egy-egy szinnel.

C

A haromszoget mindegyik oldalivére tiikkrozziik, és a tiikrozési elv segitségével
a  fluggvényt kiterjesztjik a szomszédos tiikkorképekre. Ezt ismételjiik Gijra meg
ujra; ilyen médon az egész komplex egységkort kicsempézziik a kiindulé haromszog
tiikkorképeivel, és a ¢ fliggvényt kiterjesztjitk U — R holomorf fiiggvénnyé.

A kiterjesztett o fiiggvény barmelyik két szomszédos haromszoget és a kozot-
tiikk futé korivet ¢ megfelelteti egy olyan tartomanynak, amely a két félsikbél és
az egyik elvalaszté szakaszbdl (a (—o0,0), (0,1) és (1, 0) intervallumok valame-
lyikébol) &ll.

A ¢ fiiggvény az U univerzélis fedofeliilet vetitése az R Riemann-feliiletre.

Kis Picard-tétel

Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden
komplex értéket felvesz.
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Bizonyitas. Az f(z) helyett vehetiink egy A- f(z) + B alaku fuggvényt is, ezért
elég azt igazolni, hogy minden olyan f egészfiiggvény, ami nem veszi fel a 0,1
értékeket, konstans.

Vegyiink tehat egy tetszéleges holomorf f : C — R fiiggvényt; azt fogjuk
igazolni, hogy f(z) konstans.

A bizonyitashoz konstrualni fogunk egy holomorf F': C — D fliggvényt azzal
a tulajdonsaggal, hogy o F' = f.

Jeloljiink ki egy zg € C pontot, és legyen a € D olyan pont a koérmodellben,
amely az f(zg) folott van, vagyis p(a) = f(z). Most barmely z pont esetén
definidlni fogunk egy F'(z) pontot az egységkorben ugy, hogy o(F(z)) = f(2).

A C komplex sikon barmely két, zo-t és 2-t 6sszekdto 1 és vo gorbe homotdp.
Az f szerinti képiik, f oy és f oy kezd6- és végpontja kozos (f(zo) és f(2)), és
homotépok R-ben. Ezért az U fedofeliiletben a foy; és fory, gorbék a kezd6éponti
felemeltjeinek a végpontja is megegyezik. A felemelt gorbék végpontja mindig
ugyanaz. Ezt a kozos végpontot valasszuk F'(z)-nek.

L0

Az F(z) fiiggvény holomorf, mert f(z) és ¢ lokélis inverzeinek kompozici6ja.
Tovédbbé a ¢ visszavetiti a felememelt gorbéket R-be, tehdt valoban ¢(F(z)) =
f(2).

Az F : C — U egy korlatos egészfiiggvény, tehat konstans. Akkor viszont
f = ¢ o F is konstans. Ezzel bebizonyitottuk a kis Picard-tételt.
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Nagy Picard-tétel

Tétel (nagy Picard-tétel)

Ha f(z)-nek lényeges szingularitdsa van a ¢ pontban, akkor a ¢ barmely
pontozott kornyezetében, legfeljebb 1 kivétellel, minden komplex értéket
végtelen sokszor felvesz.

1 1
—sin — a 0 kozelében
z

\

Bizonyitas. Legyen I = D\{0}. Indirekt tegyiik fel, hogy f : D — R holomorf,
és lényeges szingularitdsa van a 0-ban; ebbdl fogunk ellentmondasra jutni.

Ismét legyen zy € D olyan pont, hogy f(zo) a fels6 félsikban van, és legyen
a € D olyan pont a kormodellben, amely az f(z) folott van, vagyis ¢(a) = f(zp).

Prébalkozas. Tetszéleges z € D ponthoz megprébalhatunk egy F'(z) pontot ren-
delni az U feliileten. Kossiik Ossze zg-t z-vel valamilyen folytonos v gorbével. Az
f oy gorbe Gsszekoti az f(zg) pontot f(z)-vel, és ezt a gorbét felemeljiik az egy-
ségkor csempézésébe. A felemelt gorbe végpontja lenne F(z).

A felemelt gorbe végpontja v homotdpiaosztdlyatol fiigg, ez pedig attdl, hogy a ~
gorbe hényszor keriili meg a 0-t. Emiatt nem feltétlentil kapunk szép, holomorf
F:D — D fliggvényt.

Ezen a nehézségen tigy segitiink, hogy az U feliilet helyett egy faktorfeliiletét fogjuk

hasznéalni.

Azt kell megvizsgalnunk, hogy a kiinduld D tartomanyban egy 0-t megkeriilo
gorbe képe hogy viselkedik a R feliileten. Tekintsiik tehét egy 0 koriili, w irdnyitott
korvonalat D-ban.
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1. eset: [ ow nullhomotdp R-ben.

Vegytink egy tetszoleges z € D pontot, ehhez rendeliink egy — egyértelmiien
meghatdrozott — F'(z) € U pontot.

Béarmely két, z-t és z-t D-ban 0sszekotd vy és yo gorbére v, = v, -wF valamilyen
k egész szammal, ezért f o~y és f o~y homotopok. Ezért a felemeltjeik végpontjai
is egybeesnek, ezt a kozos végpontot valasztjuk F(z)-nek. Ezzel tehat van egy
F : D — D holomorf fiiggvényiink, ami a g o F' = f fliggvényegyenletet is teljesiti.

Az F(z) figgvény a D pontozott kornyezetet egy korlatos halmazba képezi,
ezért a 0-ban megsziintethet6 szingularitdsa van.

(a) Ha az F(0) érték az egységkor belsejében van, ahol a ¢ holomorf, akkor
f = po I is holomorf lenne a 0-ban, holott feltettiik, hogy f-nbek lényeges
szingularitdsa van a 0-ban.

(b) Ha F(0) az egységkor hatdran van, az a maximum-elv miat csak gy lehet, ha
F(z) konstans. De ez nem lehetséges, mert F felvesz értékeket az egységkor
belsejében is.

2. eset: f o~ nem nullhomotop R-ben. .

Most is igaz, hogy barmely két, zp-t és z-t D-ban 6sszekotd v, és v, gorbére
Yo = 71 - wk valamilyen k egész szammal, de fov; és f o, nem homotépok, ezért
a felemeltjeik végpontjai nem esnek egybe.

Legyen T a csempézésnek a kovetkezd transzformdcioja: barmely b € D pontra
vegytink egy olyan z € D pontot, amelyre f(z) = ¢(b). A z-n keresztiil rajzol-
junk egy pozitiv iranyitasu w, korvonalat. Az f o w, korvonalat emeljiik fel a
csempézésbe b kezddponttal; ennek végpontja legyen T'(b).

Meg fogjuk konstrualni a R feliilet egy F fedését, ami persze az U univerzalis
fedésnek egy faktora lesz. A T transzforméacio a csempézésnek és vele egytittt az
egységkorlemeznek egy iranyitastartd egybevagosaga, egyértelmiien meghataroz-
za, hogy a csempézés egy hatarolé korivének mi a képe. Legyen « egy koriv a
csempézésben, a képe Ta.

2a. eset: « és T'a diszjunktak.

Ez akkor fordul eld, amikor a T-t el6allitisahoz mindharom szinii szakaszra
tikkrozniink kell. Ilyenkor a T' transzforméacionak két fixpontja van az egységkor
hataran, ezek a 7™(0) és T~™(0) sorozatok limeszei.

Egy L(z) linearis tort fiiggvényel a csempézést a fels6 félsikba (a félsikmodell-
be) képezziik gy, hogy a két fixpont képe a 0 és a o legyen. Az LoT o L1
transzforméacio is linearis tort, fixpontja a 0 és az oo, tehat egy 0 kozéppontu
nagyitas.

Ezutan logaritmust vesziink, ezzel a félsikmodell képe egy vizszintes sav lesz,
ebben az logoLoT o L™t oexp egy eltolds. Végiil egy e* alaku fiiggvénnyel egy 0
kozepti F korgytirtre képezziik a savot. Ha a ¢ > 0 konstanst jol valasztjuk, éppen
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a sav egy periddusanak feleltetjiik meg a korgytiriit, és az 0sszes 1"« szakasz képe
ugyanaz a gorbe lesz a korgytriben.

Ezeknek a holomorf fiiggvényeknek a kompozicidja legyen g; ez tehat az U
univerzalis fedést az F fedo feliiletbe képezi, amely az U-nak faktora, R-nek fedése;
legyen ¢ : F — R a F vetitése az R-re, igy tehat ¢ = 1 o pp.

Most mar felépithetiink egy F' : D — U fiiggvényt, amelyre teljesiil, hogy
P1(F(2)) = F(2). |

Barmely v gorbe, amely D-ben 6sszekoti a 2y pontot a z ponttal, felemelhet6
U-ba, a lehetséges végpontokat a T' valamelyik hatvanya viszi egymasba. A fel-
emelt gorbét levetitjiik az F faktorfeliilletbe, amelynek ezek utan a végpontja mar
egyértelmil. Ez a kozos végpont legyen F(z).

Ismét csak az F'(z) fliggvény korlatos, ezért a 0-ban megsziintethetd szingula-
ritdsa van. Ha F'(0) az F belsejében van, akkor f = ¢y o F' holomorf 0-ban, ez
ellentmond annak, hogy f-nek lényeges szingularitdsa van. Ha pedig F'(0) a U
korgytiri hatdran van, az ellentmond a nyilt leképezés tételének.

2b. eset: a és Ta egyik végpontja kozos, ez a pont mondjuk h.

Képezzik egy L linearis tort fliggvénnyel a csempézést a felsé félsikba tgy,
hogy a h pont képe a o legyen; ekkor tehdt T"a képei fliggdleges félegyenesek, a
tavolsdguk legyen 27. Ezutdn az e* fiiggvénnyel a fels6 félsikot a F = D lyukas
egységkorbe képezziik, ami faktora U-nak, R-nek pedig fedése. A kompozicid
legyen (g, és legyen o, az F vetitése az R feltiletre.
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Ezuttal is kapunk egy F' : D — F holomorf fiiggvényt, ami teljesiti a pj0F = f
fiiggvényegyenletet. Az I korlatos, igy megsziintethetd szingularitasa van a 0-ban.

(a)

(b)
(c)

Ha F(0) az F belsejében van, akkor f = ¢; o F' holomorf a 0-ban, ellent-
mondas.

Ha |F(0)| = 1, akkor ellentmondést kapunk a maximum-elvbél.

A legeslegutolso eset, ha F(0) = 0, tehat az F' : D — D holomorf fiiggvény,
amelynek a 0 — az egyetlen — gyoke. A F feliiletnek 0 egy hatarpontja, ez
felel meg a h pontnak.

A h pontban az F feliiletbebn véges sok haromoldali tartomany (a csempék
képei) taldlkozik. A véges sok haromszogre megszoritva opi-nek van véges
vagy végtelen hatarértéke, a 0, az 1 vagy a oo, attol figgden, hogy ezek a
csempeharomszogek melyik csicsukkal vannak osszeragasztva. Ezért az f =
p1oF fiiggvénynek is van hatarértéke a 0-ban, de ez ismét csak ellentmondas,
mert a feltevés szerint f(z)-nek lényeges szingularitdsa van a 0-ban.
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Végszo

— Akarsz egy analizist hallani?
— Mi?... Ez megint olyan, mint az alomkor.
— Az analizis aprélékos elemzése valaminek, amit csak részle-
teibol érthetiink meg. Valaki nyomban a fivérem tavozasa utan
belépett Helena Aldingtonhoz. Ott talalta Tom Leven kalap-
jat, és leszirta a not, tudva azt, hogy mindenki Tomot fogja
gyanusitani. Err6él mi a véleményed?
— Szerintem az analizis olyan dolog, amit meg lehet fogni a gyil-
kos helyett, de nem lehet felakasztani. Hogy én is mondjak egy
analizist: kinek allt érdekében elintézni a fivéredet, és megolni
a not? Taldn annak az embernek, aki a no utjan a fivéredtol
ellopta a taldlmanyt.
— Bravé! Ez nagyon jé analizis. Mindenesetre, ha tudnank,
hogy ki nyujtotta be azt a hasonlé talalmanyt, talan kozelebb
jarnank az tigy megoldasdhoz. Ha nem is 6 6lte meg Helena
Aldingtont, taldan valaki, aki az 6 személyével Osszefiigg. Mi a
véleményed?
— Hogy elég mar az analizisen ragodni, menjink inkdbb a bii-
fébe.

(Rejt6: Elveszett cirklald)
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