


1. Komplex szamok

Komplex szamok. Komplex sik. A komplex sik geometriai transzformdciéi. Hatértérték és folytonossag.
Riemann-gomb. Végtelen hatarérték és hatarérték oco-ben.

Ismétlés
Ezeket mind tudjuk algebraboél, geometriabdl, esetleg kozépiskolai versenyekrol:

o A komplex szamokat ugy kapjuk, hogy a valés szamok algebrai testét bovitjik i-vel, ami az
r? = —1 egyenlet gyoke, vagyis C = R(7).

o A z komplex szam algebrai alakja z = x + yi, ahol x,y € R.

o x =Reza z valos része;
oy=Imza z képzetes része.
o Alternativ jelolések: x =Rz ésy =S 2.

o Figyeljik meg, hogy az ¢ nem része a képzetes résznek; a képzetes rész is egy valds szam.
Példéul Re(2 + 3i) = 2, Im(2 + 3i) = 3.

o« A két valés koordindta miatt a komplex szdmokat a sik (R?) pontjaival (vektoraival) azonosit-
juk: az x + yi komplex szdm az (x,y) pontnak (vektornak) felel meg.

o Az x,y betiiket szeretjiik fenntartani a valés és képzetes résznek. Ezért komplex szamok je-
161ésére inkdbb mas betiiket fogunk hasznélni: leggyakrabban a z-t, de el6fordul w, ¢ (zéta),
w (omega), s is.

o |z| = V2% +y? a z abszolit értéke vagy hossza; |2* = 2Z.
o Az 6sszeadds és a kivonds ugyanaz, mint R%-beli (s{k)vektoroknél:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i, (a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i.

o Szorzés: a zardjeleket felbontva, és beirva, hogy i = —1,

(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

o Z=2x—yiaz komplex konjugadltja.
o Osztas: ha az algebrai alakkal szamolunk, akkor érdemes a nevezé konjugaltjaval béviteni:

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad.

ctdi (crdie—di) 1@ a+d"

o Ezekkel a miiveletekkel a komplex szamok algebrai testet alkotnak.

o 2z # 0 komplex szam trigonometrikus (polarkoordindtds) alakja z = r(cos + isinp), ahol
r=|z|, p = arg z a z argumentuma.

o Az argumentum csak modulo 27 egyértelmii; ugy is mondhatjuk, hogy a (R, +)/27xZ faktor-
csoportnak eleme.



o A trigonometrikus alakkal szép a szorzas, az osztas, az egész kitevos hatvanyozas és a gyokvonas.
Ha 2z = ri(cosy + isin ;) és zo = ra(cos pg + isin ¢y), akkor

0 2121 = ToTy ( cos(p1 + p2) +isin(pg + gpg)), tehat az abszolut értékek osszeszorzdédnak és az

argumentumok osszeadddnak: |z129] = |21] - |22| és arg(z120) = arg z; + arg 25 (mod 27);
2T o
o 2= J(COS(% — o) +isin(p; — 902))>
22 T2
G2 @ és arg - arg z; — arg zo (mod 27);
29 ’22’ z9

o (r(cosp +ising))"” = r"(cosny + isinnep)

o Az r(cosp + isin ) szdmnak n darab n-edik gyoke van:

+ k-2 + k-2
Q/?(cosgp T —I—isiniso 7T>
n n

Hasonlé6sagi transzformaciok

z+0b

Wl

z +— z + b: eltolds a b vektorral

z — z: titkrozés a valds tengelyre
o 2z +— —z: kozéppontos tiikrozés a 0-ra

o 2z a-z (valamilyen rogzitett a # 0 komplex szdmmal): forgatva nytjtés a 0 koriil; a nagyités
aranya |a|, a forgatas irdnyitott szoge arg a.

ilyenek kombinéciéiként a kovetkezo fiiggvényeket kapjuk meg:

oz a-z+b (az Osszes irdnyitastartd hasonlésagi transzformacio)

o z+> a-Z+ b (az Gsszes irdnyitdsvaltéd hasonldoségi transzformacio)

Irjuk fel képlettel a képzetes tengelyre valé titkrozést.

1. megoldas: A képzetes tengelyt a valés tengelyre forgatjuk, tiikroziink, visszaforgatunk:

forgatas titkrozés visszaforgatas
— T — T — T P
o ‘ é(=i2)
o 17
o7



z > =iz > =iz > G- (—1-2)=—Z.

2. megoldas: A tengelyes titkrozés egy iranyitdsvalté hasonldsédg is, ezért a képletet f(z) = az + b
alakban keressiik. Két pont képe meghatarozza a, b-t.
PL. f(0) =0, f(1) = —1. Megoldva a = —1, b = 0, tehat f(z) = —z.



Hatarérték és folytonossag

A tavolsag, pontok kornyezetei, nyilt és zart halmazok, kompaktsag, ponthalmazok Osszefiiggdsé-
ge, szamsorozatok és szamsorok konvergencaja, fliggvények (véges pontban vett véges) hatérértéke,
fiiggvények folytonossiga és egyenletes folytonossaga, fiiggvénysorozatok és fliggvénysorok ponton-
kénti és egyenletes konvergencidja, és ezek alapvetd tulajdonsdgai pontosan ugyanazok, mint az R?
euklideszi sikon. Ezekhez a fogalmakhoz ugyanis nincs sziikség a komplex szamok szorzésara, csak
vektorok Osszeadasara és abszolut értékére. A tobbvaltozos analizisben tanult definiciok, tételek és
bizonyitasok valtoztatas nélkiil atirhatok komplex valtozds, komplex értéki fiiggvényekre.

o 2o kozéppontt nyilt gomb: B(zp,7) ={2€C: |z — z| <r}

o 29 kozépponti zdrt gomb: B(zp,7) = {z€ C: |z — 2| < r}

o egységkor: D = B(0,1) ={2eC: |z| < 1}

o zdrt egységkor: D = B(0,1) = {2 e C: |z] < 1}

o egységkdrvonal: {z e C: |z| =1}

e a D c C halmaz nyilt, ha minden zg € D hez van olyan § > 0, melyre B(zy,d) < D
e a D c C halmaz zdrt, ha komplementere nyilt.

e a D c C nyilt halmaz dsszefiiggd, ha

o D barmely két pontja 6sszekotheté D-ben torottvonallal;

o D nem bonthato fel két nemiires, diszjunkt nyilt halmaz uniéjara, vagyis tetszoleges
G4, G4 diszjunkt nyilt halmazokra, ha D = G| U G,, akkor G = & vagy Gy = .

o tartomdny: nemiires, osszefiiggo, nyilt része C-nek

o (egyvdltozos) komplex fiigguény: C egy részhalmazardl képez C-be




Egyenletes konvergencia

Sziikségiink lesz a fiiggvénysorozatok és fliggvénysorok egyenletes konvergencidjara. Ez a definicié
pontosan ugyanaz, mint valés fliggvények esetében.

Erdemes kimondani a fiiggvénysorok egyenletes konvergencidjara vonatkoz6 Weierstrass-kritériumot,
ezt tobbszor fogjuk hasznéalni komplex fiiggvénysorokra:

Tétel (Weierstrass-kritérium, Weierstrass M-teszt)

Tegyiik fel, hogy

o A tetszOleges halmaz, és fo(2), fi(2),... A — C fuggvények egy sorozata;

o My, My, ... nemnegativ valos szamokbol allo sorozat, amelyre barmely n e N és z € A
esetén | fu(z ‘ M, vagyis a Z fu(2) fiiggvénysornak az Z M, sor egyenletes majo-
n=0
ransa;

o0
> M, konvergens (véges).
n=0

Ekkor a )] f.(z) fiiggvénysor abszolut és egyenletesen konvergens az A halmazon.




Riemann-gomb; végtelen hatarértékek

A valdés szamegyenessel és a projektiv sikkal ellentétben nem definidlunk a kiilénb6z6 iranyokhoz
kiilonbo6z6 végtelen tavoli pontokat; nem lesz kiilon 400, —oo, 100. Ehelyett egyetlen, kozos végtelen
tavoli ponttal egészitjiik ki a komplex sikot, a pont neve természetesen oo lesz.

A oo-nel kiegészitett komplex sikot azonosithatjuk a gombfeliilettel egy jol ismert térbeli vetités,
a sztereografikus projekcid segitségével. Az aldbbi dbran a foldgdombot az Eszaki-sarkbol vetitjiik a
Déli-sarkon at fektetett érintésikra. Ha a gomb atmérjét egységnyinek valasztjuk, akkor az egyenlito
pontjait éppen az egységnyi abszolit értékii komplex szamoknak feleltetjik meg.

Ugyanezt a megfeleltetést kapjuk, ha a géomb sugara egységnyi, és az egyenlito sikjara vetitiink
(a kétféle vetités kozott egy egyszerii kozéppontos nagyitas a kapcesolat):

= Re
Az Eszaki-sarkot nem feleltettitk meg egyetlen komplex szdmnak sem; az Eszaki-sark felel meg
a végtelennek. Minél nagyobb abszolut értékli komplex szamot vetitiink vissza gémbre, a vetito
egyenes annal kisebb szoget zar be a sikkal;, a hataresetekben, amikor tugy képzeljik el, hogy a
vetitett komplex szam valamilyen iranyban "kimegy a végtelenbe', a vetité egyenes érinti a gdmbot
az Eszaki-sarkban.
Az ilyen modon, a komplex szamokkal és a oo-nel megszamozott gombfeliilet a Riemann-gomb.

A végtelen kornyezetei

Ha az Eszaki-sark egy kornyezetét (gombsiiveget) vetitjiik a sikra, egy kor kiilsejét kapjuk. Ezért a
oo gombi kornyezetei az {z : |z| > r} alakd halmazok.

A oo-nek nincs el8jele vagy irdnya, z — o0 és |z| — 0 ugyanazt jelenti. Ezért semmi akadalya,



hogy az 1/0 alakt hatérértékeket is értelmezziik.

« § = 0. (Valésban két kiilonbozé féloldali hatérérték lenne. )
« lim f(2) = a akkor és csak akkor, ha lir% (1) =a
« lim f(z) = w0 akkor és csak akkor, ha lim ﬁ = 0 stbh.



2. Komplex differencialhatésag

Komplex differencidlhatésag, geometriai jelentés. Differencidlasi szabalyok. Az inverzfiggvény differen-
cidlasi szabalya.
Cauchy—-Riemann-egyenletek.

Holomorf fiiggvény és egészfiiggvény fogalma.

| Defimfci¢ .
Tegytik fel, hogy f(z) komplex fiiggvény, a € int D(f).

Az f(z) figgvény differencidlhaté az a € C pontban, ha lim fz) = fla)

/ ez —q
f'(a).
A szokésos ekvivalens atirdsok, amikor az a pont kozelében az f(z) fiiggvényt egy linedris

fiiggvénnyel kozelitjiik:
—_— —_— / . —_—
1)~ fa) ~ (@) (=~ a)
z—a |z — q

létezik és véges; a jele

=0

f(z) = f(a) + f'(a) - (z—a) +&(2) - (z —a) vagy
f(z) = fla) + f(a) - (z—a) +&(2) - |2 —al,

ahol lim e = 0, illetve (z) folytonos a-ban és e(a) = 0.

zZ—>a

Erdemes elgonodolkodni az 4tfogalmazdsok geometriai jelentésén. Ha az f’ (a) derivalt érték nem
0, akkor az z — f’(a) - z transzformdci6 egy forgatva nytijtas. A z — f(a) + f'(a)(z — a) linedris
fliggvény egy irdnyitastarté hasonlésigi transzformécié. Ez az a pont egy kis kornyezetét az f(a)
pont egy kornyezébe képezi; az a kozépponti koroket f(a) kozepti korokbe, az a-n dtmené gérbéket
f(a)-n &tmené gorbékbe képezi, és megtartja a gorbék szogét is.

fla) (= —a)+e() |z~ al

"

~
forgatva nytjtés hibatag (zaj)

Az f(a)+ f'(a) - (z —a) lineéris fiiggvény persze csak kozeliti az f(z)-t, de mivel £(z) az a pontban
0-hoz tart, a kozelités egyre pontosabb lesz, a hibatag még |z — al|-val osztva is 0-hoz tart. Ezért,
tovabbra is feltéve, hogy f’(a) # 0,

 az a pontban szogtart6 (a szogek irdnyitasat is megtartja);

» az a kozepi kicsi korok képe kozelitéleg ardnyosan kicsi korok. (Arra nincs garancia, hogy
a kor képe folytonos gorbe, csak ha azt is feltételezziik, hogy a fliggvényiink az a pont egy
kornyezetében folytonos.)



Ha f’(a) = 0, akkor a linedris kozelitésiink egy konstans fiiggvény, és egyelére semmit sem tudunk
mondani arrél, hogy mi torténik a szogekkel, vagy milyenek a kicsi korok képei azon kiviil, hogy kicsik.
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Differencialasi szabalyok

Az egyvéltozos valés fiiggvények differencialasi szabalyai és ezek bizonyitdsai valtoztatas nélkiil atir-
hatok komplex fliggvényekre.

Ha f differencialhat6 az a pontban, akkor f folytonos a-ban.

Tétel (differencialasi szabalyok)

e (¢))=0,(2) =1, (") =nz""1.
« Ha f differencialhaté a-ban, akkor ¢ - f is differencidlhaté a-ban, és (¢- f)'(a) = ¢ f'(a).
o Ha f és g differencidlhaté a-ban, akkor f + g is differencialhat6 a-ban, és
(f +9)(a) = f'(a) + 4'(a).
o Ha f és g differencialhaté a-ban, akkor f - g is differencidlhaté a-ban, és

(f-9)'(a) = f(a) - g(a) + f(a) - g'(a).

o Ha f és g differencialhaté a-ban, és g(a) # 0, akkor i is differencialhaté a-ban, és
g

<[>'(a) _ f'(a)-g(a) ~ f(a) - g'(a)

9

o Ha g(z) differencidlhaté a-ban, és f(w) differencidlhaté a g(a) pontban, akkor f o g is
differencialhaté a-ban, és

(f 2 9)'(a) = f'(g(a)) - 4'(a).

A bizonyitas betiirél betiire ugyanaz, mint valésban.

A lokalis inverz figgvény differencialasanal is miikodik a tobbvaltozés analizisbél tanult szabaly
atirésa.
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Tétel (lokalis inverzfiiggvény differenciilasi szabalya)

o Tegyiik fel, hogy az f(2) és g(w) fuggvények egymas lokdlis inverzei az a és b pontok
kortl, vagyis
— fla) =bés g(b) = a

— f(2) értelmes egy A = C halmazon, amelynek a belsé pontja, illetve g(w) értelmes
egy B < C halmazon, amelynek b belsé pontja,

— f(A) =Bésg(B)=A; az fla: A— Bés g|p: B — A fuggvények bijekciok A és
B kozott, amelyek egymas inverzei;

« f(z) differencialhaté a-ban, és f'(a) # 0;

e g(w) folytonos b-ben.

1
Ekkor ¢ differencialhaté b-ben, és ¢'(b) = Fla)
a
Bizonyitas. A differencialhatésag definiciéja szerint

zma z—q

ezért az a egy kis pontozott kornyezetében f(z) # f(a).
Vizsgaljuk meg, mi torténik, ha a w ponttal b-hez tartunk, mikézben z = g(w).
Mivel g folytonos b-ben, z = g(w) — ¢(b) = a.
Mivel f|a és g|p egymaés inverzei, f(z) = f(g(w)) =w — b= f(a).
Végiil,
g(w) —g(b) z—a 1

= —>

w—b f(z)=fla)  f'(a)

L 9@ = g(h) 1
W w=b )

A differencidldsi szabély persze nem mond semmit arrél, hogy milyen f(z) esetén létezik ilyen
lokélis inverz fliggvény. Ha az f(z) differencidlhatésagat csak egyetlen pontban tételezziik fel, akkor
a lokalis inverz nem feltétlentil létezik.

Lehetséges a tobbvaltozds valds analizishol kedves inverzfiiggvénytételt atiltetni komplex valto-
z6s, komplex értéki fliggvényekre; ebben az esetben azt kell kikotniink, hogy az f(z) differencidlhatd
az a pont egy kornyezetében, az f’(z) derivaltfiiggvény folytonos az a pontban, és f'(a) # 0.

Késébb latni fogjuk, hogy a derivaltfiiggvény folytonossagat nem sziikséges kikotni, és a lokalis
inverz létezését is igazolni fogjuk, a tébbvaltozos valosnal sokkal elegansabb eszkozokkel.

tehat
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Cauchy—Riemann egyenletek

Vizsgaljuk meg, mi a komplex differencidlhatésdg definicidja, ha a fiiggvényt kétvaltozés, R%-be
képez6 figgvénynek tekintjiik. Legyen tehat f(z) komplex fiiggvény, ami értelmes a zy = a + bi pont
egy kornyezetében. Az f valds és képzetes részét egy-egy kétvaltozds valds értékl fuggvénynek is
tekinthetjiik; a z valtozét o + yi alapban fogjuk kifejezni a valds és a képzetes résszel:

Re f(z + yi) = u(z,y), Imf(z+yi)=v(z,y).

Ha az 2y ponton at fektetett vizszintes egyenesen tartunk zp-hoz, akkor rogzitjik y = b-t, és az x
koordinataval tartunk a-hoz. Feltéve, hogy u és v is parcialisan differencialhato,

o) =t LE ) = flat b)) () + (@, b)i) — (u(a,b) + v(a, b))
Ve (w4 bi)— (a+bi)  aoa T—a
- lim (u(x, bi : Z(a, b) N v(x,l;) : Z(a,b)i) _ 22(@7 b+ Z;(a,b) S
ou ov

vagyis f’(zo) valds és képzetes része —(a, b), illetve —(a, b).
Ha fiiggdleges iranybol tartunk zg-hoz, akkor x = a-t rogzitjik, és y-nal tartunk b-hez, akkor azt
kapjuk, hogy

F(2) = lim fla+yi) — f(a+ bi) _i (u(a, y) + v(a, y)z) — (u(a, b) + v(a, b)z)
y—=b (a+yi) — (a + bi) y—b (y —b)i
. (ula,y) —u(a,b) 1 v(a,y)—v(a,b) ou . Ov
=1 - =——1(a,b)- —(a, b):
i (M=) 2 ) 2 )i+ o)
" . , . ) ov ) ou
ebbdl meg azt olvashatjuk le, hogy f'(z9) valds és képzetes része a—y(a, b), illetve *a—y(a,b). A

kétféle eredmény Osszehasonlitasabodl kapjuk a komplex differencidlhatosag feltételét. amit pontosabb
szamolassal be is bizonyitunk:

Tétel (Cauchy-Riemann differenciilegyenletek)

Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(z,y)i (Az u, v figgvények valés véltozdsak és valds értékiiek).
Az f akkor és csak akkor differencidlhaté az a + bi pontban, ha u és v valds értelemben
differencialhat6 az (a,b) pontban,

ou ov , ou ov
aj(au b) - @(au b) €8s aiy(ch b) - _8756(&7 b)

avagy, az <u) leképezés Jacobi-méatrixa az (a,b) pontban
v
<c —d) <cos @ —sin gp)
== R . .
d c singp  cosp

Bizonyitas. Elég a = b = O-ra bizonyitani. (r = /22 +y? c¢,deR). Ezek ekvivalensek:

alakt.

e f(0) =c+di= R(cose +isiny)
. f(:v+yi) — f(0) = (¢ + di)(z + yi) + o(r)
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o (u(z,y) +v(z,y)i) — (u(0,0)) + v(0,0)i) = (cx — dy) + (dz + cy)i + o(r)
o u(z,y) —u(0,0) =cx—dy+o(r) é v(x,y)—v(0,0)=dx+cy+o(r)

, . , _ Ju _Ov , _ du B @
o u és v diffhaté (0,0) pontban, ¢ = 6x(0’0) = ay(O,O) és d= 2 (0,0) = 5x(0’0) O

Hol differencidlhaté az f(z) = z fuggvény?

1. megoldas:

f(z) — f(a) . z—a_?

lim = lim =1
e oz —q >a z —q
vagy,
— fla r(cos @ — 1sin
z = a+ r(cosp + isinp)-vel f(2) = /) = (cosp e ?) = cos2¢p + isin 2y
z—a r(cos ¢ + isin @)
a hossza egységnyi, az irdnya 2¢, barmi lehet. Nincs hatarérték; z sehol sem differencialhaté. O

2. megoldas: FEllendrizziik a Cauchy-Riemann egyenleteket. Mivel z + yi = x — yz,

u(z,y) =z & v(zy) = —y.

Azt lathatjuk, hogy

ou ., ov

—=1 & —=-1,

ox oy
ezek sehol sem egyeznek meg. Tehat, az elsé Cauchy-Riemann egyenlet sehol sem teljestil, a Z
fiiggvény sehol sem differencialhato.

Vegyiik észre, hogy Z szog- és kortartd, de nem iranyitastartd, hanem iranyitasvalto.

Megjegyzés

Két titkkrozés egyiitt éppen visszaforditja az irdnyitast:
Ha az f(z) fiiggvény differencidlhaté az a pontban, akkor a

g(w) = f(w)

fuggvény differencialhaté az @ pontban és ¢'(a) = f/(a).

Bizonyitas.
ti A0 _ gy LTy (L) gy FEZTE 7
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Holomorf fiiggvények

A komplex differencialhatésag nem til hasznos egyetlen pont esetén, de teljesen mas lesz a helyzet,
ha a fiiggvényiink egy nyilt halmazon differencialhaté.

Definicié (holomorf tulajdonsag)

f(2) az a pontban holomorf, vagy requldris, ha az a pont egy kornyezetében differenciél-
hato.

o f(2) a D tartomanyon holomorf, vagy reguldris, ha D minden pontjaban differencialhato.
o f(2) egészfiigguény, ha az egész sikon holomorf.

e A holomorf D — C fliggvények rendszerét (vektorterét, gytiriijét) O(D)-vel fogjuk jelolni.

Tegytik fel, hogy f holomorf a D tartomanyon.

(a) f' =0, akkor f konstans.

(b) Ha Re f vagy Im f konstans, akkor f konstans.

.

Bizonyitas. Legyen f(x + yi) = u(z,y) + v(z,y)i, ekkor a Cauchy—Riemann egyenletek szerint

f(@+yi) = uo(z,y) — uy(@,9)i = vy(2,y) + va (@, y)i.

(a) Ha f" =0, akkor u, = u, = v, = v, = 0, ezért u és v minden vizszintes és minden fligg6leges
szakaszon konstans. A D tartomany 6sszzefliggé nyilt hamaz, ezért barmely két pontja 6sszekotheto
olyan torottvonallal, amely csak vizszintes és fliggbleges szakaszokkal; ezért u, v és f is ugyanazt az
értéket veszi fel a torottvonal két végpontjaban.

(b) Ha Re f = u konstans, akkor u, = u, = 0, és a Cauchy-Riemann egyenletek miatt v, = v, =
0; a bizonyitast ugyanugy fejezhetjiik be, mint az (a) részben.

Ugyanez torténik, ha Im f = v konstans. O

Ennek a tételnek specidlis esete, hogy a konstans fiiggvények kivételével nincs olyan holomorf
fliggvény, amely csak valds, vagy csak tisztan képzetes értékeket venne fel.

Legyen u(z,y) = e* cosy. Irjuk fel az 6sszes olyan v(z,y) fiiggvényt, amelyre
x4+ yi— u(z,y) + v(z,y)i

egészfiiggvény.

\

Megoldas: A Cauchy-Riemann egyenletekbdl

Uy = —Uy = e’siny, vy = Uy = €” cosy.

15



Legyen C' = v(0,0).
v(z,y) =v(0,0) + (v(:v,()) — U(0,0)) + (v(w,y) — v(a:,O)) =
=C+ Jwvx(f 0)d¢ + Jyv (x,()d¢ =C + chOd{f + Jye"”cosgdg“ = (C +€"siny.
9 Yy I 0

0 0 0

Még nem vagyunk készen; ellendrizni kell, hogy ezekre a fiiggvényekre tényleg teljestilnek a
Cauchy-Riemann egyenletek:

Uy = Uy = €7 CcosyY, —U, =1, =e"siny. O
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Grafikak komplex fiiggvényekkel

Ezek a miialkotasok a Leideni egyetemen talalhatok.

Van Gogh Mez6 c. képével és a tilorképeivel kicsempézték a sikot, és alkalmaztdk réd a Riemann-zeta
fiiggvényt.

https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/vis/goghriemann

7o

Ugyanaz, mint az eléz6, csak Rembrant éjjeli érjarat c. képével és a j-fiiggvénnyel.

https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/im/nwdb-cropped-j.png

Ahol a fiiggvény derivaltja nem nulla, ott a kis részletek képe nagyjabdl hasonld az eredetihez, a hason-
16sag jol felismerheto.
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https://www.kunst-fuer-alle.de/english/fine-art/artist/image/vincent-van-gogh/26/1/539041/field/index.htm
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/vis/goghriemann
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Night_Watch
https://mathworld.wolfram.com/j-Function.html
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/im/nwdb-cropped-j.png

Holomorf fiiggvények abrazolasa térképekkel

A sikba vetitett foldgdmbot holomorf fiiggvények dbrézolasara is hasznalhatjuk. A szokdsos, Eszaki-
sarkbdl valé vetitésnek hatranya, hogy megforditja az iranyitast, ezért vetitsiink inkabb a Déli-sarkbdl.
Ennek a vetitésnek elénye, hogy nem csak szog- és kortart6, hanem iranyitastarté is.

Im

sztereografikus vetiilet a Déli-sarkbol

Egy f(z) fuggvény "képét" gy készithetjiik el, hogy minden egyes, a képen szerepld z ponthoz leolvassuk
az f(z) pont szinét a sikba vetitett f6ldgdmbon.

Példa (Az 2? fiiggvény)

e lim f(z) = oo (Déli-sark)

zZ—0

« f(0) = 0 (Eszaki-sark)
e f/(0) = 0, ott nem szdgtartd
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Példa (Az 23 fiiggvény)

e lim f(z) = oo (Déli-sark)

z—00
+ f(0) = 0 (Eszaki-sark)
e f/(0) =0, ott nem szdgtartd

S

Példaul a w(z) = %(z + %) figgvény, az ugynevezett Zsukovszkij-fiigguény képe a kovetkezd:

A O-ban a fiiggvény (hatdr)értéke oo, ezért lathatjuk a 0 koriil az Antarktiszt. A +i pontokban a fiiggvény
értéke 0 (Eszaki-sark).

A +1 pontokban w(+1) = +1 és w'(£1) = 0. Ezekben a pontokban a fiiggvény nem is szogtarté: a
sztereografikus vetiileten a +1 pontokban négy derékszogi tartomany talalkozik, a fiiggvény képén pedig
nyolc, 45°-0s.
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3. Hatvanysorok

Hatvanysor konvergencidja. Differencidlhatosag. Cauchy-Hadamard tétel. Taylor-egyiitthaté, egyértel-
miiség. Analitikus fiiggvények.

Eddig nem sok példat lattunk holomorf figvényre. A differencialasi szabdlyokbdl annyit latha-
tunk, hogy a polinomok és racionalis tort fiiggvények holomorfak, de hianyoznak a valds analizisb6l
ismert épitékovek: nem egész kitevos hatvanyozas, exponencialis és logaritmusfiiggvények, trigono-
metrikus fiiggvények és inverzeik. Ezeknek egy részét egy-egy komplex hatvanysor segitségével fogjuk
definialni, de ehhez elobb levezetjiik a komplex hatvanysorok alapveto tulajdonsigait.

Definicié (c koriili hatvanysor)

06}
an(z—c)" =ag+ai(z—c) +az(z—c)’>+... (c,a, €C; 0°=1)
n=0

A kézéppontban sziikségiink van a 0° hatvdnyra; ezt 1-nek definidljuk.

A komplex hatvanysorok esetében mindig a legegyszeriibb, pontonkénti konvergenciat fogjuk
hasznalni, de meg fogjuk kiilonboztetni azokat az eseteket, amikor a sor abszolut konvergens, vagy
valamilyen halmazon egyenletesen is konvergens.

Példak

n

Q0
« > — az egész sfkon konvergens
n=1"7

D18

n"(z — 2)" csak a z = 2 pontban konvergens

3
I
—

D18

2" az egységkor belsejében konvergens, a korvonalon és kiviil divergens

n=0
D (@ L . L o
e > ——— a —1 kozéppontu zart egységkorlemezen konvergens, kiviil divergens
n=1 n
0 zn
. >, o a zart egységkorlemezen konvergens, kivéve a z = 1 pontot
=1

n

Az utolsé példa nem trivialis. A z = 1 esetben a sor a jol ismert harmonikus sor, amelynek 6sszege
0. A z = —1 esetben az 1 — % + % — % + — ... konvergens Leibniz sort kapjuk. Az egységkorvonal
tobbi pontjaban az Abel-dtrendezés nevii technikaval bizonyithatjuk, hogy a sor konvergens.

A fenti példékban a konvergenciahalmaz vagy valamilyen korlemez, vagy egyetlen pont, vagy
a teljes sik. Ezeket is tekinthetjiik elfajulé koérlemeznek, amelynek sugara 0, illetve co. FEzzel a
kiegészitéssel altalaban is igaz, hogy a konvergenciahalmaz egy korlemez.
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0
e A Z a,(z — ¢)" hatvanysor konvergenciahalmaza egy ¢ kézéppontu korlemez, a sugarat

n=0
hivjuk a sor konvergenciasugaranak. A konvergenciasugéar lehet 0 és oo is.

o A korlemez belsejében a sor abszolut konvergens, kiilsejében divergens; a hataron sokféle
eset elofordulhat.

o Barmilyen, kisebb sugartu korlemezen a sor egyenletesen konvergens.

Megjegyzés. Az abszolit konvergens sorokat szeretjiik, mert mindenféle machindciot szabadon el-
kévethetiink, az egyenletes konvergencia pedig jol jon majd, amikor integrdlni akarunk.

Bizonyitas. Legyen

0
K = {ze C: Z an(z —c)" konvergens} és R =sup (|z—c| iz € K}.

n=0

A definicié szerint K < B(c, R), ezért a B(c, R) korén kiviil a hatvanysor divergens.

Vegiink most egy 7 < R szdmot; azt akarjuk igazolni, hogy a B(c, ) kérlemezen a sor egyenletesen
abszolut konvergens; ehhez a Weierstrass-kritétiumot fogjuk hasznalni.

Mivel » < R, van olyan zy € K szam amelyre |z — 29| > r. Ebben a pontban a hatvanysor
konvergens, ezért a tagjai 0-hoz tartanak. Ebbdl csak arra lesz sziikségiink, hogy az a,z; sorozat
koratos; van egy olyan M > 0 szdm, amelyre barmely n esetén |a,z)| < M.

Ezek utan barmely z € B(c,r) szamra és n indexre

T " r "
[an(z = )| < lanlr™ = |an(z0 = )" - (|ZO — C|) <A (|Zo - C|) '

A hatvanysort a B(c,r) halmazon egyenletesen majordlja a >, M - (

| ’) sor. Ez a sor egy
Zop — C
mértani sor, a hanyadosa 1-nél kisebb, tehat konvergens. A Weierstrass-kritérium szerint tehat a
hatvanysor az B(c,r) halmazon egyenletesen konvergens.

Az R-nél kisebb sugaru kérlemezek unidjaként az egész B(c, R) nyilt kérlemez el6all, tehat a kor

belseében a hatvanysor pontonként konvergens.

A konvergenciasuarat kifejezhetjiik az egytutthaték abszolut értékeivel.

Tétel (Cauchy—Hadamard tétel)

Q0
A 2 a,(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara

n=0

R

1
 limsup &/|an|

Ha a lim sup értéke 0, akkor a konvergenciasugar végtelen, tehat a sor az egész sikon konvergens.
Ha a limsup értéke végtelen, akkor a konvergenciasugar 0, tehat a sor csak a kézéppontban
konvergens.

\

Bizonyitas. Elég ¢ = O-ra.
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(a) Ha z az R sugaru korlemez kiilsejében van, vagyis |z| > R, akkor
limsup {/|a,| > ﬁ Emiatt végtelen sok olyan n index van, amelyre {/|a,| >
ﬁ. Az ilyen n-ekre {/|a,| - |z| > 1, tehét |a,z"| > 1. Akkor viszont a sor
tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.

(b) Vélasszunk most egy tetszéleges 0 < r < R sugarat, és vizsgaljuk a sort az r sugart zart
korlemezen. Legyen % <m < %

Mivel limsup {/]a,| = & < m, elég nagy n esetén {/[a,| < m. Akkor
pedig barmely z < r-re |a,2"| < m™r™ = (mr)", a hatvanysor egyenletesen
majoralhaté a > (mr)" konvergens mértani sorral. Tehat, a Weierstrass-
kritérium szerint az r sugaru zart korlemezen a sor egyenletesen abszolut
konvergens.

Ez barmely r < R esetén elmondhatdé, tehat a sor a R sugard kor belsejében abs
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Tagonkénti differencialas

Lemma

o0
Tegyiik fel, hogy az f(z) = >, a,(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara R.
n=0

0
(a) A tagonkénti derivaltakbol 4116 > na,(z — ¢)"~! konvergenciasugara is R.
n=1

(b) A konvergenciakor belsejében f differencidlhaté.

18

(c) A konvergenciakor belsejében f/(2) = ) na,(z—c)"~!, vagyis szabad tagonként derivalni.

n=1

(Z_: an(z — c)") = Z_: nan(z — )" L.

.

0
na,(z — ¢)"! konvergenciasugara ugyanaz, mint ». na,(z — ¢)"” konvergencia-
1 n=1

Bizonyitas. (a):

D8

sugara, ami

R.

1 1 1
lim sup W lim sup ( Un {/m ) lim sup W
——
—1

(b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszéleges pont a koron belil, és |z| <r < R.
Tudjuk, hogy az > nla,|r" ! sor konvergens.
Csak olyan w szdmokat fogunk haszndlni, amelyekre |w| < r.

0
= Z an (W W TP+ 2T, (%)

fw) = 1G) _ §, v

w—z
Az n-edik tag az a, -nz""! szdmhoz tart. J6 lenne a szummat és a tagonkénti hatarértéket felcserélni.

o0
€
Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan N, hogy Z nla,|r" ! < 7 Ezekhez van olyan
n=N+1

0<d<r—|z], hogy we B(z,0) és 1 <n < N esetén |a, (w" '+ ...+ 2"1) —nanz"’l‘ < 5, igy

0] o0
—f(w) f(z) — Z na,z" "t = Z an, (w”_l .+t - nz"_l) <
w—=z n=1 n=1
N o - -
< R R ”*1‘+ 2" < N —— 42— =g,
7;1 an(w z ) na,z n;ﬂ la,| - 2nr 5N 1 €

Alternativ befejezés: (Ez véltozat mértékelméleti eszkozoket is hasznal.) A (x) sort domindlja az

Y. nla,|r"~! konvergens sor, mert |a, (w™ ™t + ... + z”fl)‘ < lay| - nrnL.
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A domindlt konvergencia tétel miatt az dsszeg és a w — z hatdrérték felcserélhetd:

lim w = li i an (Wt w4 2T =

n=1
o0 0
_ . n—1 n—2 n—1 _ n—1
_Ztlu@Z(a"(w +w" %z + +z ))—Zan nz
n=1 n=1

Legyen

» f(2) a konvergenciakor belsejében holomorf.

e f(2) a konvergenciakor belsejében akarhdanyszor differencialhato.

f*(e)
B

] ak:

18

A hatvanysor egyértelmti: Ha >} a,(z —c¢)" = > b,(z —¢)" a ¢ pont egy kornyezetében,

3
Lbas

n=0

akkor a,, = b, minden n-re.

Példa. Az eqységkor belsejében

fR)=1+2+22+2+... =

Négyzetre emelve:

o (£ (£) -5 5 - S

n=0 m=0

Négyzetre emelés helyett tagonként derivdlva:

f@:u—z (2 ) 2, (") = ) !
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4. Elemi fiiggvények

Exponencidlis, logaritmus és trigonometrikus fiiggvények. A logaritmus és a hatvanyfiiggvény értelme-
zésének problémai, tobbértéki fiiggvény holomorf aga.

Elemi fiiggvények definiciéi
A val6sbol ismert hatvanysorokat kiterjesztjiikk komplexre:

Definicid

g izn 1+ +Z2+23+Z4+z5+26+
e’ =expz = = 2=+ —=+—=+—=+—=
PET L 20 73T 4 T BTGl
© 2k 2 4 6 8
NV LR
CoS z = kzzg)( 1) o 1 T + T + i +...
© 2k+1 3 5 7 9
VA z z VA z
= e S
— ];( ) 2k + 1)! 315 7ol

Bizonyitas. (a,b) trivi a hatvanysorbdl.
(c): Rogzitjik a s = z + w szdmot. Legyen f(z) = e* - e* %
f/<z> — (6Z . eS—Z)/ — (ez)/ . eS—Z + ez . (68_2)/ — 62 . 68_2 + ez . (_eS_Z) — 0'
f konstans, f(z) = f(0) = e”.

Tehdt e* - eV = e* - 5% = e° = *TV,

25



e €% =cosz+isinz, e % =cosz—isinz
o "MV = ¢". (cosy + isiny); e* # 0; le| = eRe?,  arge® =Imz (mod 27)
o ¢* periodikus 277 szerint

e ¢7 sehol sem 0.

e + et e¥ +eY e Y —e¥
e COSZ=——; cos(x 4+ yi) = ———cosx +i————sinx
% 2 )
e —e 2 e¥+e Y e¥ — eV
s sinz=——0r— sm(x+yz)=Tsmx+zTcosx
i

e COS z és sin 2z periodikus 27 szerint
e (cosz) = —sinz, (sinz) =cosz

o A valds tengelyen kiviil cos z és sin z sehol sem 0. A cos z és sin z gyokei a valosbél ismert
(k + 3)m, iletve km pontok.

A cos z és sin z fliggvények nem korlatosak.

A megszokott trigonometrikus azonossdgok érvényesek

Bizonyitas.
b ) (1) ()t (2 (i2)5 | (i2)T | (i2)®  (iz)°
6_1+ZZ+2!+3!+4!+5!+6!+7!+8!+9!
(1 22 2t 20 . 23 5 T B o
= —E-Fﬂ—a——i—... +1 Z_§+§_ﬂ_+"‘ = cosz +tsin z.
Példaul

COSZz-cosw —sin z -sinw =

ezi 4 e—zi ewi 4 e—wi ezi _ e—zi ewi _ e—wi

2 2 2% 2
B (ezi 4 e—zi)(ewi 4 e—wi) 4 (ezi _ e—zi)(ewi _ e—wi) B
4
e(z-‘rw)i + e—(z-i—w)i
= 5 = cos(z + w).

A t6bbi azonossagot ugyanigy lehetne ellenérizni.
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Kovetkezmény

A komplex exponencialis fiiggvényt alkalmazva,
« minden viszszintes egyenes képe 0-bol kiindulé félegyenes;
« minden fiiggdleges egyenes képe 0 kézéppontu kor,

 vizszintes egyenesekkel hatarolt sav képe 0 csicst szogtartomany.

T

exp z

Kovetkezmény (elemi fiiggvények hatarértékei, ha Im 2z — +o0)

fuggvény y— +0 |y > —©
eizz e—y-‘r:m' 0 0
. ) 1
e ¥=eV" " = — 0 0
e’LZ
eiz 4 e—iz
cosz= — 0 0
2
eZZ e—ZZ
sin z= - o0 0
21
2iz 1 1— e—2zz
tg 2= — = —1 1 —1
ez 4+ 1 1+ e2i2
" @ b | DI )
ctg 2= i—— 1 21 % —1 7
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Komplex logaritmus

Rézsaszinli alom: Van-e komplex logaritmus?

Olyan log 2 fiiggvényt szeretnénk, amelyre z # 0 esetén

o= elogz}

vagyis

log 2z ‘ _ 6Re log 2z log 2z

|z| = |e és argz =arge®” =Imlogz,

vagyis
Re(logz) = log |z] és Im(logz) = argz
——

valés log

. 06 ... és még differencidlhaté is legyen (de legalabb folytonos).

Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egész C\{0} sikon, ezért nincs az egész
sikon értelmes logaritmusfiggvény.

o Proébalkozhatunk tobbértéki fiiggvénnyel, minden nemnulla szamnak végtelen sok logaritmusa
lesz

« Vagy minden szamhoz csak egyetlen értéket valasztunk, de akkor cserébe nem minden szamnak
lesz logaritmusa.

Milyen D tartomanyokon létezik logaritmusfiiggvény?

o Szemléletesen, ha a tartoméany (vagy a tartomdnyban egy zart gorbe) "megkertli" a 0-t, mint
a balolali abran, akkor nem létezik arg z-nek és log z-nek folytonos aga D-n.

o Ha a tartomany "nem kertili meg" a 0-t, mint péladul a jobboldali abran, akkor létezik D-n
folytonos argumentum- és logaritmusfiiggvény.

&
N

Hamarosan megvizsgéaljuk precizebben.

D arg = 31 D

Y
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Definici6

A logaritmus "f6értéke": Nem értelmezziik a nempozitiv valés helyeken.
logz= log |z]+i-argz, —T<argz<m
—
valés log
z
arg z
; >

1
Ha a D tartoményon létezik a log z-nek folytonos dga, akkor ez holomorf is, és (log z)" = —.
z

Bizonyitas. Legyen b € D tetszéleges és a = logh. Az inverz fuggvény differencidlasi szabdlya
mikodik: e* = b, logb = a, e* diffhato és a derivaltja nem 0, tovabba log 2z folytonos b-ben. Tehat,

1
1 ! —_— —.
( og Z) b (ew),’w_a e b

A logaritmus azonossagai

A valés szamkorben érvényes log(ab) = loga + logb azonossidg nem marad érvényes, hiszen magat
a logaritmust is csak modulo 27 értelemben ismerjiik, tehat komplexben legfeljebb csak annyit
mondhatunk, hogy

log(ab) = loga + logb (mod 2mi).

Amikor a logaritmus egy holomorf agat vessziik egy specialis halmazon, akkor a végtelen sok lehet-
séges érték kozil ragadunk ki egyet. Barmilyen logaritmus agat (vagy dgakat) valasztunk is, lesznek
olyan esetek, amikor log a, log b és log(ab) koziil valamelyik nem értelmezett, de még ha értelmesek is,
akkor is lehetnek olyan a, b parok, amikor log(ab) és log a + log b nem ugyanaz, hanem a kiilonbségiik
2mi-nek valamilyen tobbszorose.
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o Ha a logaritmus foértékét vessziik, akkor

— a nempozitiv helyeken nincs értelme a logaritmusnak, igy példaul
? 2 .
log(—1) = logi” = 2logi

baloldala nem is értelmes;

2mi/3

— példaul az a = b =¢ esetben az argumentum "ttlcsordul":

471 271
loga + logb = %Z mig log(ab) = —%Z.

o Ha a logaritmus foértékéhez 1007i-t hozzaadunk, az is egy logaritmus ag, és példaul

log1? = log 1 4 log 1 — 100i.

Hatvanyozas

Megprébalkozhatunk az
a’ =exp (b- (loga + k - 2i))

képlettel. Ez az olyan tartoményokon értelmes, ahol van logaritmus.

o Az egész kitevis hatvanyokkal nincs gond; ha b € Z, akkor loga minden értéke ugyanazt a
hatvany értéket adja.

» Racionalis, de nem egész kitevo esetén véges sok lehetséges érték lehet, példdul minden komplex
szamnak két négyzetgyoke van; irracionalis kitevo esetén végtelen sok érték létezik.

o Fix alap esetén loga kiillonb6z6 értékei kiillonb6z6 a® = exp (z -log a) fiiggvényeket adnak. Sot,
mar az 17 alaku fiiggvényekbol is végtelen sok van...

o Megallapodés: ha a fix pozitiv valds, akkor a valds értékii logaritmust vessziik, ezzel a valos
exponencialis fliggvényeket terjesztjik ki.

« Ha egy tartoményon létezik log f(z)-nek holomorf aga, akkor a logaritmus mindegyik dgabodl
kapunk egy-egy lehetséges f(2)9*) = exp (g(z) log f (z)) fiiggvényt, ezek koziil vilaszthatunk.

A hatvanyozas azonossagai

Rogzitett alap esetén érvényben maradnak az a*™ = a® - a¥ és a* " = a*/a" azonossagok, és ezek
kovetkezményeként egész n szamok esetén az (a®)" = a"* is, mert mindig ugyanannak az alapnak
ugyanazt a logaritmusat vessziik:

z4w (z4+w)-loga

a =e z-loga+w)-loga

—e _ ez-loga . ew-loga _ 2 W

és |

z-loga

_ 6z~10g a—w)-loga _ € _
ewloga v’

>V = e(z—w)~loga
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Pozitiv valés alapok esetén az (ab)® = a*-b* azonossag is érvényes marad, mert a megallapodasunk
szerint mindharom alapnak a valds logaritmusat hasznaljuk, és ott érvényes a log(ab) = loga + log b
azZoNosSag:

ez-loga . ez-logb) = a® - b

(ab)z _ ez-log(ab) _ ez-(logaJrlogb) _ ez-logaJrz-logb)

Vegyes komplex alapok esetén ovatosan kell eljarnunk, a valosbdl ismert képletek csak akkor
maradnak érvényesek, ha mindenhol a megfelel$ logaritmusokat valasztjuk.

31



Elemi fiiggvények képei

Exponencialis fiiggvény és Mercator-térkép

exp z

Az exponencidlis fliggvény 27i szerint periodikus. Ha Rez — 40, akkor e* — o0, Rez — —0 esetén
pedig e* — 0, ezért latjuk a jobboldalon a Déli-; a baloldalon pedig az Eszaki-sarkot.
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Az exponencialis fiiggvény képébdl —90°-o0s elforgatissal elforgatva kapjuk az e~ fiiggvény képét, ami
egy fiiggbleges iranyban végtelen, 2m széles sdvokbdl allo, periodikus térkép, az tgynevezett Mercator-
térkép. A térképet végtelen hengerre csavarhatjuk; a henger felsé ideélis pontja felel meg az Eszaki-, az
alsé idedlis pont a Déli-sarknak.

Mercator-térkép végtelen
hengerre csavarva

e~ % Mercator-térkép

Az e7 % fiiggvény derivaltja, —ie~%* sehol sem 0, ezért a Mercator-térkép mindenhol szégtarté.
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Szinusz és koszinusz

COS 2z

sin z

A cos z = sin(z + 7 ) azonossdg miatt a cos z és sin z képe egymas eltoltja. |Im z| — o0 esetén cosz — o0
és sin z — o0, ezért latjuk a kép alsd és felsé részén a Déli-sarkot.

Erdemes megkeresni a derivaltak nullhelyeit, ahol a fiiggvények nem szdgtartok.

34



Tangens és kotangens

tg 2

ctg z

A ctgz = tg(§ — z) azonossdg miatt a ctgz és tgz képe egymas kozéppontos tiikorképe. Ha Im z — oo
esetekben a fiiggvények hatarértéke +i, az ¢ az Indiai-, a —i a Csendes-6cednban van.

A tangens- és a kotangensfiiggvény derivaltja sehol sem 0, cserébe vannak olyan pontok, ahol a fiiggvények
(hatér)értéke oo.
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5. Komplex vonalintegralok

Szakaszonként C' gérbék. Folytonos fiiggvény vonalintegralja szakaszonként C! gorbén létezik. Atirds
komplex értékli Riemann-integrallal. Atparaméterezés, megforditas, additivitas, linearitas. Trividlis felsé
becslés. Helyettesitéses integralds. Newton-Leibniz formula. Ivhossz szerinti integral az egységkorvona-
lon.

Paraméteres gorbék

Lényegében ugyanigy, mint R2-ben

Definici6

.

Gorbe: v : [a,b] — C, t— z(t) + y(t)i, Y=z +yi

Folytonos, diffthaté, folytonosan diffthat6 stb., ha ~(t), illetve x(t) és y(t) folytonos, diff-
hato, folytonosan diffthaté stb.

A gorbe C1, ha (a,b)-ben folytonosan differencidlhat6, a-ban jobbrol, b-ben balrdl diffe-
rencialhato, és ezek a féloldali derivalt értékek a derivalt hatarértékei.

A gorbe szakaszonként C', ha véges sok C' gorbe egymds utan flizése. (Pl. tordttvona-

lak.)

A gorbe hossza a beirt torottvonalak hosszanak szuprémuma: ¢(v) = sup { D1 Iy(t;) —
V()| ra=to<ti<... <tn=b}.

Atparaméterezés: h : [c,d] — [a,b] szig. mon. novd bijekcié; az Gj gorbe v o h

A gorbe megforditasa: h : [¢,d] — [a, b] szig. mon. csokkend bijekei6; az 1j gorbe v o h
Zart gorbe: y(a) = y(b)

Egyszerti gorbe: ~ injektiv.

Jordan gorbe: Olyan zart gorbe, melyre 7 [a, b)-re megszoritva injektiv.

Folytonos gorbe atparaméterezései is folytonosak.

A gorbe hossza nem fiigg a paraméterezéstol.
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Komplex vonalintegral

Definicié (komplex vonalintegral)

Legyen v : [a,b] — C folytonos gorbe,és f(z) olyan komplex fiiggvény, amely értelmes ~
pontjain.

Az f(z) fiiggvény komplex vonalintegralja a v gorbén az I € C szdm, ha minden € > 0-hoz van
olyan § > 0, hogy az [a, b] paraméterintervallum barmely, §-nédl finomabb a =, < t; < ... <
t, = b felosztésara és 7; € [t;_1,t;] (j = 1,2,...,n) paraméterértékekre

<E.

ST - (1(6) ~ 2(tr-) — 1

Jele: Sv f(2)dz, S,yf

e v:[a,b] - C, v(t) = z(t) + y(t) - i szakaszonként folytonosan differencidlhat6 (szaka-
szonként C') gorbe,

o ésay képén f(z) = u(z) + v(z)i folytonos,
akkor a Sv f(2) dz komplex vonalintegral létezik, és
b

[ eras - [ 160 -swat = [ (on 4

a

Ez itt egy komplex értékii Riemann-integral; kiilon-kiilon integraljuk a valés és a képzetes részt:

b b
[ o= [ (o) + womi) - i+ i)

a a

b

) Jb e (((uO’Y) N (vo’y)i) ) (x + y@)> +z'f Im (((UO")/> + (vory)i) . (:c + yz)>

a
b

B fb <(u07)55 _ (on)y) + @J ((UOV)Q + (vfﬂ)ﬁc)

a a

-| (o) - fwov)y i (o) + i | (o)

a a a a

Integraljuk a z — z fiiggvényt az y = 22 parabola 0 és 1 + i kozotti ivén.

1. megoldas: Legyen v(t) =t +it* (0 <t < 1).
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(t) = 1 + 2it.
1

1 1 1 1
fzdz=f (t+it2)(1+2it)dt=f (t + 3it* — 2t%) dt = [2t+z‘t3—2t4] = .
Y

0 0 0

A tétel bizonyitasa. Legyena =ty <7 <t <1 <ty <...<t, 1 <7, <t, =0begy tetszbleges
felosztéas.

A feloasztashoz tartozé integralkozelito osszeg:

S 130 (1) =2 t) = 3 ((3(m0) +0(30) - (b (i) + (ult) ~y(ti-0))7) =

40 Y 0(3(m) - (a(t) — alte) +§ Y u(y(m) - (ylts) — (k).

Az az allitas, hogy ha a felosztast finomitjuk, akkor ez a négy 6sszeg az SZ(uoy)i, SZ(uoy)g),
SZ(on)j:, illetve SZ(voy)y' integralokhoz tart.

o Legyen M = SZ |:v(t)| dt, ami véges.

e (uo7) az [a, b] intervallumon folytonos, tehat egyenletesen is folytonos:

Ve>0 36>0 Vt,t'efa,b] [t—t|<d = |u(y(t) —u(r(t))] <
« Ha a felosztasunk ¢-nél finomabb (minden k-ra ¢, — t,_1 < ), akkor

w(ty) — x(tp1)) — J

a

b

||M:

u((1))i (1) dt]

e Tehat: minden ¢ > 0-hoz van olyan 0 > 0, hogy barmely, d-nal finomabb felosztas esetén,
Sroiu(v(m) - (z(tr) — 2(ty—1)) és S uov)x tavolsdga kisebb, mint e.

A t6bbi harom ugyantugy megy.
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o Ha 7, a v egy atparaméterezése, akkor f f= f f. (Ha az egyik létezik, akkor a mésik
g m

is.)
o Ha v a v és v, egymas utan flizése, akkor f = f f —i—f f. (Ha az egyik oldal 1étezik,
8! m m
akkor a masik is.)
e Ha v, a y-nak megforditdsa, akkor Sﬁ f=- Sw f.
o §,1dz=7(b) —(a)

« Ha§ f(2)dzés | g(z)dz létezik és c, d konstansok, akkor

L(c-f(z) +d-g(z))dz =c- Lf(z)dz-l—d-Lg(z)dz.

Bizonyitas. Ugyanaz, mint valés vonalintegraloknal.

A vonalintegral egy alternativ definicigja

Legyen v : [a,b] — C szakaszonként C!

.....

e A vonalintegral a f o~y fliggvény Lebesgue—Stieltjes integralja a dy mérték szerint.
e Minden Borel-mérheté fiiggvénynek értelmes a vonalintegralja
e A vonalintegrél linearis

e A vonalintegral additiv

Lemma (trivialis becslés)

if(V(Tj)) - (y(ty) = (1))

< iM' () = (1) = M - Y |y(ty) = (1)) < M - €():

J

Legyen v szakaszonként C! gorbe; fi, fa,. .., a 7 pontjaiban folytonos fiiggvények.

e Ha f, — g egyenletesen, akkor Sv fn— Sv q.

o Ha ). f, = g egyenletesen, akkor )| Sw fn = Sw qg.
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Bizonyitas. Az egyenletes konvergencia miatt g is folytonos.

< ((max|fu — gl) - £(3) = 0.

Lh—ﬁg

L(fn —9)

Miért szabad vonalintegralokat felcserélni?

Eléfordul, hogy valamilyen kétvaltozds f(z,w) fiiggvényt mindkét véltozdja a szerint vonalintegralunk
egy-egy gorbén, és sziikségiink van a két integrél felcserélésére:

f (f f(z7w)du/) dz < f < f(z,w)dz) dw
zem \ Juweys weys \ Jzem

Ha mindkét gorbe folytonosan differencidlhatd, (specidlisan ha mindkettd egyenes szakasz), 1 : [a,b] — C
és v2 : [¢,d] — C, akkor az Analizis3-bdl tanultak mitkodnek: a lebontési tétel miatt

J.o (J semanes- | (

d
| f(%(t%’Vz(u))%(lt)dlt)’h(t)dt

u=c

J S (@), v2 () A1 ()2 (u)dtdu.
(t,u)€la,b] x[c,d]

A lebontési tétel (a tobbvaltozos Riemann-integralok tobbszoros integralld alakitdsa) bizonyitdsét is meg
lehetne ismételni Riemann- helyett vonalintegralokkal.

A Fubini-tétellel, mint atomtolteti agyival is le lehet 16ni a kérdést. A rektifikdlhaté gorbe egyben
(véges) komplex mértéktér is, a totdlis varidcidé az ivhossz, a vonalintegral a komplex mérték szerinti
integral.

A Fubini-tételhez két dolgot kell ellenérizniink: az integrandus, a f(z,w) fiiggvény mérhetd és korlatos
(mert folytonos), tovabb4 |f|-nek a totélis varidcidk szerinti integréalja véges:

LE% (LEw |f(z,w)||dw|> |dz| < £(m1) - £(y2) - max | f(z,w)| < .

Newton—Leibniz formula

Tétel (helyettesitéses integralas)

\

D F(D) )
1> —>
t T N\
a b ¥ Fox

Legyen D — C tartomény, v : [a,b] — D szakasonként folytonosan differencidlhaté gorbe,
F : D — C folytonosan differencidlhato, tovabba h az F' oy pontjain folytonos fiiggvény. Ekkor

JFO h(w) dw = J h(F(z)) - F'(2)dz (Széval, ha w = F(z), akkor dw = F'(2)dz.)

o

Bizonyitas. F o : [a,b] — C is szakaszonként C.

b

Lmh(w) dw = th(F(fy(t))> . (F(y(t)))ldt - J h(F(»y(t))) . (F’(fy(t)) .w)) dt

a a
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a két integral ugyanaz.

Tétel (Newton—Leibniz formula komplex vonalintegralokra [Isaac Newton, angol,

1642-1727; Gottfried Wilhelm Leibniz, német, 1646-1716])

Legyen D < C tartomany,
v : [a,b] — D szakaszonként C' gorbe,
F: D — C folytonosan differencidlhat6. Ekkor

\fF@ﬁb=FW®»—me»

Bizonyitas. Helyettesitéses integralas a konstans h = 1 fuggvénnyel:

LF’(Z) dZZLh(F(z)).F/(Z) dZ:J

Foy

h@ﬂw=j Ldw = F(2(b)) — F((a).

Fory

Példa (tjra)

Integraljuk a z — z fiiggvényt az y = 22 parabola 0 és 1 + i kozotti ivén.

2. megoldas: Mivel z = (32?)', a Newton-Leibniz formula szerint

1 1 1 1

Ivhossz szerinti integral

Az ivhossz szerinti integral ugyanaz, mint kétvaltozos valésban, ezért nem definialtuk kiilon.
Ha 7 : [a,b] — C elég sima gorbe, akkor a szokdsos 4tirds Riemann-integrallé

| sl = [ = o) -

Ivhossz szerinti integral az egységkorvonalon

Az egységkorvonal szokdsos paraméterezése z = ~(t) = e'; amikor a vonalintegralt és az {vhossz
szerinti integralt atirjuk Riemann-integralla,

27
f f(z)dz = f f(z)dz = f(e") -ietdt,
|z|=1 5 t=0

illetve
2

| sl = [ s = [ reta
|z|=1 5 t=0
ebbdl is leolvashatjuk a jeléléseket, hogy dt = |dz| és dz = ie'dt = iz|dz].
Geometriailag, amikor a korvonalon a z pontbdl a z + dz pontba lépiink, a dz irdnya iz, a hossza

|dz|, vagyis
dz = iz|dz|, |dz| = —.
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Ezeket a képleteket akkor hasznalhatjuk, amikor vonalintegralt akarunk ivhossz szerinti integralla
atirni vagy forditva.
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6. Cauchy-alaptétel

A primitiv fliggvény létezésének kapcsolata a vonalintegral eltiinésével. Goursat-lemma és altaldnositéasa.
Cauchy-alaptétel konvex, és csillagszeri tartomanyra. Holomorf fiiggvénynek minden konvex/csillagszerii
tartomanyon van primitiv fliggvénye. Homotop gorbéken a vonalintegral megegyezik. Példa arra, hogy
nem egyszeri tartomanyon a Cauchy-alaptétel nem igaz. Gorbe pontra vonatkozé indexe. Az index
tulajdonsdgai. Az altaldnos Cauchy-formula gorbeindexszel (csak kimondani). A logaritmus létezése
egyszeresen Osszefliggd tartomanyon.

Folytonos fiiggvény primitiv fiiggvénye

6.1. Tétel (A primitiv fiiggvény létezése)

Legyen D < C tartomany, f : D — C folytonos. Ezek ekvivalensek:
(a) f-nek létezik primitiv fiiggvénye: valamilyen F' € O(D) fiiggvénnyel f = F'.

(bl) Kozos végponti, D-ben fekvé szakaszonként C1 folytonos gorbéken f vonalintegralja
egyenlo.

(b2) f komplex vonalintegralja 0 minden D-beli zart, szakaszonként C1 folytonos gérbén.

(c1) Koézos végponti, D-ben fekvé torottvonalakon f vonalintegrélja egyenld.

(c2) f vonalintegralja 0 minden D-beli zart téréttvonalon.

Bizonyitas. (a)==(b): kovetkezik a Newton—Leibniz
formulabol.

(b)=(c): trivi (minden TV egyben szakaszonként C1
folytonos gorbe is).

(c)==(a): megismételjiik a valdés fiiggvényeknél latott
bizonyitast. Kijeloliink egy zo € D kezdopontot, és F-et

igy defindljuk: F(z) = 57 f(w)dw, barmelyik zg-t z-vel Z0
Osszekot6 vy torottvonalon. A (c) tulajdonsdg miatt a
vonalintegral értéke fiiggetlen a térottvonaltol.

Azt kell még ellendrizni, hogy tényleg F'(z) = f(2).
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Vegyiink egy tetszoleges z € D pontot. Azt fogjuk iga-
zolni, hogy F'(z) = f(2).

Legyen ¢ > 0 szintén tetszoleges.

Az f folytonos z-ben, tehat van olyan 0§ > 0,
hogy B(z,d) € D, tovdbba minden (€ B(z,0)-ra
1f(Q) = f(z) <e.

0 < |w—z| < esetén

(elzuw]
F - F
LEELCIPR S
w—z
F - F
Tehét lim Flw) = F(z) = f(2); az F fuggvény differencidlhat6 a z pontban, és F'(z) = f(z).
wozo W — 2

Ez minden z € D pontban igaz, tehat I’ primitiv fiiggvénye f-nek.

Holomorf fiiggvény primitiv fiiggvénye

Lemma (Goursat-lemma)

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
Ha A irdnyitott hdromszogvonal, a belsejével egytitt D-be esik, akkor §, f(z)dz = 0.

Bizonyitas. Definialunk egy Ay, Ay, ... haromszogsorozatot. A A, mentén a vonalintegral I, =
§ A, f(2)dz.

Az els6 haromszog maga a A: elem Ay = A, és azt akarjuk igazolni, hogy I, = 0.

Ha A, mar megvan, akkor a kozépvonalakkal négyfelé osztjuk, és A, .1 az a negyed haromszog
lesz, amelyen a vonalintegral abszolut értéke a legnagyobb.

I,
A négy integral Osszege I, tehat |I,1] = |4’;
1 /(A
Indukciéval |I,,| = —' 42|, a A, keriilete (A,,) = (2n>

Legyen ¢ az a pont, amelyre a harmszogsorozat 0sszehiizodik.
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AVAN

A f differencidlhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f'(¢) = b szamokkal a ¢ kozelében f(z)
a+b(z—c).

Rogzitsiink egy tetszoleges € > 0-t.
Mivel f differencidlhat6 c-ben, van olyan § > 0, hogy a B(c, d) kérben

[f(2) = (o) = fl(e)(z = o) = [f(z) —a—blz—c)| < e[z = .

Vegytink egy olyan nagy n-et, amelyre mar A,, < B(c, ).

A,

T Sl =] f(z)dz

<
<
A JANSS

N

<

J (a+bz—c)) dz —I—J (f(2) —a—b(z—c))dz
Ay SN——

n

van primitiv fliggvénye

< 0+ max

2€EAL

f(2) —alz =) + b‘ A < (2 0(A) - £(A,) = & (6(2%))

Io| < - L(A).

Ez minden e-ra igaz, tehat I, = 0.

45



Ko6vetkezmény (a primitiv fliggvény létezése konvex és csillagszerii tartomanyokon)
Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
o Ha D konvex, akkor barmilyen D-beli zart torottvonalon f vonalintegralja 0.

o Ha D konvex, akkor f-nek van primitiv fiiggvénye.

Ha D csillagszeri, akkor is barmilyen D-beli zart toréttvonalon f vonalintegralja 0.

Ha D csillagszerti, akkor f-nek van primitiv fiiggvénye.

f-nek minden pont koriil 1étezik lokalis primitiv fliggvénye.

Bizonyitas. Legyen c a csillag kozéppontja és [ajas . . . a,aq] zart torottvonal D-ban.

J F=>] f f=0.
[a1a2...ana1] k=1 Y[carag4ic]

A csillagszeru tulajdonsagot egy altalanosabb topolégiai tulajdonsagra fogjuk cserélni. Ehhez
szitkség lesz a homotdpia fogalmara.

Definicié (k6zos kezd6-és végpontiit homotép gorbék)

Legyen D < C tartomény, v, 71 : [0, 1] — D kozos kezdé- és végponti, folytonos gorbék, tehat

Y(0) = 71(0) és yo(1) = 1 (1).

AU
1
0] D

0 >l
0 1

A 7p és a vy, gorbe D-ben homotop egymassal, ha folytonosan atdeformalhatok egymasba, vagyis
létezik olyan H : [0,1] x [0,1] — D folytonos fliiggvény, amelyre

(a) barmely t € [0, 1]-re H(t,0) = vo(t) és H(t,1) = 1 (t);
(b) barmely u € [0, 1]-re H(0,u) = v(0) = 11(0) és H(1,u) = v(1) = n(1).

Személetesen, rogzitett u esetén t — H(t,u) az u-adik gorbe; az (a) tulajdonsag szerint a 0-adik
gorbe a g, az 1-edik gorbe a ;. A (b) tulajdonsig azt koveteli meg, hogy a kozbiilsé gorbék
kezd6- és végpontja is ugyanaz legyen.
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Definicié (homotép zart gorbék)

Legyen D < C tartomany, 7o, 7 : [0,1] — D folytonos zart gorbék: 740(0) = 0(1) és 71(0) =

7(1).
Al

1

Yo D

0 >l
0 1

A 7 és a y; gorbe D-ben homotdp, ha folytonosan atdeforméalhatok egymésba, vagyis létezik
olyan H : [0,1] x [0,1] — D folytonos fiiggvény, amelyre

(a) barmely t € [0, 1]-re H(t,0) = vo(t) és H(t,1) = 7 (t);
(b) barmely u € [0,1]-re H(0,u) = H(1,u).

A (b) tulajdonsag azt koveteli meg, hogy a kézbiils6 gorbék is zart gorbék.

Definicié (nullhomotép gorbe)

Legyen D < C tartomény, v — D folytonos zart gérbe. A ~ gérbe D-ben nullhomotop vagy
(eqy) pontra (Ossze)hiizhato, ha homotdp egy egyponti (konstans) gorbével.
AU
1
H
~—
D
0 >t !
0 1

Tétel (vonalintegral homotép gorbéken)

Legyen D < C tartomany és f : D — C holomorf. Ekkor

(a) Ha ~yg és v, kozos kezdépontii, D-ben homotodp, szakaszonként C gorbék, akkor SWO =
S'Yl f
(b) Ha v és v, zdrt, D-ben homotép, szakaszonként C* gorbék, akkor Sﬁm f= Sm f.

(c) Ha v zart, D-ben nullhomotép, szakaszonként C! gorbe, akkor Sw f=0.

T

G

o 0 B0 D ol L
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« /ey

u

1

An.n

H

7 A J1

apn

D

0 t ap,o 0

0 1 an,O

A H képe K, kompakt; van olyan r > 0 hogy K barmely pontjanak r sugart kornyezete D-ben
van.

A H egyenletesen folytonos; van olyan n pozitiv egész, hogy barmely ¢, ', u, v’ € [0, 1], [t —1'| < %,
lu— /| < L esetén |H(t,u) — h(t',u)| <.

A [0,1] x [0,1] négyzetet n x n részre osztjuk; legyen 0 < k, ¢ < n esetén ay, = H(E, £).

Az [ag pQp11,00541,01Q% 0410k,¢] tOrOttvonal a B(ay,, ) gdmbben fekszik, ott van f-nek lokalis pri-
mitiv fliggvénye, a tordttvonalon az f vonalintegrélja 0.

f

k=0 ¢=0 L[k,eak+1,zak+1,£1 ak,l+1ak7£]

n—1 n—1
5N I S I
k=0 ] 2=0 Y[ao,41a0,¢] 2=0 Ylan,can.en]

A A A OB R

Ko6z6s végpontu gorbék esetén az utolso zardjelben mindkét szakasz egy-egy pont; zart gorbék esetén
a két szakasz ugyanaz.

lak,0ak1,0] k=0 ¥ [akt1,0ak,0

A (b) éllitasnak specidlis esete a (c) allitas.

Definicié (egyszeresen Osszefiigg6 tartomany)

Legyen D < C 0sszefiiggd nyilt. A D egyszeresen dsszefiiggo, ha minden D-ben fekvd zart
gbérbe nullhomotop.

Példak

Egyszeresen Osszefiiggd tartomanyok: C, minden konvex tartomany, minden csilagszeri tarto-
many
Nem egyszeresen Osszefiigg tartomanyok: C\D, C\Z

Tétel (Cauchy-tétel; Cauchy-féle integraltétel; Cauchy-alaptétel; a komplex anali-

zis f6tétele)

Ha D egyszeresen Osszefiiggd tartomany, és f holomorf D-n, akkor minden, D-ben fekvo sza-
kaszonként C! folytonos zart v gorbén Sw f(z)dz = 0.

Kovetkezmény

Ha D egyszeresen 0sszefliggd tartomany, és f holomorf D-n, akkor f-nek létezik primitiv fligg-
vénye.
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Gorbeindex és egyszeres Osszefiiggoség

1
Az — fiiggvény holomorf a C\{0} tartomédnyon, de a tartoméany nem egyszeresen Osszefiiggo.
z

Szamitsuk ki a fliggvény vonalintegréljat az egységkorvonalon.

[.2-
|z]=1 ?

(Jelolés: S|Z_C| » azt jelenti, hogy a pozitiv irdnyitasi kéron integralunk.)

A kor egy paraméterezése z(t) = e (0 <t < 27); 2 = ie' avagy dz = ie'dt;

1 27 1 ] 27
J —dz = f — -iedt = J idt = 27i.
l2]=1 Z t=0 €' =0

A vonalintegral nem 0, tehéat az 1/z fiiggvénynek nincs primitiv fiiggvénye a C\{0} tartomanyon.
(Ha létezne holomorf logaritmusfiiggvény a C\{0} tartoményon, akkor az primitiv fiiggvény len-
ne...)

Az irdnyitott korvonallal homotép gorbéken az integral ugyanez.

Definicié (gorbe indexe)

Legyen v szakaszonként C1, folytonos zart gorbe, és ¢ egy olyan pont, amelyen v nem megy
at. A v gorbe c-re vonatkozé indexe, avagy c korili kortiljarasi szama

1 dz

211 yZ—C

n(v,c) = ind,(c) =

1
Mostantol a 9 kvazi az integraljel része; a legtobb esetben az integraljelt elkiséri...

OX( =

« /e

dz — d
d(arg(z —¢)) ~ ImM —Im
z—c z—c
2k d _ —
J - zloguz(10g|zk—c|—log|zk_1—c|>+z’-argu
W Z—C Zpo1—C Zpo1—C
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f z - Z (log|zk — | —log |z - C|) +i- Z A(arg(z — ¢)) = 2mi - n(y,c).
.

k=1 k=1
L.

-

=

Tétel

C<D

°
©

Legyen D c C tartomény. Ezek ekvivalensek:
(1) D egyszeresen osszefiiggd;

(2) Béarmely c ¢ D-re és D-beli szakaszonként C1, zart folytonos 7y gorbére n(y,c) = 0.

\

Az (1) = (2) trividlis. A (2) = (1) irdnyt most nem bizonyitjuk.

Tétel

Ha a D < C korldtos tartomanyt a 1, . .., szakaszonként C1 gorbék hataroljdk, a kiils6é hatar-
gorbe pozitiv, a belsé hatargoérbe negativ iranyitasa, akkor

(1) ce D esetén Y n(v;,c) =1
(2) c¢ D esetén Y n(v;,c) = 0.

Tétel (Altalinos Cauchy-tétel)

1)

©

(5

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf, valamint =y, ..., szakaszonként C1 zart gorbék
D-ben 1gy, hogy barmely ¢ € C\D pontra Y n(v;,c) = 0. Ekkor

S

k
Z f(z)dz = 0.
j=177%




7. Cauchy-integralformulak

Cauchy-formula kérvonalon, konvex és csillagszerli tartomanyon. A derivaltakra vonatkozé Cauchy-
formula. Ha egy fliggvény egy nyilt halmazon egyszer differencidlhatd, akkor akarhanyszor differencidl-
haté.

Tétel (Cauchy-formula korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb korlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R)

pontban )
1 f(w

— ———dw.

f(z) jw w

270 Jjy—e|=p W — 2

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetszileges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |w — z| < r esetén |f(z) —
f(w)| <e. A |lw—c¢| = R kérvonal homotép a |w — z| = r kérvonallal, igy

L' f(w) dw homo:tépia i f(w) dw —
2T Jjp—e)=p W — 2 270 Jjp—z)=p W — 2
Ry L L[ 01,
20 Jjp—zj=p W — 2 2M Jjpez)=r W —Z

1 1 1 fw) — f(2)
= f(z) — dw +— A PN qu =
f( ) Jw—z|=r i Jw—z|=r

271 wW— 2 271 w—z
L. 7

~
n(z,|Jw—z|=r)=1

1 fw) = 1),

w—z

&) + 5

- w
271

|lw—z|=r

1 L fw) dw_f(2>' _

2T Jjp—e|=p W — 2

1 f(z) = f(w)
J|w—z—r

— dw| <
2 wW— 2z

L) gy — f(z)‘ = 0.

. . 7 L
Ez minden ¢ > O-ra igaz, tehédt |5- S|w_c|:R P

51



Tétel (a dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, korlapra))

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor B(c, R) belsejében a
korlapon akarhényszor differencialhatoé, és

™) (2 i ﬂ w
f ( ) Jw—c|—R (U) _ z)nJrld :

27

Formalisan

(m) a@ (L f(w) )_
fe) = dzn \ 2mi fwc|=Rw—zdw B

1 o f(w) 1 n!- f(w)
2_7” |lw—c|=R (@w - Z>dw - 2_71'2 jw—c|—R ( Z) dw

Bizonyitas. Indukci6 n szerint; n = 0-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az allitas igaz n-re, akkor

FOHD () — fim FO) — f(2) _

\

(—z (—=z
1 1 n! f(w) n! flw) B
R %I_)Hi C —F (271’@ JVU—C:R de N % |lw—c|=R (w_zylﬂdw> a
n! f(w) (w—2)" — (w— )™
= %1—{2 271 J|w =R (w g)n+1(w — z)”“ . - dw =

n! f(w)
B %1_12 2m ~[|w c|=R (’LU C)n+1(w - Z)n+1

-((w—z) +w—2)"Yw—-C)+...+ (w-— )”)dw.

A korvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga
a korvonaltdl d, akkor ( € B(z,%) esetén |w — (| >
d és az integrandus ( — z esetén egyenletesen tart a

2 ‘
w . ,
(wi(z))2n+2 “(n+1)(w — z)" fuggvényhez.

(Az egyenletes hatarérték felcserélhetd az Gsszeaddssal
és a szorzassal, és reciprokkal is, ha a nevezo limeszfligg-
vénye nem torlddik a 0-hoz.) Az egyenletes konvergencia
miatt a limesz és az integral felcserélheto:

e = g [ i (g (0 o)) -

lw—c|=R

- f lim (Wf(:”)lm (n+ 1)(w— z)") aw=""1) J e Jit”))mdw.

|lw—c|=R |lw—c|=R

Egy masik lehet&ség a korlatos konvergencia tétel alkalmazasa. A kérvonalon dz véges Lebesgue—Stieltjes
mérték, [ — z] < % esetén az integrandus egyenletesen korlatos, igy az integral és a pontonkénti limesz
felcserélheto.

Utolsé lehetdségként (pl. vizsgén) hivatkozhatunk Nagy Bivaly bardtsdgéra is.
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Kovetkezmény

Legyen D tartomany, f : D — C folytonos.
o Ha f holomorf, akkor akarhanyszor differencialhato.

o f akkor és csak akkor holomorf, ha lokalisan 1étezik primitiv fiiggvénye.

Bizonyitas. (a) Barmely pont koriil valamekkora kérben felirhatjuk a Cauchy-formuldkat.
(b) Az mar volt, hogy ha f holomorf, akkor 1étezik lokalis primitiv fiiggvénye.

Ha barmely a € D pont koriil valamilyen B(a,r) korben 1étezik egy F'(z) lokélis primitiv fiiggvény,
vagyis F' = f, akkor F' holomorf, de akkor az (a) rész miatt F' kétszer is diffrencidlhaté, vagyis f
differencialhato.

Ko6vetkezmény (Morera tétele [Giacinto Morera, olasz, 1856-1909])

Legyen D tartomany, f : D — C folytonos. Ha f-nek minden D-ben fekv6 haromszoglemez
kertilete mentén 0 a vonalintegralja, akkor f holomof.

Bizonyitas. Barmely a € D kor koriil egy B(a,r) kérben, minden zart torottvonalon 0 az f(z)
vonalntegralja, tehat f-nek van lokalis primitiv fiiggvénye. A (b) szerint f holomorf.

A logaritmus létezése

Tétel (a logaritmus létezése egyszeresen Gsszefogg6 tartomanyokon)

(a) Ha D egyszeresen osszefligg6 tartomény és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf dga
D-n.

(b) Ha D egyszeresen osszefiiggé tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor 1étezik
log f(z)-nek holomorf dga D-n.

Bizonyitas. (a) Az otlet: Vegyiik 1/z egy primitiv figgvényét.
/
(b) Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja J} Vegyiik ennek egy primitiv fliggvényét.
/
j;((Z)) ; ez holomorf D-n. A D egyszeresen Osszefliggd, tehdat £(z)-nek létezik primitiv
z

fliggvénye. Vegytlink egy zo € D kezd6pontot, és vilasszunk egy olyan L(z) fiiggvényt, amelyre L' = ¢
s eH®0) = f(z). Legyen h(z) = f(z)e ") ekkor tehat h(z) = 1,

Legyen ((z) =

W(z) = (f@e M) = f(2)e O — f(2)e M) D(z) =0,

ezért h konstans 1, tehat e*) = f(z); az L(z) fiiggvény a log f(z)-nek holomorf dga.
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Pistikének mindenrol

¥ Pistikének mindenrol ¢

Fel akarjuk irni egy fliggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.
Igazolni akarjuk, hogy egy fiiggvény holomorf? Integralni kell.

Meg akarjuk konstrualni a logaritmusfiiggvényt? Integralni kell.

< € ¢ <€

Meg akarjuk szamolni, hogy egy gérbe hanyszor kertili meg a nullat? Integ-
ralni kell.

¥ Be akarjuk bizonyitani a Young-tételt? Integralni kell.
¥ Hatvéanysorba akarunk fejteni egy fiiggvényt? Integralni kell. (jové héten.)

¥ Meg akarjuk szamolni, hogy egy egyenletnek hany megoldasa van? Integralni
kell.

¥ Be akarjuk bizonyitani az implicitfiiggvény-tételt? Integralni kell.

Integralokat csereberélni jo! :-)

Mar lattuk, hogy tobbféle, holomorf figgvényekkel kapcsolatos operaciét atirhatunk valamilyen
komplex vonalintegralla. A Cauchy-formuldk tanulsaga, hogy még a derivaltast is at lehet irni in-
tegralla. Késobb latni fogjuk, hogy egyenletek megoldasat vagy a megoldasok szamat is felirhatjuk
integral alakban.

Ezek az atirasok azért is hasznosak, mert altalaban integralokat felcserélni sokkal konnyebb, mint
mas operacidkat. Az ilyen cserékre pedig a kozépiskola 6ta 1épten-nyomon sziikségink van, kezdve
példaul a kozepek kozotti egyenlotlenségektdl, vagy mint az alabbi irodalmi parbeszédben.

Pireuszi kozjaték — miniszimpoézium az operacidk felcserélhetdségérol

— Hé, Krokodil! Mit akartok attél a kolyoktsl? Ugy lattam, hogy a mi asztalunkhoz
szandékozott iilni — kérdezte almos hangon Rozsdas. A Krokodil kissé kiengedte a
fiatalember nyakat, mert nem szeretett tarsalgas kozben gyilkolni.
— Régen keresiink mar egy spiclit, aki mindent bekdp. Es azt hiszem, ez az itt, akit
éppen megfojtok.
— Nézd, Krokodil, elismerem, hogy mindenkinek tiszteletre mélté maganiigye, hogy
kit fojt meg, és kit nem. De ez a fit a mi asztalunkhoz akart tilni, mikor nyakon-
csipted. Eloszor mondja meg, amit esetleg nekiink tizentek altala, és azutan, ha
igazan azt hiszed, hogy rendérkém, 6ld meg békességben.
— Tudod mit? El6bb megolom, aztan beszélj vele.
— Helytelen allaspont — vetette kozbe a Bunko. — Nem hiszem, hogy a magunkéva
tessziik.
— En sem — mondta a Féorvos, és elévett egy koriilbeliil negyven centiméter hosszi-
sagu kést.

(Rejt6: Elveszett cirkélo)

A konfliktus egy lehetséges feloldasa lehetett volna, ha a Kolyok kikérdezését és megfojtasat
sikeriil atirni komplex vonalintegralokka, amelyeket aztan tetszés szerint fel lehet cserélni.
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Tétel (Altaldnos Cauchy-formula)

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf, valamint 7, ..., szakaszonként C1 zart gorbék
D-ben tgy, hogy barmely ¢ € C\D pontra »,n(v;,c) = 0. Ekkor barmely z € D esetén, amelyen
nem mennek at ezek a gorbék,

i%f e R O I IO

Jj=1

Példa (Young-tétel)

Ha f(z,w) kétvaltoz6s komplex fiiggvény, folytonos az (a, b) egy kornyezetében, és mindkét valtozd
szerint holomorf, akkor a Dy Dy f(z,w) és DyD; f(z,w) masodrendi parcidlis derivaltak 1éteznek
és egyenlok.

Bizonyitas. a és b koriil vesziink egy-egy pici, r sugart korvonalat. Ezeken beliil Cauchy-formula w-re:

_ 1 f(z,w)
Dy f(z,w) = 3 . mdw.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis A haromszogon 0 az integralja:

J (Lmzr mdw> dz =

A
) flw—br (L f(z7w>dz) (w d*wwy - Jw—bw v (wd*iww)2 =0

Most Cauchy-formula z-re:

3 . (o—w)?
DiDs f(z,w) = % J wa(bcl—_ PE d¢ =
[(—al=r
o F(Cow)
= @mi)? f J €~ 22w

[¢—al=r|w—b|=r
A Dy D1 f(z,w)-re ugyanez a képlet.

A bizonyitds apré médositdsaval azt is latjuk, hogy f(z,w), mint kétvaltozos fiiggvény, akdrhanyszor
differencialhato.
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8. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok és paraméte-
res integralok

Holomorf fliggvények lok. egyenletes limesze holomorf. Ugyanez sorokkal és paraméteres integralokkal.
Ha lokéalisan egyenletesen korlatos fliggvények sorozata egy slirti halmazon pontonként konvergens, akkor
lok. egyenletesen konvergens. Vitali-Montel tétel.

Holomorf fiiggvények egyenletes limesze

Tétel (Weierstrass)

Holomorf fiiggvények lokalisan egyenletes limesze holomorf, avagy:

Ha D < C tartomdny, fi, f2,...: D — C holomorfak és f,(z) — g(z) lokdlisan egyenletesen,
akkor g holomorf és f/(z) — ¢'(z) lokdlisan egyenletesen.

Emlékeztetaiil, "lokalisan egyenletesen":
e Minden pontnak van olyan kérnyezete, ahol, vagy:

e Minden kompakt részhalmazon.

Kovetkezmény

Lokalisan egyenletesen konvergens sorozatokat és sorokat akarhanyszor szabad tagonként de-
rivalni.

Bizonyitas. (a) Morera: ahhoz, hogy ¢(z) = lim f,(z) holomorf legyen, elég, ha g folytonos, és
barmely D-beli A zart haromszoglemez keriiletén 0 a vonalintegralja.

A A haromszoglemez kompakt, igy ezen a halmazon f, — ¢ egyenletesen. Folytonos fiiggvények
egyenletes limesze folytonos, ezért g is folytonos; igy biztosan létezik g vonalintegralja a haromszog-

vonalon.
J g(z)dz = f < lim f,(z )dz = lim f fn(2)dz = lim 0 = 0.
A A n—0o0 n—ao0

(b) Legyen B(c,R) = D, 0 <7 < R, z€ B(c,7).

w

Barmely € > 0-hoz van olyan ng, hogy n > ng esetén max | fn(w) — g(w)| < e.

|w—c|=R

G AW L[ e
27i Jw_d:R (w — z)2d 2mi Jw—c|=R (w— Z)Zd

Barmely z € B(c,r)-re

[fn(2) = g'(2)] =
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_ 1 fn(w) - g(w) dw i ’fn(w> - g(w)’ dw
2m Jw_q:R (w—=rc)—(z— c))2 S o jw_czg (jw—rc| =z — CDQ ]
1 € R
< %.7(R—T)2 -2rR = 7(R—T)2 - E.

Ez minden e-ra igaz, tehat f)(z) — ¢'(z) egyenletesen a B(c,r) korben.
Tehat, minden c-nek van olyan kornyezete, ahol f/ — ¢ egyenletesen, vagyis f/ — ¢’ lokélisan
egyenletesen.

Példa ((Euler—)Riemann-zeta fiiggvény)

(Hagyomanyosan s = o + it)

Ha 0y > 1, akkor a o > oq félsikban )] — kozos konvergens majorans, tehat a sor egyenletesen
n

konvergens.

A Weierstrass-tétel szerint ((s) holomorf a ¢ > 1 nyilt félsikban, és

L s —logn
<<s>—; o

(0 <1 esetén a sor divergens.)

Pontonkénti konvergenciabdl egyenletes konvergencia

Ha D c C tartoméany, fi, fs,... : D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehdt van
olyan K, hogy |f.(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy stiri S < D halmazon
fn(z) pontonként konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokélisan egyenletesen konvergens.

Bizonyitas. Vegytink egy ¢ € D pontot és koriilotte egy kort: B(c, R+ ¢) < D.
Legyen r = £ és | f,(2)] < K minden n-re és z-re.

Elékésziilet. Barmely z € B(c,r)-re és barmely n € N-re

/ 1 J fu(w) K 4K
<= I dqu|< 2rR= —,
‘f"(z)‘ 270 Jjy—e)=r (W — 2)? v T (R —r)? m R
ezért barmely 21, 25 € B(c, r) pontokra
4K
[f(21) = fa(22)] < 7o+ |21 = 2,

(A kis koron beltl f1, fa, ... egyenletesen Lipschitz.)
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Legyen € > 0 tetszoleges.

A B(e,r) n S halmazbdl vélasszunk ki véges sok pontot: si,...,s,-t gy, hogy ezek ¢ sugari
kérnyezetei lefedjék B(c,r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra ‘fn(sj) - fm(sj)] < e
(Mindegyik j-hez van ilyen kiiszob; vessziik a maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszéleges z € B(c,r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — s;| < e. Ezért

|fa(2) = f(2)] <
< ‘fn(z) - fn(sj)‘ + ’fm<53) - fm(zﬂ + ‘fn(5]> - fm<8]>} <
4K 8K

4K 4K
<?|Z_Sj’+?|Z_Sj|+€<2'?€+€= 7—1—1 €.

Tehat: Minden € > 0-hoz van olyan ng, hogy minden n,m > ngy és barmely z € B(c,r) esetén
‘fn(z) — fm(z)| < (% +1 |e.

Az f,(z) fuggvénysorozat egyenletesen konvergens B(c,r)-en.

Tétel (Vitali-Montel [Giuseppe Vitali, olasz, 1875-1932; Paul Antoine Aristide

Montel, francia, 1876-1975])

Ha D < C tartomany, fi, fa,...: D — C holomorfak, és egyenletesen korlatosak, akkor ezek
koziil kivalaszthatd lokédlisan egyenletesen konvergens részsorozat.

V.6. Bolzano-Weierstrass tétel: Minden korlatos szamsorozatnak van konvergens részsorozata.

V.6. Arzela—Ascoli tétel: Ha f1, fo,...: [a,b] — R egyenletesen korldtosak és egyenlé mértékben
egyenletesen folytonosak, azaz

Ve>0 36 >0 Vn Y,y € |a,b] ((|x —yl <0) = (|fulz) — fuly)| < 5)),

akkor kivalaszthato egyenletesen konvergens részsorozat.
Bizonyitas. Legyen si, ss,... egy strli sorozat D-ben.

A Bolzano-Weierstrass tétel miatt miatt van olyan Ny = (n1,1,m1,2,71 3, . ..) sorozat, amelyre az
fn, . (s1) sorozat konvergens.

Ennek van olyan Ny = (ng1, na2, nas, . . .) részsorozata, amelyre az f,, , ($2) sorozat is konvergens.
Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatat; minden f(-re az f,,,, (s;) sorozat konvergens.

Atlésan kivalasztjuk az nyj elemeket.

Ny: ni11 ni1,2 n3 Nia

) ) )

No: USRI n23 24
Ns: nsi ng o N34
Ny: N4 7% 7%
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Az (ny1,n922,n33,...) sorozat mindegyik N,-nek részsorozata az elsé néhany elem kivételével,
ezért barmelyik (-re az f,, , (s¢) sorozat konvergens.

Tehat, az f,, ,(z) sorozat egyenletesen korlatos és az S = {s1,s,...} stiri halmazon pontonként
konvergens, tehat a Lemma miatt a teljes D tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.

Paraméteres integralok

Legyen D tartomény, f : [a,b] x D — C folytonos, minden rogzitett = € [a,b]-re z — f(x,2)
holomorf. Ekkor az

F(z) = J b=a f(z, 2)dz

paraméteres integral is holomorf és

b
F'(z) = J= Dy f(z, z)dz.

\

Bizonyitas. Ugyanaz, csak szumma helyett integrallal.

(a) Barmely A ¢ D héromszoglemez koriil

JA F(z)dz = LEA < :_a f(z, z)dm) dz = Lb_a (LEA f(z, z)dz) dz = Lb_a 0dz = 0,

tehdt F'(z) holomorf.

(b) Barmely z € D pont koriil egy kis, r sugarti korben

w b w
R BRI E =t ( | af(%w)dx) s
b

lw—z|=r

’ 1 dw
= L=a (27r7, de:r [z, w)(w_z)2> dz = . Dy f(z, z)dx.

Példa (Euler-féle Gamma-fiigggvény)

A fiiggvény holomorf, és

o
I(s) = f e " logrdr (Res > 0)
=0

Az el6z6 tételt kiterjeszthetjiik improprius integralokra, vagy vehetjiik a

N
lim ¥ le % dx
N—-x® r=L

- N

lokalisan egyenletesen konvergens fliggvénysorozatot.
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9. Hatvanysorba fejtés

Egyiitthatéformula. Hatvanysorba fejtés. Analitikus fiiggvény fogalma. Kozépérték-tulajdonsdg. log(1+
z) és (1 + 2)® hatvdnysora.

Lemma

Barmely k € Z, c e C és r > 0 esetén
1 & 1 hak=0
a — z—c)"|dz| =
(a) 2mr |z—c|='r( )" ldz {O ha k #0
1 1 hak=-1
b — z—c)fdz =
(0) 2mi ‘Z_C|=r< ) {0 ha k # —1
: .\l . |dz| dz . "
Bizonyitas. A ketté ugyanaz, mert d(arg(z — c)) = = 1 3§ Helyettesités: z — ¢ = re”,
r i(z—c
0<t<2r
1 IR e 1 hak=0
(a) — (z—c)F|dz| = J (re)* . rdt = . refitdt = A
271 J)see)=r 2rr Jo ™ Jo 0 hak#0
1 1, : kel 2m : 1 hak+1=0
0 — | (-ofde-— @Wﬁmwu:TJQWWa: akt
270 Jer 2mi J 2 Jo 0 hak+1#0

k+1

E+1

Tétel (egyiitthaté6formula)

Ha a B(c, R) korlapon

1 S dz
o dle—el=r 5 _ ¢

Vagy: k # —1 esetén van primitiv fliggvény, a A k = —1 esetben =1.

f2) =Y anlz = o,

n=0

_ 1 f(w)
= 2_7”' jw—c|=r (w - c)k+1 duw

akkor

minden k-ra és 0 < r < R-re.

Bizonyitas.

1 f(w) 1 =0
. S A n d
2mi jwc—r (w - C)kJrl v 2mi |w—c|=r .

= 1J 3 an(w — )" F 1) dw = i ay, - 1J (w — )" dw
2mi lw—c|=r \ =0 " " 2mi |lw—c|=r

n=0

T
_ia_ L han—k—1=-1]
B "0 han—k—1%—1( "

n=0
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Taylor-egyiitthaté, egyiitthatéformula és Cauchy-formula

(k)
ap = / kl(C) (Taylor-egytitthatod)
1 flz . ,
a = 53— G —(c))k+1 dz (Egyiitthat6formula)
f®(c 1 f(z
k!( ) _ . (z—(#dz (Cauchy-formula)

Tétel (hatvanysorba fejtés)

Ha f holomorf a B(c, R) kérlapon, akkor ezen a kérlapon a fiiggvény hatvanysorba fejtheto,
0]
f(2) = a(z— 9",
n=0
ahol .
ay = I ﬁw_d_T #dw barmely 0 < r < R-re.
Bizonyitas.
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Legyen z € B(¢,R), d = |z —¢| < r < R,
M = max [f(w)]

|[w—c|=r
1 flw)
(2) = i o W Zdw =
1 Flw) i
N % |w—c|=r (’UJ - C) - (Z — C) dw =
_ f(w) 1 -
- 2m |w*0|:r(w_c)‘1_z_cdw_
w—cC
_ 1 f(w) S z—c\" B .
2w |w_c:’"(w_c).<n_o<w_c) )dw_ —— =<1
_ o f(w) - (z—c)" q
2 w—cl=r (7;) (w B C)n+1 ) " niomax f(( )._(CZ);+(;1)W = nioj\;[ (g)” <o
B 0 1 fw)-(z—c)"
) nz—; <2mL d=r (W =) ! ) R
B ® 1 f(w) . o0 | :
- 7;) <27TZ J|\w—c—r (w_C)anw) ‘ (Z B C) N nZ:;)a” (Z o C) .
Definici6

f D — C analitikus, ha D barmely pontja koriil valamekkora kérben hatvanysorba fejtheto.

| r
\

Tétel
f D — C akkor és csak akkor analitikus, ha holomorf.

Bizonyitas. = A hatvanysor 0sszegfiiggvénye holomorf.
< Minden holomorf fiiggvény barmely ¢ pont koriil hatvanysorba fejthetd, a maximalis ¢ kozepii

korlapon.

Példa
f(2) = log(1 + z) holomorf az egységkorben, f(0) = 0,

0y < CDTHE=DE fOO) _ (D)
o=y Tm e

a Taylor sor eloallitja a fiiggvényt az egységkorben:

o (D
log(l—l—z)zZ PR
k=1




Tétel (binomialis sor)

Legyen a € C,
a\ k
h <1
<k>z a |z
1

(Azt a hatvanyfiiggvényt vesszik, amelyre 14 = 1.)

\ J

(1+2)* =

gl

k

°I

Bizonyitas. Az f(z2) = (1 + 2)® = e21°80+2) fiiggvény holomorf az egységkorben,

fO() _ala—1..(a—k+1(1+2)""* <Z) (142t fr0) _ <a>;

K k! k! k

A 0 korili hatvanysor

(1+2)" = i <Z)zk (2] < 1).

k=0

Példa (IMO Shortlist 2006/A2)

Definidljuk az ag, a1, as, ... valés szamsorozatot a kovetkezo rekurziéval:

. Qn—k
ag = —1, Zk+1=0 for n>1.
k=0

Mutassuk meg, hogy a,, > 0 minden n > 1-re.

\

Megoldas komplex fiiggvénytani eszktzokkel:
n

< 2 |an_k|; trivi indukciéval |a,| < 27.
k=1

n
Gyors felsd becslés: |a,| = ‘ — 2
k=1

Ap—k
k+1

oe]
Legyen G(z) = 2 anz"; ez |z| < %—re biztosan konvergens. A rekurzié azt jelenti, hogy
n=0

1:<§)°" PGy, Zlos0 =2,

Ennek a fiiggvénynek a hatvanysora érdekel minket.

Megprébalhatjuk kiszdmolni a Taylor-egytitthatékat... ehhez k-szor derivélni kell a 0-ban. (Hajrd.)
Vagy, irjuk fel inkabb egyiitthatéformulat.

Kor helyett ezen a "kulcslyukgoérbén" integralunk:

Y
SRVAET LN
7 >

1 G(z) 1 dz 1 dz
= — 7= — - @ = - -
" 2mi |z]=1 2" 2mi Jjo =g 2" log(1 —2)  2mi ), 2" log(l — 2)
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_ (" d 1 JR de
C2mi Sy, z"(log(z — 1) — wi) 2mi Ji4, 7 (log(z — 1) + i)

1 1
1 (B omi - dz 1 1
== +O(r-log— | + O =———
27i Jl+r 2" (log(z — 1) — 7i) (log(z — 1) + i) (T 8 r) <R”1 log R>

R
dx 1 1
= +0(r-log— | +O( R ———
JHT zn(log®(z — 1) + 72 ( & 7“) ( Rr logR)

Har —0é R — oo:
fac dx
Ay = > 0.

1 an(n2 + log®(z — 1))
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10. A hatvanysorba fejtés kovetkezményei

Gyoktényezdk kiemelése, gyok multiplicitasa. Unicitastétel. Lokélis aszimptotikus viselkedés. Maximum-

elv.

Tétel (kozépérték-tulajdonsig)

Ha f(z) holomorf a B(c, R) zért korlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), akkor

L £(2) |zl = £(0)

2mr |z—c|=r

vagyis f(z) atlaga a korvonalon megegyezik a kozéppontban felvett értékkel.

0
Bizonyitis. Legyen f(z) ¢ koriili hatvanysora f(z) = Z an(z —c)".
n=0
1
5 f(2)|dz| =

| o |z—c|=r ( i (e = C)n> e =

271'7’ |z—c\:r 271'7" ne0

= 1 & 1 han=0
_7;0&"<27r7“ LCl:r(z—c |dz|> ;Oan {0 ha 1 = 0} =ap = f(c).

Tétel (a gyoktényez6 kiemelhetd)

(06}
Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kortli hatvanysora f(z) = Z ar(z — c)*.
k=0

Ezek ekvivalensek:
(a) fle) = f(c) = f"(c) =...= f'"V(e) = 0;

(b) ap=a1 =...=ap_1 = 0;

(c¢) f(2) =(2—¢)"-g(z) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel.

(o)

Bizonyitas. (a) < (b), mert aj = X :
(b) < (c)ag(z Z (z — ¢)F™ fiiggvénnyel.
k=m
0e]
Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kortli hatvanysora f(z Z ar(z — c)*
k=0

Azt mondjuk, hogy az f(z)-nek a ¢ pont m-szeres gyoke, ha:
(@) f(c)=f'(c)=f"(c)=...= fmV(c) =0 és f'™(c) # 0, avagy

(b) ag=a; =...=ay_1 =06s a, #0, avagy

(¢) f(z2) =(2—=1¢)™g(z) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel, és g(c) # 0.
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Tétel (unicitastétel; [unicitais=egyértelmiiség))

Legyen D tartomany, f,g,h : D — C holomorf, z1, z5,... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn —> (€D és z, # (.

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fliggvény értékei barmelyik, D belsejében torlod6 sorozat mentén meghatarozzak a
fiiggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.

Bizonyitas. Elég az (a) allitast igazolni, ebbdl a (b) allitas az f = g — h vélasztassal kovetkezik.

Legyen Z = {we D : f(w) = 0} az f gyokeinek halmaza;
71 =7"n D, a gyokok D-beli torlodasi pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim z,, € Z;, tehat Z; nemires.

Az f folytonos, ezért a gyokok torlodasi pontjai is gyokok: ha wi, ws, ... gyokok és 7%1_1}30 wy, € D,
akkor

(i ) = Jim £G) = Jimy 0= 0.

Ezért Z, c Z.

A Z; halmaz D-ben relativ zart, mert Z’ zart (torlédasi pontok torlédési pontja torlédasi pont).

Meg fogjuk mutatni, hogy Z; nyilt is.

Allitas: Z; nyilt, vagyis Ve e Z, 3r > 0 B(e,r) © Z;.

Vegytink egy tetszileges ¢ € Z; pontot; a ¢ korill a maximalis B(c,r) korben legyen f(z) =
Do ar(z — ).

Azt akarjuk igazolni, hogy ag = a; = ... = 0; ha ez igaz, akkor B(c,r)-ben f konstans 0, a
kérben minden pont gyok, és minden pont gyokok torlodési pontja, és igy B(e,r) < Z.

Indukcié. Legyen a,, az elsé olyan egyiitthatd, amirél még nem bizonyitottuk, hogy 0, tehat
ap = a; = ... = ap_1 = 0 mar megvan, és vizsgaljuk a,,-et. (Ha m = 0, akkor a feltétel tires.)

D

Mivel ¢ torlodasi pontja Z-nek, vannak olyan wy,ws, ... € Z pontok, hogy w,, # c és w, — c.

Ag(z) =32 ap(z—c)bm = % figgvény szintén holomorf a B(c,r) kérben, folytonos

c-ben, és g(w,) = _Swn) = 0. Tehat,

am = g(c) = lim g(w,) = lim 0 = 0.

n—o0 n—o0

Ezek utdan Z; az Osszefligg6é nyilt D-nek nemiires, egyszerre nyilt és relativ zart része, tehat a
teljes D, de akkor D = Z; ¢ Z < D miatt Z = D, vagyis f konstans 0.
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Ko6vetkezmény (végtelen rendben eltiiné fiiggvény)

Legyen f(z) holomorf a D tartomanyon.
Ha valamely pontban f(c) = f'(c) = f"(c) = ... =0, akkor f konstans 0.

Bizonyitas. Ha f(c¢) = f'(¢) = f"(c) = ... = 0, akkor f ¢ koriili hatvanysora a konstans 0; a
konvergenciakérben, majd a teljes tartomanyon a fliggvény konstans 0.

Kovetkezmény

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor az f minden gyokének véges a
multiplicitasa.

Kérdés
Legyen az egységkorben f(z) = sin .
1
A fuggvény gyokei 1 — — (k=1,2,...).

km

Miért nem mond ez ellent az unicitastételnek?

Valasz: Végtelen sok gyok van, de csak a hatarhoz torlédnak.

Azonossagok, még egyszer

Az unicitastétel segitségével bizonyitas nélkiil atvihetjik a val6sbdl ismert azonossagokat komplexre.
Példaul a valés szamok korében sin(z + y) = sinx cosy + coszsiny; ez automatikusan érvényes
marad a komplex szadmok korében is; az egyetlen apré technikai gond, hogy itt kétvaltozos komplex
fiiggvényekrol van sz6. Ezen gy segithetiink, hogy két 1épésben, egyesével cseréljiik a valos valtozokat
komplexre.
El6szor rogzitsiik az x valds szamot, az y helyére irjuk a w komplex valtozot és tekintsiik az

sin(z 4 w) = sinz cos w + cos 2 sin w (1)

egyenletet. Mindkét oldalon a w valtozd egy-egy egészfiiggvénye all, és az w valds értékeire az
egyenlet teljestil. A valés w értékek persze torlédnak a sik belsejében, tehat az unicitastétel szerint
a két fiiggvény ugyanaz; az (1) egyenlet minden komplex w-re teljesiil.
Most pedig rogzitsiikk a w komplex szamot, és cseréljiik ki az eddigi valos z-et egy z komplex
valtozoéra:
. ? . .
sin(z + w) = sin z cos w + cos z sin w. (2)

Most is a két oldal egy-egy egészfiiggvénye z-nek, és lattuk, hogy a két oldal egyenlé a z barmely
valds értéke esetén. Az unicitdstételt Gjra alkalmazva azt kaptuk, hogy a (2) minden komplex z-re
igaz.
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Erdemes elgondolkodni azon, hogy ez a médszer mennyiben hasznilhaté a logaritmus és az
exponencialis fiiggvények esetében. A logaritmus esetében maga a fiiggvény létezése a gond, a
log(zw) = log z + log w egyenletet nem tudjuk elég sok z,w parra értelmezni.

Kovetkezmény (lokalis aszimptotikus viselkedés)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, f/(c) = f(c) = ... = f*&1(c) =0 és f®(c) # 0.
A hatvanysorba fejtés miatt a ¢ kozelében
®)(,
1)~ ) = T e = 0 1 (1 — o),

k!

tehat a fliggvény kicsiben kortartd, de nem szogtartod: a ¢ csuesu szogeket k-val megszorozza.

-

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartoményon, akkor:

,
\

Tétel (maximum-elv)

(a) |f(2)|-nek nem létezik lokalis maximuma.
(bl) Ha 21, 29,...€ D, limz, = w, és |f(z,)| — sup |f|, akkor w a D hatérdn van.

(b2) Ha D korlatos, és f folytonos a D lezartjan, akkor | f| a maximumédt csak a hataron veszi
fel.

.

Bizonyitas. Ha ce D, és B(c,r) = D, akkor a kozépérték-tulajdonsdg szerint

1
c) = — z) |dz|;
1O =5 |
1 1
0 =g | sl < 5 | 1] el < mas (7o)

Egyenl6ség csak akkor lehetne, ha f irdnya és nagysaga is allandé lenne a koérvonalon; de akkor az
unicitastétel miatt f konstans lenne.
Tehat, akarmilyen kicsi r-re

|f(0)| < max |f(z)];

|z—c|=r

az | f|-nek nem lehet lokélis maximuma c-ben.



Kérdés (Van-e minimum-elv?)

« Ha f(c) =0, akkor |f(z)|-nek c lokalis minimumhelye.

e Ha f(c) # 0, és ¢ az |f(z)|-nek lokalis minimumhelye, akkor ¢ az |1/f(z)|-nek lokalis
maximumhelye, tehat f konstans.

Ha f-nek nincs gyoke, akkor van minimume-elv is.

Tétel (Schwarz-lemma)

Ha f : D — D holomorf és f(0) = 0, akkor

(a) [FO) <1
(b) z # 0 esetén |f(2)] < |z[;

(c) Ha az fentiekben egyetlen pontban is egyenldség van, akkor f(z) egy 0 koriili forgatés:
f(z) = cz valamilyen |c| = 1-gyel.

Bizonyitas. Az f-nek a 0 gyoke, tehdt f(z) = g(z) - z valamilyen holomorf ¢ fliggvénnyel.
A 0-ban f'(0) = g(0); azt kell igazolni, hogy |g| < 1.

Legyen z1, 2, . .. € D olyan pontok, hogy |g(z,)| — sup |g|. Ha g nem konstans, akkor a maximum-
elv miatt |z,| — 1. Ha g konstans, akkor mi valasztjuk a pontokat igy.

L2 |f(zn)l = [9(zn)] - [2n] = supg| - 1 = supg]

Tehat az egész korlapon |g| < 1.

Ha (a)-ban vagy (b)-ben, barmelyik belsé pontban egyenléség van, akkor ott |g| = 1. Az
maximum-elv szerint ez csak gy lehet, ha g konstans, g(z) = ¢; ez a konstans persze egységnyi,
és akkor f(z) = cz egy forgatés.



11. Egészfiiggvények

Egyutthatébecslés. Liouville-tétel. Nem konstans egészfiiggvény értékkészlete stirti. Kis Picard-tétel
(csak kimondani). A polinomok jellemzése nagysagrendekkel. Bizonyitds az algebra alaptételére.

Lemma (egyiitthatébecslés)

Legyen f(z) = D", an2" egészfiiggvény, és legyen barmely r > O-ra

M(r max‘f ‘

Ekkor barmely n indexre és r > 0 esetén

M(r)

lan| < o

Bizonyitas. Egyiitthatoformula, majd trivialis becslés:

| f(2) 1 f&)]
B 27mf|| z““dz

2mg  zntl

< max
|z|=7

|an]

Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfiiggvény korlatos, akkor konstans.

Bizonyitas. Legyen a 0 koriili hatvanysor f(z) = >, a,z", a korlat |f(2)] < M. Az egyiitthat6-
becslés szerint r > O-ra és n > 1-re

Az r — oo hatardatmenetbdl azt kapjuk, hogy barmely n = 1-re |a,| = 0, tehat f konstans.

Kovetkezmény

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor az értékkészlete stirii C-ben.

Bizonyitas. Indirekt. Tegyiik fel, hogy az értékkészlet nem sirdi, vagyis van egy B(c,r) kor,
amelyben a fiiggvény nem vesz fel értéket: ! f(z) — c’ > r minden z-re.

R(f) N

1
Legyen g(z) = W; ez egy eg