Valés analizis gyakorlat, 2006. szeptember 18.

1. Jelentse P(x) azt, hogy ,,x paros”, H(x) pedig azt, hogy ,,x hattal oszthaté. Mit jelentenek a kovetkezd
formuldk, és igazak-e?

a) P(4) AN H(12) b) Vx P(z) = H(x) ¢) 3z H(z) = P(x) d) 3z P(z) A H(x)

2. Igaz-e, hogy
(AAB)AC = AA(BAC);
(AAB)NC = (ANC)A(BNC);
(AAB)UC = (AUC)A(BUC(C)?
3. Igaz-e, hogy egy H halmaz részhalmazai a szimmetrikus differencidval és a) a metszettel; b) az uniéval
egységelemes gytiriit alkotnak?
4. Létezik-e monoton névo bijekcié Q és Q \ {0} kozott?
5. Legfeljebb mekkora lehet 2% + y, ha a) 2z +y = 10; b) z +y = 10?
6. Mi az z — % fiiggvény maximuma a (0, 1) intervallumban?

7. (Konig-lemma) Legyenek Aj, Ao, ... nemiires, véges halmazok és tetszbleges n pozitiv egészre f, egy
A, 11-b6l A,-be képezd fiiggvény. Igazoljuk, hogy 1étyezik olyan végtelen x1, xo, . . . sorozat, amire tetszéleges
n esetén x, € A, és fn(Tny,) = Tn-

8. Igazoljuk, hogy ha egy megszadmlalhaté graf minden véges része sikba rajzolhaté, akkor a teljes graf is.

9. A derékszogii koordinatarendszerben néhany racspontot megmérgeztek gy, hogy tetszoleges n-re az
x4+ y < n tartomanyban legfeljebb n mérgezett pont van. Egy bolha az origébdl indulva ugral, mindig
vagy a (0,1), vagy az (1,0) vektorral ugrik. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik olyan végtelen hosszi ttvonal,
amin elkeriilheti a mérgezett pontokat.

Hazi feladatok

10. Jelentse ismét P(z) azt, hogy ,,x paros”, H(z) pedig azt, hogy ,,z hattal oszthaté. Mit jelentenek a
kovetkezo formuldk, és igazak-e?

a) 3z P(z) NH(z + 1) b) Vx H(z) = P(x) ¢) Vx H(z) = P(x)

11. Milyen nagy térfogati hengert lehet beleirni egy egységnyi sugari gémbbe?
12. Legyen f : N — N olyan fiiggvény, amelyre

1+ﬁ‘ N
—2n<2.

o

Igazoljuk, hogy f(f(n)) = f(n) +n.

Igazoljuk ennek felhaszndldsaval, hogy a pozitiv egészek halmaza végtelen sokfélkeképpen felbonthatd
Fibonacci-szerii sorozatok unigja ra.
13. Adott a sikon néhdny pont, semelyik hdrom nincs egy egyenesen. A pontok koziil minden lehetséges
modon kivalasztunk néhanyat gy, hogy semelyikiik sincs a tobbi konvex burkanak belsejében. Egy ilyen
H halmazra legyen a(H) a H pontjainak szdma, b(H) pedig a H konvex burkdnak belsején kiviilre esé
tovabbi pontok szdma. Igazoljuk, hogy tetszileges x valds szdmra

Zx“(H)(l — )t =1,
H

(Megengedjiik a H = () esetet is.)
14*. Igazoljuk, hogy tetszdleges aq,as,...,a, pozitiv valés szdmokra

1 2 3 n
I+L+L+L+L+L+m+i+é+m+%<%m+@+m+%)

al a1 a2 ail a2 as n

http://www.cs.elte.hu/"kosgeza/oktatas/anal-2006-02



