Valés analizis gyakorlat, 2006. szeptember 25.

1. Mutassuk meg, hogy a komplex szamok testét nem lehet rendezni dgy, hogy a rendezési axiémak
teljestiljenek.

2. Készitsiink testet a valés egyiitthatds, raciondlis tort fiiggvények (azaz, polinomok hanyadosai) hal-
mazabdl. Rendezheto-e ez a test? Teljestil-e az Arkhimédészi és a Cantor-axioma?

3. Egy H halmazt nevezziink nyiltnak, ha Ve € H 3r > 0 (x — r,z + 1) C H. Melyik halmaz nyilt az
aldbbiak kozil:
0; Ry (ab); [a by R\Z 7

4. Mutassuk meg, hogy az A= {r € R: 2* > 2} és B={zr € R: 2? < 2} halmazok nyiltak.

5. Egy H halmazt nevezziink Osszefliggonek, ha tetszéleges A, B diszjunt nyilt halmazok esetén H C
(AUB)= (H C AV H C B). Bizonyitsuk be, hogy R és altaldban minden intervallum Osszefiiggé.

6. Bizonyitsuk be a valés szamok kovetkez6 tulajdonsigait egymasbol:
a) Arkhimédészi és Cantor-axiéma;
b) Legkisebb felsé korlat tétele;
c¢) Osszefiiggsség.
7. Bizonyitsuk be mindharom fenti tulajdonsaghdl, hogy 3z € R (z > 0 A 2% = 2).
8. Ismert, hogy ha n elég nagy pozitiv egész, akkor n3 és (n+1)? kozott mindig van primszam. Bizonyitsuk
be, hogy létezik olyan a pozitiv valds szam, amire tetszoleges n pozitiv egész esetén [agn] prim.

9. Legyen a, b, c,z,y, z > 0 és tegylik fel, hogy az a, b, ¢ és x,yz szamharmasok azonosan vagy ellentétesen
vannak rendezve. Bizonyitsuk be, hogy

a(z —y)(x —2) +bly —2)(y — 2) + c(z —x)(z —y) = 0.

Hazi feladatok

10. Igazoljuk, hogy minden nyilt halmaz el6dllithaté megszamlalhaté sok intervallum uniéjaként.
11. Igazoljuk, hogy akarhany nyilt halmaz uniéja is nyilt.

12. Igazoljuk, hogy véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt.

13. Igazoljuk, hogy megszamlalhaté sok stirti nyilt halmaz metszete is stirti.

14. Tetszoleges xi-re definidljuk rekurzivan az x,.; = x, (:cn + %) sorozatot. Igazoljuk, hogy pontosan

egy olyan z; 1étezik, amire 0 < z,, < 2,41 < 1 barmely n esetén.
(Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia, 1985)

15. Egy halmazt nevezziink Gs-nak, ha eléall, mint megszamlalhaté sok nyilt halmaz metszete.
Bizonyitsuk be, hogy
a) Az irraciondlis szdimok halmaza Gjy.
b) A raciondlis szamok halmaza nem G.

16. Bizonyitsuk be az intervallumok 0Osszefiigg6ségébdl a Bolzano-Weierstrass tételt.

17. Bizonyitsuk be az intervallumok oOsszefiigg6ségébdl Borel fedési tételét.
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