Valés analizis gyakorlat, 2006. szeptember 27.
1. Igazoljuk, hogy megszamlalhat6 sok stirii nyilt halmaz metszete is siirli. (Baire kategériatéltel)

2. Bizonyitsuk be a valds szamok kovetkezo tulajdonsagait egymasbol:

a) Arkhimédészi és Cantor-axiéma;

b) Legkisebb felsé korlat tétele;

c) Osszefiigg6ség.
3. Bizonyitsuk be mindhérom fenti tulajdonsédgbdl, hogy 3z € R (x > 0 A 22 = 2).
4. Tsmert, hogy ha n elég nagy pozitiv egész, akkor n? és (n+1)3 kozott mindig van primszadm. Bizonyitsuk
be, hogy létezik olyan a pozitiv valds szam, amire tetszéleges n pozitiv egész esetén [a?’n] prim.
5. Nevezziink egy R — R fiiggvényt folytonosnak, ha minden nyilt halmaz 6sképe nyilt. Bizonyitsuk be
haromféleképpen Bolzano tételét: Ha f folytonos, a < b, tovdbba f(a) és f(b) koziil az egyik negativ, a
masik pozitiv, akkor létezik olyan ¢ € (a,b), amire f(c) = 0.
6. Bizonyitsuk be Weierstrass tételét: folytonos fiiggvénynek minden korlatos, zart, nem iires intervallumon
létezik minimuma és maximuma (azaz a felvett értékei kozott van legkisebb és legnagyobb; avagy, felveszi
a szuprémumat és az infimumat.

Hazi feladatok

7. Mutassuk meg, hogy a véges testeket nem lehet rendezni tigy, hogy a rendezési axiomak teljesiiljenek.

8. Mutassuk meg, hogy ha egy test rendezhetd, akkor O-karakterisztikaju (azaz 14+1+1+---+ 1 sohasem
lehet 0.)

9. Igazoljuk, hogy ha egy korlatos zart intervallumot lefediink akarhany nyilt halmazzal, azok koziil véges
sok is lefedi. (Az ilyen tulajdonsagu halmazokat kompaktnak nevezziik; az éllitas azt mondja, hogy minden
korlatos zart intervallum kompakt.)

10. Egy halmazt nevezziink Gs-nak, ha el6all, mint megszamlalhaté sok nyilt halmaz metszete.
Bizonyitsuk be, hogy
a) Az irracionélis szdimok halmaza Gjy.
b) A raciondlis szamok halmaza nem Gj.

11. Igazoljuk, hogy akarhany nyilt halmaz unidja is nyilt.
12. Igazoljuk, hogy véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt.

13. Igazoljuk, hogy minden nyilt halmaz el6dllithaté megszamldlhaté sok intervallum uniéjaként.
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