Valés analizis gyakorlat, 2006. oktober 2.
1. Igaz marad-e a Cantor axiéma, ha végtelen intervallumokat is megengediink?

2. Adott véges sok zart intervallum gy, hogy barmelyik kettének van kozos pontja. Igazoljuk, hogy az
Osszesnek van kozos pontja.
Igaz marad-e az 4llitds, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok zartak?

3. Adott korlatos, zart intervallumok egy tetszdleges szamossagu rendszere ugy, hogy barmelyik kettének
van kozos pontja. Igazoljuk, hogy az 6sszesnek van kozos pontja.

Igaz marad-e az 4llitds, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok zartak?

Igaz marad-e az 4llitas, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok korlatosak?

4. Tekintsik a valos szamsorozatokat. Két sorozatot tekintsiink ekvivalensnek, ha valahonnan kezdve
megegyeznek. Definidljuk a miiveleteket és a rendezést is, koordindtdnként. (Pl. az a, sorozat kisebb,
mint a b, sorozat, ha 3k Vn > k a, < b,. Milyen testaxiémak (nem) teljesiilnek?

5. Valamely H halmazon egy F C P(H) rendszert ultrasziir6nek neveziink, ha a kovetkezd tulajdonsagok
mind teljesiilnek:

a) 0 ¢ F;

b)VAe FYBCH (ACB = Be€F);

c)VA,Be F ANBEeF

d)VACHAeFV(H\A)eF.

Az F-et f6sziirének nevezziik, ha 3a € H F = {A C H : a € A}. Tudjuk, hogy minden végtelen
halmazon létezik olyan ultrasziird, ami nem fésziiré.

Legyen most F C N egy olyan ultrasziird, ami nem f0sziir6, és tekintsiik ismét a valés szdm sorozatokat,
a miveleteket végezziik el koordinatanként.

a) Az a, és b, sorozatot tekintsiink ekvivalensnek, ha {n € N: qa, = b,} € F. Igazoljuk, hogy ez egy
,,kompatibilis osztalyozas”, vagyis ha valamilyen miiveletben a sorozatokat mas, ekvivalens sorozatokra
cseréljiik, akkor az 1j eredmény is ekvivalens lesz az eredetivel, és a kapott struktiura egy test.

b) Definidljuk a rendezést; azt mondjuk, hogy az a,, sorozat kisebb, mint a b, sorozat, ha {n € N: qa, <
b,} € F. Mutassuk meg, hogy a rendezési axiémdk is teljesiilnek.

c) Teljesiil-e az igy kapott rendezett testben a Cantor-axiéma?

d) Teljesiil-e az Arkhimédészi axiéma?

Hazi feladatok

6. Bizonyitsuk be az intervallumok osszefiigg6ségébdl Borel fedési tételét. (Ha egy korldtos zért interval-
lumot lefed nyilt intervallumok egy rendszere, akkor véges sok is lefedi.)

7. Igazoljuk, hogy ha egy korlatos zart intervallumot lefediink akarhany nyilt halmazzal, azok koziil véges
sok is lefedi. (Az ilyen tulajdonsigi halmazokat kompaktnak nevezziik; az allitds azt mondja, hogy minden
korldtos zart intervallum kompakt.)

Igaz marad-e az éllitas, ha az intervallum nem zart?

Igaz marad-e az éllitds, ha az intervallum nem korlatos?
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