Valés analizis gyakorlat, 2006. oktober 4.

1. Legyenek A, B,C tetszoleges halmazok. Ird fel az AU B U C kifejezést csak zaréjelek és kiilonbség
felhasznalasaval.

2. Legyen a valés szdmok halmazan a @ b = a + b+ 1. Igazold, hogy erre a miveletre teljesiil az els6 négy
testaxioma. Keress olyan ® miveletet, amire a szorzasra vonatkozé axiomak is teljesiilnek.

3. Legyen a pozitiv valés szamok halmazan a @ b = ab. Igazold, hogy erre a miveletre teljesiil az els6 négy
testaxiéma. Keress olyan ® miiveletet, amire a szorzdsra vonatkozé axiémak is teljesiilnek.

4. Igazold a rendezési axiomakbdl a kovetkezo allitasokat.
(a) la+ b < laf +[b;
(b) |abl = lal - [b];

5. Mi legyen az iires halmaz szuprémuma és infimuma?

6. (a) Milyen H C R halmazokra igaz, hogy inf H < sup H?
(b) Milyen H C R halmazokra igaz, hogy inf H < sup H?

7. Legyen X rendezett halmaz (egy halmaz, amin adott egy trichotom és tranzitiv < reldcid), és tegyiik
fel, hogy X minden feliilrél korlatos, nem iires halmazanak létezik legkisebb fels6é korlatja. Igazoljuk, hogy
X-ben minden nem iires, alulrél korlatos halmaznak létezik legnagyobb alsé korlétja.

Hazi feladatok
8. Legyenek A, B,C' tetszbleges halmazok. Ird fel az AN BN C kifejezést csak zardjelek és kiilonbség
felhasznalasaval.

9. Igazold a rendezési axiomdakbol a kovetkez6 allitdsokat.
a+b+la—0
(a) max(a,b) = ;

(b) min(a, b) = a+b—2\a—b\.

10. Legyen a pozitiv raciondlis szdmok halmazan a @ b = ab. Létezik- ehhez az Gsszeaddshoz megfelelo
szorzas miivelet?

11. Legyen K rendezett test. Mutassuk meg, hogy a kovetkezo tulajdonsagok ekvivalensek:
) K-ban teljesiil a Cantor- és az Arkhimédészi axiéma.

b) K-ban minden nem iires, feliilr6l korldtos halmaznak 1étezik legkisebb fels6 korlatja.

¢) K-ban minden nem iires, alulrél korldtos halmaznak létezik legnagyobb alsé korlatja.

d) K 0Osszefiiggo.

e) Teljesiil a Borel-féle fedési tétel.

f) Teljesiil a Bolzano-tétel.

g) Teljesiil a Weierstrass-tétel.

h) Teljesiil a Bolzano-Weierstrass-tétel.

(i) Korldtos, zart intervallumok tetszéleges rendszerére teljesiil a Helly-tétel, azaz ha barmelyik kett6

metszete nem iires, akkor az 0sszes metszete sem tires.
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