
Valós anaĺızis gyakorlat, 2006. november 20.

1. Legyen f : A → B és X, Y ⊂ A. Melyik halmaz tartalmazza biztosan a másikat?
a) f(X ∪ Y ) vagy f(X) ∪ f(Y )?
b) f(X ∩ Y ) vagy f(X) ∩ f(Y )?
c) f(X \ Y ) vagy f(X) \ f(Y )?

2. Ellenőrizzük a folytonosság defińıcióját; adjunk meg ε > 0-hoz jó δ-t, vagy olyan ε-t, amihez nincs δ.
a) f(x) = x2, a = 2;
b) f(x) = [x], a = 3;
c) f(x) =

√
x, a = 2;

d) f(x) =
x + 1

x − 1
, a = 3.

3. Az f függvény milyen tulajdonságait ı́rják le a következő formulák?

∀ε > 0 ∀δ > 0 ∀x
(

|x − a| < δ =⇒ |f(x) − f(a)| < ε
)

;

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∀x
(

|x − a| < δ =⇒ |f(x) − f(a)| < ε
)

;

∃ε > 0 ∃δ > 0 ∀x
(

|x − a| < δ =⇒ |f(x) − f(a)| < ε
)

;

∀δ > 0 ∃ε > 0 ∀x
(

|x − a| < δ =⇒ |f(x) − f(a)| < ε
)

;

∃δ > 0 ∀ε > 0 ∀x
(

|x − a| < δ =⇒ |f(x) − f(a)| < ε
)

;

4. Legyen

r(x) =

{

0 ha x 6∈ Q;
1

q
ha x = p

q
.

(Riemann-függvény). Hol folytonos ez a függvény?

5. Egy H ⊂ R halmazt nýıltnak nevezünk, ha ∀x ∈ H∃ε > 0(x − ε, x + ε) ⊂ H .
Igazoljuk, hogy egy f : R → R függvény akkor és csak akkor folytonos, ha minden nýılt halmaz ősképe
nýılt.

Házi feladatok

6. Legyen f : A → B és X, Y ⊂ B. Igazoljuk, hogy

f−1(X ∪ Y ) = f−1(X) ∪ f−1(Y ), f−1(X ∩ Y ) = f−1(X) ∩ f−1(Y ), f−1(X \ Y ) = f−1(X) \ f−1(Y ).

7. Ellenőrizzük a folytonosság defińıcióját; adjunk meg ε > 0-hoz jó δ-t, vagy olyan ε-t, amihez nincs δ.
a) f(x) = x3, a = 0;
b) f(x) = {x}, a = 3;
c) f(x) =

√
x, a = 1

25
;

d) f(x) =

√
x

x + 1
, a = 4.

8. Hol folytonos jobbról/balról?
f(x) = [x]; f(x) = ⌈x⌉;

9. Rendezzük a racionális számokat egy (qn) sorozatba, és legyen tetszőleges k pozit́ıv egészre

ak(x) =











0 ha qk < x;

1 ha qk = x;

2 ha qk > x.

Ezek után definiáljuk az f függvényt a következőképpen: legyen f(x) tizedestört alakja 0, a1(x)a2(x)a3(x) . . ..
Igazoljuk, hogy ez a függvény korlátos, szigorúan monoton növekvő, az irracionális számokban folytonos,

a racionális számokban pedig sem jobbról, sem balról nem folytonos.

10. Bizonýıtsuk be, hogy tetszőleges monoton R → R függvény szakadási pontjainak halmaza megszámlálható.
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