
Valós anaĺızis gyakorlat, 2006. december 6.

1. ,,Definiálja az ε függvény δ-beli folytonosságát!”

2. Legyen f : R → R folytonos. Igazoljuk, hogy ha f felveszi az x1, . . . , xn valós számokat, akkor felveszi
x1+...+xn

n
-et is.

3. Létezik-e olyan függvény, ami
(a) korlátos, zárt intervallumon értelmezett, de nem folytonos;
(b) zárt, de nem korlátost intervallumon értelmezett és folytonos;
(c) korlátos, de nem zárt intervallumon értelmezett és folytonos,

és
(i) a függvény nem korlátos sem alulról, sem felülről;
(ii) a függvény nem egyenletesen folytonos;
(iii) a függvény nem Lipschitz?

(Ez összesen 9 kérdés.)

4. Legyen A ⊂ R korlátos, zárt halmaz, és f : A → R folytonos függvény. Igazoljuk, hogy
(a) f -nek létezik abszolút maximuma és minimuma;
(b) f(A) korlátos és zárt;
(c) f egyenletesen folytonos A-n.

5. Igazoljuk, hogy ha az f függvény Lipschitz egy korlátos zárt intervallumon, és sehol sem 0, akkor 1/f
is Lipschitz. Igaz-e ugyanez nem korlátos, illetve nem zárt intervallumon?

6. Mutassuk meg, hogy intervallum folytonos képe intervallum.

7. Egy függvénynek minden korlátos, zárt halmazon van legkisebb és legnagyobb értéke. Következik-e
ebből, hogy a függvény folytonos?

8. Igazoljuk, hogy egy R → R függvénynek csak megszámlálható sok helyen lehet szigorú lokális maxi-
muma.

Házi feladatok

9. Bizonýıtsuk be, hogy minden páratlan fokú polinomnak van valós gyöke.

10. Legyen f : R → R. Igaz-e, hogy ha minden intervallum f szerinti képe intervallum, akkor f folytonos?

11. Igaz-e, hogy ha f Lipschitz, akkor (a) f 2; (b) 3
√

f is Lipschitz?

12. Legyen f : [a, b] → R folytonos és tetszőleges ε > 0-hoz legyen

δ(ε) = inf{|x − y| : |f(x) − f(y)| ≥ ε}.

Igaz-e, hogy a lim
ε→+0

δ(ε)
ε

határérték létezik?
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