Valés analizis gyakorlat, 2007. februar 12.

1. Igazoljuk, hogy tetszéleges n pozitiv egészre
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2. Igazoljuk, hogy tetsz6leges f : [a,b] — R monoton és folytonos fiiggvényre
s(f;[a,0]) < la—b]+[f(a) — f(b)]

3. Azt mondjuk, hogy az (z, 1, ..., x,) sorozat az [a, b] intervallumnak egy d-nal finomabb felosztasa, ha
a=2y<21<...<xp =06 x;41 —x; <0 minden i-re.

Legyen f : [a,b] — R folytonos fliggvény, aminek a grafikonja rektifikdlhaté. Bizonyitsuk be, hogy
minden ¢ > 0-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy az [a, b] intervallum minden, J-ndl finomabb (xq, z1, ..., x,)
felosztasa esetén

S V@i = 2+ () — F@)P > s(filab) —

4. Legyen T,, az a polinom, amire T, (cos &) = cos na (n-edik Csebisev-polinom). Igazoljuk, hogy
(a) To(x) = 1;
(b) Tht1(z) = 22T, (z) — T (2);
(¢) Tp(chz) = chnz.

5. Legyen

1
flz) = §T0(£E) + T (z) + To(z) + ... + Ty(z).
Keress fels6 becslést f(x)-re, ha -1 <z < 1.

6. Bizonyitsd be, hogy tetszoleges n pozitiv egészhez létezik olyan, legfeljebb 10n-edfoki p polinom, amire

p(0)| > [p(1)| + [p(2)| + ... + [p(n?)].

Hazi feladatok

7. Olvasséatok el a Miért természetes az e? c. cikket (http://www.komal.hu/cikkek/kg/e/e.h.shtml).
8. Igazoljuk, hogy az
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sorozat konvergens. (A hatédrértékét Euler-konstansnak nevezik.)
9. Legyen e kicsi pozitiv szim. Kb. mekkora T,,(1 +¢) — 17
10. Igazoljuk, hogy barmely R — R fiiggvény els6faji szakadasi helyeinek halmaza megszamlalhato.

11. Legyen (M, d) egy metrikus tér, azaz M egy nemiires halmaz, d pedig egy kétviltozds fiiggvény M-en,
ami nemnegativ, szimmetrikus, teljesiil rd4 a haromszog-egyenl6tlenség, tovabba d(z,y) = 0 akkor és csak
akkor, ha z = y.

Egy z1,s,... € M sorozat konvergens, ha 3 € M Ve > 0 3ng Yn > ng d(z,,y) < €.

A sorozat Cauchy-sorozat, ha teljesiil rd a Cauchy-kritérium, azaz Ve > 0 Ing Vn, m > ng d(zn, Tm) < €.

A metrikus tér teljes, ha minden Cauchy-sorozat konvergens.

Igazoljuk, hogy

(a) Minden konvergens sorozat Cauchy-tulajdonsagu;

(b) Minden M metrikus tér bedgyazhaté egy teljes metrikus térbe, azaz létezik egy N teljes metrikus
tér, aminek van M-mel izomorf részhalmaza.
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