
Valós anaĺızis gyakorlat, 2007. március 5.

1. Hányszor differenciálható az |x|α függvény a 0-ban, ha α > 0?

2. Egy a× b méretű paṕırból felül nyitott dobozt késźıtünk úgy, hogy a sarkaiból levágunk egy-egy c× c-es
négyzetet, és az oldalakat felhajtjuk. Hogyan válasszuk meg a c értékét, hogy a doboz térfogata a lehető
legnagyobb legyen?

3. Melyik a gömbbe ı́rható maximális térfogatú henger?

4. Keress olyan algebrai differenciálegyenletet, aminek az ex + x függvény megoldása.

5. Keress olyan algebrai differenciálegyenletet, aminek az ex+x függvény megoldása, és nem szerepel benne
az x.

6. Igazoljuk, hogy ha f differenciálható és f ′ korlátos, akkor f Lipschitz.

7. Legfeljebb hány nullhelye lehet egy ex + p(x) alakú függvénynek, ha p egy n-edfokú polinom?

8. Legyen f(x) = ax2 + bx + c. f [x, y, z] =?

9. Igazoljuk, hogy ha f kétszer diffható, x ≤ y ≤ z és x 6= z, akkor létezik olyan ξ ∈ (x, z), amire
f ′′(ξ)

2
= f [x, y, z].

10. Igazoljuk, hogy ha f n-szer diffható és az x0, x1, x2, . . . , xn valós számok nem mind egyenlők, akkor

∃ξ ∈
(

min xi, max xi

) f (n)(ξ)

n!
= f [x0, x1, . . . , xn].

Házi feladatok

11. Melyik a gömbbe ı́rható maximális térfogatú körkúp?

12. Keress olyan algebrai differenciálegyenletet, aminek a cos x + log x függvény megoldása.

13. Igazoljuk, hogy
(1 − x2)T ′′

n (x) − xT ′

n(x) + n2Tn(x) = 0.

14. Általánośıtsuk a Cauchy-középértéktételt osztott differenciákkal.

15. Legyen f : R → R végtelen sokszor differenciálható függvény. Tegyük fel, hogy tetszőleges x-re az
f(x), f ′(x), f ′′(x), . . . sorozatban szerepel a 0. Igazoljuk, hogy f polinom.

16. Az f : R → R függvény kétszer differenciálható, f(0) = 2, f ′(0) = −2 és f(1) = 1. Igazoljuk, hogy
létezik olyan ξ ∈ (0, 1) valós szám, amire

f(ξ) · f ′(ξ) + f ′′(ξ) = 0.
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