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4. Igazoljuk, hogy ha f : R — R minden korlatos intervallumon Lipschitz és g Riemann-
integralhaté [a, b]-n, akkor f(g(x)) is Riemann-integralhaté [a, b]-n.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha f, g : [a,b] — R korldtosak, akkor
b b —=b —=b
/ (f+g)§/ f+/g§/ (f+9)

6. Milyen c valdés szdmokra igaz, hogy ha f : R — R folytonos, f > 0 és fooo f konvergens,
akkor
lim inf(z°f(x)) = 07
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(Emlékeztet6iil, lim inf g(z) = lim < inf g(y)) = sup( inf g(y)))
ye

T—00 =00 (CE,OO) z€R ye(m,oo)

7. Igazoljuk, hogy ha f : (0,00) — (0, 00) differencidlhaté, 1 < ¢ < 2 és f'(x) < —f¢(x) minden
elég nagy z-re, akkor [ f konvergens.
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Megoldésvézlatok
= /3% — 1 helyettesitéssel z = L5 log(t* + 1), dz = 10g3 fztff és

2tdt 2 1
V3 +1dz = t- = 1-—— ) dt=
/ 3 = lgS/ 211 log3/( t2+1>

(t —arc tgt) + C = i(\/?ﬂ —1—arctgV3*—1)+C

10 3 log 3

2. Az integrandus 27 szerint periodikus, és két periéduson kell integralnunk. A t = tg § helyettesitést alkalmazzuk a (—m, )
intervallumon.
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4. Ha g Riemann-integralhatd, akkor korlatos, és az értékkészletén f Lipschitz valamilyen K Lipschitz-konstanssal. Ezért

tetszOleges felosztdson f(g(x)) oszcillicids Gsszege legfeljebb K-szorosa g oszcillacids Osszegének. Ha g oszcillacids Osszege
kisebb, mint /K, akkor f(g(z)) oszcillacids Gsszege kisebb, mint e.

5. Legyen I C [a,b] egy tetszlleges intervallum, € > 0 és u,v € I olyan szdmok, amikre f(u) < ir}f f+eésg(v) >supg —e.
I

Ekkor

1 (/(0) + 9(a)) < 1)+ 9(0) < (108 1(0) +2) +5up9(a)

zel z€l

és
sup(f(z) + 9(2)) > () + 9(v) > inf f(z) + (supg(m) - a) ,
z€el z€l zel

vagyis

ir}f(f—l—g)—f:‘<ir}ff—}—supg<sup(f—|-g)+€
I I

Ez minden € > 0-ra igaz, tehat
inf(f + g) <inf f +sup g <sup(f + g).
I I

Ezt tetszOleges F' felosztas részintervallumaira alkalmazva,

sr(f +9) < sr(f)+Sr(9) < Sr(fy)-

A felosztés finomsagaval 0-hoz tartva az allitdst kapjuk.

6. Védlasz: ¢ < 1. Ha ¢ < 1 és liminf 2°f(x) = m > 0, akkor elég nagy z-re f(x) és [ m/2 4z divergens, ezért f
r—00

sem lehet konvergens. Ha tehdt ¢ <1 és [ f konvergens, akkor hzrg 1£f z¢f(x) = 0. z
Ha ¢ > 1, akkor legyen f(x) = 1/z°. Ekkor az integral konvergens, mégis 113611_1> io%f z¢f(z) =1.
7. A feltételt dtrendezve
(f7e) == f 2 (e~ 1).
Legyen a = f~(¢=1(1). A Lagrange-kozépértéktételbél kovetkezik, hogy = > 1 esetén
s V(@) — £~V ()

z—1

f (@) =

(z—=1)>a+(c—-1)(z—-1),

1
1@ < e - v a /e

Mivel c—% > 1, a jobboldal integrélja konvergens.




