
Valós anaĺızis gyakorlat, 2007. szeptember 10.

1. Konvergens-e? Feltételesen konvergens-e? Abszolút konvergens-e? Leibniz t́ıpusú-e? Teljesül-e a
gyökkritérium? Teljesül-e a hányadoskritérium? Alkalmazható-e az integrálkritérium?
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2. Tegyük fel, hogy an > 0, bn > 0 minden n-re és an/bn → 1. Bizonýıtsd be, hogy
∑

an akkor és
csak akkor konvergens, ha

∑

bn konvergens. Mutass példát arra, hogy mindez nem igaz, ha elhagyjuk az
an > 0, bn > 0 feltételt.

3. Következik-e a gyök- és a hányadoskritérium valamelyikéből a másik?

4 (Dirichlet-kritérium). Legyen an és bn olyan számsorozat, amire an monoton csökkenő és 0-hoz tart,
továbbá a

∑

bn sor részletösszegeinek sorozata korlátos. Bizonýıtsd be, hogy
∑

anbn konvergens.

5. Hogyan következik a Dirichlet-kritériumból a Leibniz t́ıpusú sorok konvergenciája?

6. Legyen a
∑

aϕ(n) sor a
∑

an feltételesen konvergens sor egy átrendezése. Mi lehet a
n
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aϕ(k) részletössze-

gek torlódási pontjainak halmaza?

7. Legyen
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an pozit́ıv tagú sor. Igazold, hogy
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an akkor és csak akkor konvergens, ha
∞
∑

n=1

a
1/ log(n+1)
n

konvergens.
Házi feladatok

8. Konvergens-e? Feltételesen konvergens-e? Abszolút konvergens-e? Leibniz t́ıpusú-e? Teljesül-e a
gyökkritérium? Teljesül-e a hányadoskritérium? Alkalmazható-e az integrálkritérium?
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9 (Raabe-kritérium). Legyenek a
∞
∑

n=1

an sor tagjai pozit́ıvak.

(a) Bizonýıtsuk be, hogy ha lim n

(
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)

> 1, akkor a sor konvergens.

(b) Bizonýıtsuk be, hogy ha n

(
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≤ 1 elég nagy n-re, akkor a sor divergens.

10. Bizonýıtsd be, hogy ha
∑

an feltételesen konvergens sor, α, β ∈ R∪{∞,−∞} és α ≤ β, akkor a
∑

an

sornak létezik olyan
∑

aϕ(n) átrendezése, amelyben

lim inf
n

n
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aϕ(k) = α és lim sup
n

n
∑

k=1

aϕ(k) = β.
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