Valés analizis gyakorlat, 2007. szeptember 17.

1. Konstrualjunk olyan fiiggvénysort, ami egyenletesen konvergens és abszolit konvergens is, de nem
egyenletesen abszolut konvergens.
. 2? — py(x) ,
2. (a) Legyen po(z) = 0 és ppy1(z) = pp(x) + ——"—=. Igazold, hogy a p,(z) polinomok sorozata a
[—1, 1] intervallumon egyenletesen tart az |z| fliggvényhez.

(b) Bizonyitsd be, hogy ha f : [a,b] — R szakaszonként linearis fiiggvény, akkor 1étezik polinomoknak
egy olyan sorozata, ami egyenletesen konvergal f-hez.

3 (Weierstrass els6 approximadcids tétele). Bizonyitsd be, hogy tetszbleges f : [a,b] — R folytonos
fiiggvényhez és € > 0-hoz létezik olyan p polinom, amire max |f(x) —p(x)] < e.

)

(Avagy, a polinomok altere stirit C[a, b]-ben.)

4. Igazoljuk, hogy ha a folytonos [a,b] — R fiiggvényekbdl all6 (f,) sorozat egyenletesen konvergens az
[a, b] N Q halmazon, akkor egyenletesen konvergens.

5. Igaz-e a Bolzano-Weierstrass tétel Cfa,b]-ben? Avagy, igaz-e, hogy folytonos fiiggvények barmely,
egyenletesen korlatos sorozatabdl kivalaszthatd egyenletesen konvergens részsorozat?

6. Igazoljuk, hogy ha az (f,) fiiggvénysorozat a H halmaz minden megszamlalhaté részén egyenletesen
konvergens, akkor H-n is egyenletesen konvergens.

Hazi feladatok

7. Bizonyitsd be, hogy ha az (f,) fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a H halmazon, akkor a
gn = max(fi,..., fn) sorozat is egyenletesen konvergens.

8 (Weierstrass masodik approximaéciés tétele). Bizonyitsd be, hogy tetszoleges, 27 szerint periodikus
f folytonos fliggvényhez és € > 0-hoz létezik olyan

a : :
p(z) = 50 + ;(ak cos kx + by sin kx)

trigonometrikus polinom, amire max |f(z) —p(x)] < e.
fas

9. Igaz-e a Weierstrass-tétel Cla,b]-ben? Avagy, igaz-e, hogy ha H C Cfa,b] nem iires, korldtos, zart
halmaz és f : H — R folytonos fiiggvény (,,funkcional”), akkor f-nek van maximuma?

10. Igaz-e, hogy C|a, b] 6sszefiiggd, azaz nem bomlik fel két nem iires, diszjunkt nyilt halmaz uniéjara?

11. Igaz-e a Baire kategoriatétel Cla, b-ben? Avagy, igaz-e, hogy C|[a, b] nem &ll el megszamlalhaté sok
sehol sem stirti halmaz uniéjaként?
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