Valés analizis gyakorlat, 2007. oktdéber 1.

1. Definialjuk a kovetkezé metrikakat RP-ben:
» 1/a
da(r.y) = (Z i - yi\a> (1<a<oo)  duley) = o bo—ul
(a) Igazoljuk, hogy tetszbleges z,y € RP esetén
lim do(2,y) = doo(, ).
(b) Mutassuk meg, hogy
Va, € [1,00) U{oo} 3y, c0 > 0V, y € RP c1dy(x,y) < dg(z,y) < cada(,y).

(c) Bizonyitsuk be, hogy ha valamilyen « € [1, 00)U{o0} esetén a d, metrika szerint az (x,) pontsorozat
az a ponthoz konvergal, akkor mindegyik d, metrika szerint az a-hoz konvergal.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha az (x,) sorozat minden részsorozatédnak létezik a-hoz tarté részsorozata, akkor

Ty — Q.
3. Mi az alabbi halmazok belseje, kiilseje és hatara?

{(az,y)ER2: x,y >0, :L’+y<1};

[e.e]

U{@mer o=t i<}

n=1
4. Igazoljuk, hogy egy metrikus tér tetszoleges A, B részhalmazaira
J(AUB) C 0AU0B;

J(ANB) C0AUIB.
Igaz-e, hogy
(0(AUB))U (8(ANB)) =AU OB?
5. Igazoljuk, hogy egy metrikus tér tetszéleges A, B részhalmazaira
intint A =int A; intext A=extA; 00A C JA.
6. Két hegymadszé az y = f(x) grafikont hegyet akarja megmészni, ahol f : [0, 1] — [0, 1] folytonos fiiggvény
és f(0) = f(1) = 1. Az egyik hegymdszé a (0,0), a mésik az (1,0) pontbdl indul. A két hegymdszé tugy
szeretne taldlkozni, hogy minden pillanatban azonos magassagban vannak. Sikeriilhet-e ez nekik?

(Avagy: léteznek-e olyan g, h : [0,1] — [0, 1] folytonos fiiggvények, amelyekre g(0) = 0, h(0) = 1,
g(1) = h(1) és minden z € [0, 1]-re f(g(x)) = f(h(x))?

Hazi feladatok
7. (a) Bizonyitsuk be, hogy ha A egy metrikus tér tetszéleges részhalmaza, akkor d(int A) C 0A és

Jd(ext A) C 0A.
(b) Igaz-e, hogy O(int A) = O(ext A)?

8. Igazoljuk, hogy ha az (a,) C RP pontsorozatra Y |a,| < oo, akkor > a,, konvergens.

9. Létezik-e olyan A C R halmaz, amire 0A, 00A, 000A, ... mind kiilonb6z6?
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