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1. Milyen α, β > 0 esetén lesz |x|α · |y|β kétszer differenciálható az origóban?

2. Bizonýıtsuk be, hogy ha D12f és D21f is létezik az (a, b) pont egy környezetében és mindkettő folytonos
(a, b)-ben, akkor D12f(a, b) = D21f(a, b).

3. Írjuk fel az x/y függvény harmadik Taylor-polinomját az (1, 2) pontban.

4. Legyen f(x, y) = g(x)h(x), ahol a g és h függvények n-szer differenciálhatók az a, illetve a b pontban. A
g n-edik Taylor polinomja az a pontban legyen c0 +c1(x−a)+ . . .+cn(x−a)n, a h n-edik Taylor polinomja
a b pontban pedig d0 + d1(x− b) + . . . + dn(x− b)n. Mi az f függvény (a, b)-beli, n-edik Taylor-polinomja?

5. Legyen f : R
2 → R kétszer differenciálható. Mutassuk meg, hogy ha D12 sehol sem negat́ıv, akkor

tetszőleges a < b, c < d számokra f(a, c) − f(a, d) − f(b, c) + f(b, d) ≥ 0.

6 (Schwarz tétele). Tegyük fel, hogy a D1f , D2f és D12f parciális deriváltak léteznek az (a, b) pont
egy környezetében és D12f folytonos (a, b)-ben. Bizonýıtsuk be, hogy D21f(a, b) is létezik és D21f(a, b) =
D12f(a, b).

Házi feladatok

7. Milyen α, β > 0 esetén lesz |x|α · |y|β háromszor differenciálható az origóban?

8. Írjuk fel az xyz függvény második Taylor-polinomját az (1, 2, 3) pontban.

9. Írjuk fel a sin(x + y) függvény harmadik Taylor-polinomját a (0, 0) pontban.

10. Legyen f : R
2 → R kétszer differenciálható. Mutassuk meg, hogy ha tetszőleges a < b, c < d számokra

f(a, c) − f(a, d) − f(b, c) + f(b, d) ≥ 0, akkor D12 sehol sem negat́ıv.
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