Valés analizis gyakorlat, 2007. november 15.

1. Legyen H C RP korlatos halmaz. Igazak-e a kovetkezd allitasok?
a) Ha k(H) =0, akkor H € J.

b) Ha H € J, akkor OH € J.

c) Ha 0H € J, akkor H € J.

d) Ha H € J, akkor int H € J.

e) Ha H € J, akkor clH € J.

(f) Haint H € J és clH € J, akkor H € J.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha A C B C RP és B Jordan-mérhetd, akkor
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(
(
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t(B) = k(A) + b(B \ A).

3. Legyen A, B C RP két diszjunkt, korlatos halmaz. Rakjuk sorba nagysag szerint a kovetkez6 mennyiségeket:

KAUB);,  bAUB); k(A +k(B):  bA)+b(B): k(A +bB);  bA)+k(B).

4. Legyen a € RP és minden H C RP halmazra

ko(H) = rliTok(H N B(a,r)); bo(H) = Tliglo b(H N B(a,r)).

A H halmazt nevezziik mérhetének, ha minden r > 0 esetén H N B(a,r) Jordan-mérheté.

(a) Igazoljuk, hogy ezek a definiciék nem fiiggnek az a ponttdl.

(b) Mutassuk meg, hogy ha H korldtos, akkor k,(H) = k(H) és b,(H) = b(H).

(c) Bizonyitsuk be, hogy egy H C RP halmaz akkor és csak akkor mérhetd, ha barmely S C RP halmazra
E(S)=k(SNH)+k(S\ H).

(d) Igazoljuk, hogy ha H mérhetd, akkor k,(H) = b,(H).

(e) Mutassunk példat olyan nem mérheté H halmazra, amire k,(H) = b,(H).
(f) Igazoljuk, hogy ha k,(H) véges és k,(H) = b,(H), akkor H mérhetd.

5. Legyen R C P(RP) halmazgyfiri és p : R — R. Nevezziink egy A € R halmazt p-mérhetének, ha
barmely B € R esetén u(B) = u(B N A) + pu(B \ A). Bizonyitsuk be, hogy a py-mérheté halmazok R-
nek egy részgytrijét alkotjdk, és ezen a részgytrin p additiv, azaz tetszoleges A, B diszjunkt, y-mérheto
halmazokra u(A U B) = u(A) + u(B).

Hazi feladatok

6. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges 0 < a < b valds szamokhoz 1étezik olyan H C RP korldtos halmaz,
amire b(H) = a és k(H) = b.

7. Bizonyitsuk be, hogy egy A C RP korlatos halmaz akkor és csak akkor mérhetd, ha barmely B C RP
halmazra

b(B) = b(BN A) +b(B\ A).

8. Legyen H C RP korldtos halmaz. Igazak-e a kovetkezd allitasok?
(a) Ha clH € J, akkor H € J.
(b) Ha H zért és H € J, akkor int H € J.
(c) Ha H nyilt és H € J, akkor cl H € J.
(d) Ha k(int H) = b(cl H), akkor H € J.
(e) OH € J.

9. Bizonyitsuk be, hogy ha F; D F; D ... korldtos, zart halmazok és [ F, nullmértékii, akkor k(F,) — 0.

n=1
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