Valés analizis gyakorlat, 2009. szeptember 21.

1. Hol konvergensek az alabbi fiiggvénysorozatok? Mely intervalumokon egyenletesen konvergensek?
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2. Igaz-e, hogy
(a) monoton fliggvényekbél 4ll6 sorozat pontonkénti limesze monoton?
(b) szigoriian monoton fiiggvényekbdl 4116 sorozat pontonkénti limesze szigoriian monoton?
(c) korlatos fiiggvényekbdl all6 sorozat pontonkénti limesze korldtos?
(d) folytonos fiiggvényekbél allé sorozat pontonkénti limesze folytonos?
(e) Lipschitz fiiggvényekbol 4116 sorozat pontonkénti limesze Lipschitz?

(e) Lipschitz fiiggvényekbdl 4116 sorozat egyenletes limesze Lipschitz?
4. Igaz marad-e Dini tétele nyilt intervallumon?

5. Az f1, fo,...: I — R fiiggvénysorozat egyenletesen korldtos, ha 3K € RVn € NVz € I |f,(z)| < K.
Igazoljuk, hogy egyenletesen korlatos fiiggvénysorozat pontonkénti limesze korldtos.

6. Mutassunk példat olyan, folytonos [0, 1] — R fiiggvényekbél allé fiiggvénysorozatra, mi pontonként 0-hoz
tart, de semmilyen részsorozata nem egyenletesen konvergens [0, 1] semmilyen nem elfajulé részintervallumén
sem.

Hazi feladatok

7. Hol konvergensek az alabbi fiiggvénysorozatok? Mely intervalumokon egyenletesen konvergensek?
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8. Igaz-e, hogy

(a) konvex fiiggvényekbdl allé sorozat pontonkénti limesze konvex?

(b) szigorian konkav fiiggvényekbdl 4116 sorozat pontonkénti limesze szigorian konkav?
(c) integralhaté fiiggvényekbdl allé sorozat pontonkénti limesze integralhaté?

(d) differencidlhaté fiiggvényekbdl all6 sorozat pontonkénti limesze differencidlhat$?

9. Igaz-e, hogy

(a) konvex fiiggvényekbdl all6 sorozat egyenletes limesze konvex?

(b) szigorian konkav fiiggvényekbdl 4116 sorozat egyenletes limesze szigorian konkav?
(c) integralhaté fiiggvényekbdl all6 sorozat egyenletes limesze integralhatd?
(d) differencidlhaté fiiggvényekbdl 4116 sorozat egyenletes limesze differencidlhaté?

10. Az fi, fo,...: I — R fiiggvénysorozat egyenletesen Lipschitz, ha 3K € RVYn € NVz,y € I |f,(z) —

fu(y)| < Kz —yl.
Igazoljuk, hogy egyenletesen Lipschitz fliggvénysorozat pontonkénti limesze Lipschitz.

11. Igazoljuk, hogy ha az fi, fo,...: I — R fiiggvénysorozat egyenletesen korlatos és egyenletesen Lipschitz
az I korlatos zart intervallumon, akkor 1étezik egyenletesen konvergens részsorozata.



