Valés analizis gyakorlat, 2009. oktober 5.

1. Milyen valés ¢ szdmokra igaz, hogy

i; (Z) = 907

k

2. Mutass példat olyan nem konstans analitikus (0,1) — R fiiggvényre, aminek végtelen sok gydke van.
Miért nem mond ez ellent az unicitas-tételnek?

3. Igazold, hogy ha egy fiiggvény analitikus R-en, akkor minden korlatos intervalllumban véges sok monoton

szakaszra bomlik.
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4. Tegyiik fel, hogy az f(z) = >_ a,(z — ¢)™ hatvanysor konvergenciasugara R.
n=0
Mutasd meg, hogy a fiiggvény barmely d € (¢ — R, ¢+ R) pont kériil is hatvanysorba fejthetd, és a d
koriili hatvanysor az R — |d — c| sugari intervallumban el8allitja f-et.

5. A > a, sort Abel-szummdbilisnak nevezziik, ha a Y a,2" hatvdanysor konvergens (0, 1)-ben és van véges
hatarértéke 1 — O-ban. Ezt a hatarértéket a sor Abel-szummadjdinak nevezzik.

Igazoljuk, hogy ha egy sor konvergens, akkor Abel-szummabilis is, és az Abel-szummadja egyenl6 az
Osszegével.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha egy nemnegativ tagi sor Abel-szummabilis, akkor konvergens.

7. Igazold, hogy ha egy sor Cesaro-szummabilis, akkor Abel-szummabilis is, és a Cesaro-szummaja mege-
gyezik az Abel-szummaéjaval.

Hazi feladatok

8. Legyen f analitikus fiiggvény az I intervallumon. Tetszdleges ¢ € I-re jelolje R(c) a fiiggvény c koriili
hatvanysordnak konvergenciasugarat. Bizonyitsd be, hogy az R(z) fliggvény Lipschitz.

9. az f fiiggvény analitikus R-en, és minden n pozitiv egészre f(1/n?) = cos(1/n). Mi lehet f(—1)?

10. Igazold, hogy minden analitikus fiiggvény megszamlalhaté sok konvex és konkav szakaszbdl all.
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11. Bizonyitsd be Tauber tételét: ha az f(x) = Y. a,z"™ sor konvergens |z| < 1 esetén, lliHOl f=Aés
n=0 -

n-a, — 0, akkor Y a, = A.

n=0



